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MECHANIKA  ROZUMOWA 


CYNEMATYKA 


i.  Będziemy  badali  ruch  ciał  sam  w  sobie,  bez  względu  na 
siły  które  mu  dały  pocz^tek^  albo  które  go  modyfikować  mogę. 
W  tej  części  Mechaniki  rozumowej  punk  ta  materyalne  i  ciała 
s§  uważane  niezależnie  od  materyi  która  je  tworzy,  jak  gdyby 
były  punktami  i  ciałami  czysto  geometrycznemi^  ożywionemi 
ruchem ;  dlatego  też  twierdzenia  Gynematyki  maj§  całe  ważność 
prawd  geometrycznych. 

W  Geometry!  używa  się  niekiedy  ruchu  do  określenia  pe^ 
wnych  figur.  I  tak,  określamy  dokładnie  powierzchnię  sfe- 
ryczna, mówiąc  że  jest  miejscem  punktów  równo  oddalonych 
od  jednego  punktu  zwanego  środkiem.  Ale^  kiedy  uważamy  tę 
sam§  powierzchnię  sferyczną  jako  utworzoną  ruchem  pół-okręgu 
obracającego  się  około  swojej  średnicy^  mamy  zarazem  i  ścisłe 
określenie  przedmiotu  i  jasny  jego  obraz  który,  stając  przed 
oczyma,  przemawia  do  umysłu. 

Gynematyka  różni  się  od  Geometryi  tem  że  wprowadza  nową 
ilość  czas ;  to  jest,  nietylko  wyznacza  położenie  punktu  ma- 
teryalnego  w  przestrzenia  ale  jeszcze  określa  ruch  klórym  się 
on  przenosi  z  jednego  miejsca  na  drugie  opisując  krotnę.  Czas 
jest  tu  jakoby  czwarty  rozmiar.  Słusznie  więc  powiedziano  że 
Gynematyka  jest  Geometryąo  czterech  rozmiarach. 
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ROZDZIAŁ    PIERWSZY 

RUCH  PUNKTU  MATERIALNEGO. 

2.  Wyznacza  się  położenie  punktu  inateryalnego  w  przes- 
trzeni za  pomoce  spółrzędnych.  Ruch  tego  punktu  jest  okre- 
ślony gdy  jego  spółrzędne  s^  wyznaczone  w  funkcyi  czasu.  Czas 
liczy  się  od  ugodnie  przyjętej  epoki.  Jeśli  więc  oznaczymy 
przez  Xy  y,  z  .spółrzędne  punktu  ruchomego,  przez  t  czas 
upłyniony  od  rzeczonej  epoki,  zmienne  Xy  y,  z  hęd§  pewnemi 
funkcyami  f[t),  <^t),  ^[t)  zmiennej  niezależnej  ty  i  równania 

(i)  x  =  AO,      y=?W.       -  =  ¥f) 

określa  zupełnie  ruch  punktu  uważanego. 

Zwykle  te  równania  ruchu  punktu  nie  przedstawiają  się 
w  kształcie  tak  prostym  jako  po\vyższe,  ale  w  kształtach  uwi- 
kłanych 

X[x,  y,  Zy  t)  =  O,  >^i(x,  y,  2,  t)  =  O,         H^y  y,  z,  0  =  0. 

Rugując  czas  t  między  trzema  równaniami  ruchu,  otrzymuje 
się  dwa  równania 

F(jr,y,  2)  =  0    i    F|(^,  y,z)=0 

które  przedstawiają  krążnę  punktu  ruchomego.  Ta  krążna  jest 
linią  prostą  albo  krzywą,  płaską  albo  skośną. 
Mówi  się  że  ruch  punktu  jest  prostolinijny,  kołowy,  para- 
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boliczDy,  elliptyczny^...  według  jak  kręina  jest  linię  prosię, 
okręgiem  koła,  parabol^^  ellipsę^... 

Gdy  ruch  punktu  odbywa  się  na  płasczyznie,  wtedy,  bioręc 
tę  płasczyznę  za  płasczyznę  xy^  mamy  z=0,  i  równania  ru- 
chu (1)  przywodzę  się  do  dwóch 

(2)  ^=m,        y  =  ^[t). 

Ogólpie,  gdy  punkt  ruchomy  jest  przymuszony  zostawać  na 
danej  powierzchni,  dwa  równania  sę  dostateczne  do  wyznaczę^ 
nia  jego  ruchu.  Na  przykład,  aby  znać  ruch  punktu  na  po- 
wierzchni sferycznej,  dość  mieć  długość  i  szerokość  geografi- 
czne tego  punktu  w  funkcyi  czasu. 

Nakoniec,  jeśli  punkt  materyalny  powinien  się  poruszać  na 
danej  linii,  jedno  równanie  wystarcza  do  wyznaczenia  jego 
ruchu.  I  w  samej  rzeczy,  aby  znać  ten  ruch,  dość  będzie  mieć 
równanie 

(3)  s  =  f(t), 

które  wyraża  zwięzek  między  łukiem  s,  liczonym  od  punktu 
obranego  za  początek,  i  czasem  t,  użytym  na  przebieżenie  tego 
łuku. 

Z  tego  wszystkiego  wynika  że  zupełna  znajomość  ruchu 
punktu  materyalnego  zawiera  dwie  części  całkiem  oddzielne^ 
niezależne  od  siebie,  to  jest : 

1^  Wyznaczenie  krężnej ; 

2^  Odkrycie  ustawy  która  wyraża  w  jakim  czasie  punkt  ru- 
chomy przebiega  różne  części  krężnej,  cięgiem  nieprzerwanym, 
to  jesty  przenosi  się  z  jednego  miejsca  na  drugie  przechodzęc 
przez  wszystkie  położenia  pośrednie. 

3.  Rówhanie  ruchu  na  wiadomej  krażnej.  Niech  będzie  AB 


/»  ROZDZIAŁ  I. 

linia  któr^  punkt  ruchomy  przebiega^  O  punkt  stały  wzięty  za 

M 

O  ^ 


A 


początek  spółrzędnych,  M  położenie  punktu  ruchomego  na 
końcu  czasu  t.  Oznaczmy  przez  s  odległość  OM,  dając  jej 
znak  4-  albo  — ,  według  jak  punkt  M  znajduje  się  z  jednej 
albo  z  drugiej  strony  początku  O.  Tym  sposobem  położenie 
punktu  ruchomego  na  krążnej  jest  wyznaczone.  Ustawa  ruchu 
będzie  określona,  jeśli  wskażemy  że  spółrzędna  s  jest  wiadoma 
w  każdej  chwili,  albo  jako  się  mówi,  że  ilo^ć  s  jest  funkcyą 
zmiennej  niezależnej  t;  to  się  wyraża  przez  równanie 

w  którem  kształt  funkcyi  f  wyznacza  naturę  ruchu. 
Najprostszą  ustawą  ruchu  jest  równanie  pierwszego  stopnia 

s=at  Ą-  by 

które  przedstawia  ruch  jednostajny,  najprostszy  z  ruchów  jakie 
sobie  wyobrazić  można.  Inne  ruchy  wyrażają  się  równaniami 
mniej  więcej  zawiłemi;  między  niemi  równanie 

s  =  afi  4-  6^  -f  c 

przedstawia  ruch  jednostajnie  zmienny.  Wyłożyliśmy  już  te 
ruchy  w  pierwszym  tomie,  w  Dynamice  punktu;  nie  potrze- 
bujemy ich  powtarzać. 

li.  Przedstawienie  GRAFICZNE  ustawy  Rucnu.  Jakakolwiek  jest 
funkcya   f{t),  algebryczna  albo  przestępna,    albo  nawet  nie 
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mająca  wiadomego  analitycznego  wyzażenia,  można  zawsze 
uważać  równanie  s  =  f{t)  jako  przedstawiające  pewną  linię, 
której  pnnkta  s§  dane  przez  spółrzędne  5  i  t^  prostokątne  albo 
pochyłe,  i  wykreślić  tę  linię. 

Weźmy  w  tym  celu,  dwie  proste  prostokątne  OS,  OT  za  osie 


Pl       P2 


przebieżonych  przestrzeni  s  i  czasów  t ;  poczem^  wybrawszy 
dowolną  długość  na  przedstawienie  jednej  sekundy,  ponieśmy 
na  oś  OT  odcięte  0/?i,  Opa,...  proporcyonalne  do  czasów  t^  t^,.,, 
liczonych  od  pewnej  chwili  początkowej ;  i  nakoniec,  z  punk- 
tów Pi;  P2v**  tak  wyznaczonych;  wyprowadźmy  rzędne 
Pifni,  pętm^y,.  proporcyonalne  do  odpowiedających  wartości  s. 
Zbudujemy  tym  sposobem  krzywe  ADGB  mającą  równa- 
nie 8  =  f{t),  która  się  nazywa  krzywa  przebieżonych  przestrzeni. 
Ważna  linia^  bo  rozwiązuje  graficznie  podwójne  zagadnienie, 
wyznacza  s  przez  ty  i  nawzajem  wyznacza  t  przez  s.  Ta  me- 
toda interpolacyi  graficznej  jest  wielce  użyteczna  w  Mechanice 
zastosowanej;  a  mianowicie  gdy  trzeba  znaleźć  ustawę  ruchu 
w  zjawiskach  naturalnych;  jak  to  uczyniono  szukając  ustawy 
spadku  ciał  cięłkich. 

Z  samego  spojrzenia  na  kształt  jaki  ma  wyżej  nakreślona 
kirzywa,  widzimy  że  punkt  ruchomy  oddala  się  najpierwej 
coraz  więcej  od  punktu  od  którego  się  liczy  odległeść  s,  aż 
dopóki  czas  /  nie  weźmie  wartości  która  odpowieda  odciętej  OC 
punktu    D;   wtedy  odległość  punktu  ruchomego  od  punktu 
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stałego  8,  jest  równa  rzędnej  maTcimum  GD.  Począwszy  od 
tej  chwili-  ruch  zmienia  stronę;  punkt  ruchomy  zwraca  się 
do  punktu  stc^ego^  i  dochodzi  do  niego  gdy  czas  t  bierze  war- 
tość równ§  odciętej  OE.  Poczem  krzywa  przebieżonych  przes- 
trzeni zniża  się  pod  oś  OT^  i;  rzędna  8  bierze  wartości  od- 
jemne.  To  pokazuje  że  punkt  ruchomy,  dosięgn§wszy  punktu 
stałego,  przechodzi  go  i  oddala  się  id§c  ci^le  w  tę  samą  stronę, 
aż  czas  t  weźmie  wartość  odpowiedającą  odciętej  OP  punk- 
tu 6.  Od  tego  momentu  punkt  ruchomy  przestaje  się  oddalać 
od  punktu  stałego;  i  znowu,  zmieniając  stronę  ruchu,  zbliża 
się  do  tego  punktu^  dosięga  do  niego  gdy  czas  t  równa  się 
odciętej  OH,  a  potem  go  przechodzi  w  tym  samym  kierunku 
jaki  miał  najpierwej. 

Uwaga.  W  kreśleniu  krzywej  przebieżonych  przestrzeni 
niema  potrzeby  żeby  rzędne  były  równe  łukom  OM  krążnej, 
dość  tylko  żeby  do  nich  były  proporcyonalne.  Odcięte  t  i  rzę- 
dne 8  mogą  być  kreślone  wedle  dwóch  różnych  skal^  wybra- 
nych stosownie  do  danych  rozmiarów  figury.  Ale  w  żadnym 
razie  nie  trzeba  zapominać  że  krzywa  przebieżonych  przes- 
trzeni, służąca  do  przedstawienia  ustawy  ruchu  punktu,  nie 
jest  krążną  którą  ten  punkt  opisuje  w  przestrzeni. 

Gdy  ruch  punktu  na  krążnej  jest  jednostajny^  krzywa  prze- 
bieżonych przesti*zeni  jest  linią  prostą. 

5.  Pbkdkość.  Widzieliśmy  w  Dynamice  że  prędkość  punktu 
materyalnego,  który  się  porusza  na  krążnej,  danej  przez  ró- 

08 

wnanie  8  =  f[t)y  wyraża  się  przez  pochodne  t-  =/*(/);  a  cho- 
ciaż okazaliśmy  tę  formułę  z  dostatecznemi  szczegółami^  są- 
dzimy jednak  że  dobrze  będzie  znać  inny  jeszcze  sposób  jej 
otrzymania^  fem  bardziej  że  określenie  prędkości  w  Cynema- 
tyce  jest  różne  od  tego  które  już  znamy. 

Niech  będzie  linia    AB    którą  punkt   m   opisuje  ruchem 
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zmiennym  jakimkolwiek,  biorąc  położenia  M,  M',  M%...   na 
końcu  czasów  równych  A/.  Połączmy  te  położenia  liniami  pros- 


temi  AM,  MM',  M^M''^-  i  wyobraźmy  sobie  że  ruch  zmienny 
na  kr^nej  AB  został  zastąpiony  przez  ruch  jednostajny  na 
łamanej  AMM'...fi;  ale  tak  żeby  punkt  m  przebiegał  łu- 
ki AM,  MM',...  ruchem  jednostajnym,  w  tym  samym  czasie 
w  jakim  opisuje  odpowiedne  łuki  AM,  MM'...  ruchem  zmien- 
nym. Prędkości  ruchów  jednostajnych,  które  mają  miejsce  na 
bokach  linii  łamanej,  nie  są  równe  między  sobą,  i  ruch  idealny 
nie  zgadza  się  z  ruchem  rzeczywistym  tylko  w  samych  wierz- 
chołkach A,  M,  M',...  W  położeniach  pośrednich  między  A 
i  M,  M  i  M',...  te  dwa  ruchy  są  oczywiście  różne,  oddzielne; 
ale  ich  różnica  będzie  tem  mniejsza  im  bardziej  przeciąg  cza- 
su A^  będzie  dążył  do  zera,  albo  co  to  samo,  im  mniejsze  będą 
boki  AM,  MM',  M'MV**  w  liczbie  coraz  większej.  To  dowodzi 
że  ruch  idealny  może  odstępować  od  rzeczywistego  tak  mało 
jak  się  podoba.  Jeśli  więc  czas  A/  jest  nieskończenie  mały, 
wierzchołki  A,  M,  M', ...  B  idą  po  sobie  ciągiem  nieprzerwa- 
nym, i  ruch  jednostajny  różni  się  nieskończenie  mato  od  ruchu 
zmiennego  który  jest  jego  granicą.  W  takim  sensie  trzeba  ro- 
zumieć wyrażenie :  Ruch  zmienny  jakikolwiek  moie  być  uważany 
jako  eiag  nieskończonej  liczby  ruchów  jednostajnych^  z  których 
każdy  ma  miejsce  w  nieskończenie  małym  czasie. 

To  ustaliwszy,  przypuśćmy  że  punkt  ruchomy  zajmuje  poło- 
żenie M  na  końcu  czasu  t,  i  oznaczmy  przez  Łs  łuk  MM' 
przebieżony  w  czasie  A^  Ponieważ,  na  mocy  tego  co  poprze- 
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dza,  stosunek   ,   wyrażający  prędkość   ruchu  jednostaj- 

negO;  ma  za  granicę  -^,  dlatego  właśnie  pochodna  ■-=-  prze- 

bieżonej  drogi  s  względem  czasu  t  została  nazwana  prędkością 
ruchu  zmiennegc  w  epoce  t.  Go  daje 

ds 
'=di^ 


wynik  zgodny  z  otrzymanym  w  Dynamice ;  ale  określenie  pręd- 
kości jest  różne^  jakośmy  uprzedzili. 

Z  powyższego  dowodzenia  wynika  że  ruch  punktu  materyal- 
nego  ma  kierunek  stycznej  do  krężnej,  w  każdem  położeniu 
tego  punktu.  Jeśli  więc  poniesiemy  na  styczne,  począwszy  od 
punktu  zetknięcia  i  w  stronę  ruchu,  długość  równ^  prędkości 
punktu  ruchomego^  w  danej  chwili-  będziemy  mieli  linię  pro- 
sta która  przedstawi  zarazem  wielkość^  kierunek  i  stronę  pręd- 
kości jak^  ten  punkt  posiada. 

W  ruchu  jednostajnym  prędkość  jest  stateczna,  w  ruchu  je- 
dnostajnie przyspieszonym  prędkość  jest  proporcyonalna  do 
czasu;  w  ruchu  zmiennym  jakimkolwiek  prędkość  zmienia  się 
cięgle  z  czasem,  wedle  ustawy  która  ten  ruch  cechuje. 

Wskazujemy  tu  kilka  prędkości  (na  sekundę)  o  których  dobrze 
jest  wiedzieć. 

Prędkość 

Człowiek-  krokiem  zwyczajnym^  bez  ciężaru  i  na  na  i" 

gruncie  poziomym,  idzie i"*j50 

z  największą  możebn§  prędkością 7 

Kort  stępem 1",20 

Koń  kłusem od  2", 20  do  4",40 

Koń  galopem 15 

Jaskułka •  •  ? od  30  do  /iO 

Wiatr :  lekki  powiew,  chłodny,  mocny,  i";  5  do  7j  10  do  12 
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Wicher 15  do  20 

Burza 20  do  30 

Uragan (lO  do  50 

Okręt  żaglowy,  największa  prędkość 6 

Wagony  kolei  żelaznej^  największa  prędkość.  .  .      25 
Ziemia  w  ruchu  około  słońca  prawie  7°»", 7.  .    30k*n,705 
W  ruchu  dziennym  ziemi,  punkt  na  równiku  ma 
prawie  prędkość  kuli  działowej,  przebiega.   .  .    /lOd*" 

6.  Linia  prędkości.  Analitycznie,  jakośmy  dopiero  co  wi- 
dzieli^ prędkość  punktu,   w  ruchu  jakimkolwiek,  wyraża  się 

przez  -T-.  Zt^d  wynika  że  prędkość  jest  spółczynnikiem  ki- 
towym stycznej  do  linii  przebieżonych  przestrzeni.  Ostatnia 
własność  daje  łatwy  sposób  wykreślenia  linii  prędkości,  gdy 
jest  wiadoma  linia  przebieżonych  przestrzeni. 

Jakoż,  niech  będzie  mmim^,.,  linia  przebieżonych  przestrzeni. 


Przez  punkt  m  poprowadźmy  styczne  mv  do  tej  linii,  i  pro- 
ste mu  równoległa  do  osi  OT,  równ^  jedności  na  skali  cza- 
sów /,  a  przez  punkt  \k  równoległe  do  osi  OS  aż  do  spotkania 
ze  styczna  mv;  otrzymamy  długość  p  która  będzie  przedsta- 
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wiała,  na  skali  odległości  Sy  prędkość  odpowiedąjęc^  punk- 
towi m  linii  przebieżonych  przestrzenia  albo.punktowi  M  kr^- 
nej.  Kładziemy  więc  na  rzędnej  punktu  m  długość  p  stoso- 
wnie  do  jej  znaku,  i  tym  sposobem  wyznaczamy  punkt  n  linii 
prędkości.  Postępując  podobnie,  znajdziemy  tyle  punktów  ile 
zechcemy  szukanej  linii. 

Nie  trzeba  mniemać  że  prędkość  wyrażona  przez  stosunek  ^ 

ma  za  miarę  styczne  trygonometryczna  k^ta  (mv;  bo  skala  cza- 
sów /  i  skala  odległości  s,  za  pomoce  których  wykreślono  linię 
przebieżonych  przestrzenia  i  tem  samem  wyznaczono  oba  wyrazy 

stosunku    -^  ,   są.  zupełnie  niezależne  jedna  od  drugiej  i  nie 

maj§  koniecznie  tej  samej  linii  za  jedność.  Owoż^  zmieniając 
jedn9  skalę  albo  obydwie,  na  przykład  zwiększając  w  pewnym 
stosunku  skałę  czasów  a  zmniejszając  skalę  odległością  otrzy- 
manoby  inne  krzywe^  któraby  przedstawiała  jeszcze  tę  sam^ 
ustawę  ruchu;  k§ty  stycznej  w  punktach  tej  krzywej  byłyby 
całkiem  zmienione,  a  jednakże  odpowiedajęce  prędkości  zosta- 
łyby te  same.  Styczna  trygonometryczna  keta  ^mv  jest  miar§ 
prędkości  w  szczególnym  tylko  przypadku  w  którym  jedność 
czasów  t  i  jedność  odległości  s  s§  przedstawione  przez  jedn^ 
i  tę  sam^  długość. 

Ze  spojrzenia  na  linię  prędkości  widzimy  zaraz  że  prędkość 
jest  dodatna  od  czasu  t  =0p  do  czasu  t  =  Op^.  W  tym  prze- 
ci^u  punkt  ruchomy  przemieszcza  się  na  kr§żnej  w  stronę 
dodatna.  Od  czasu  t=Opi  do  czasu  t=zOpk  prędkość  jest  od- 
jemńa,  i  ruch  punktu  jest  wsteczny.  Punkta  p^,  pk  s§  rzutami 
punktów  m^,  nik  w  których  rzędna  linii  przebieżonych  przes- 
trzeni dosięga  wartości  maximum  albo  minimum.  W  tych 
punktach  ruch  zmienia  stronę  w  którę  d^y.  Prędkość  jest 
liczebnie  maximum  w  punkcie  n^,  dla  t  =  O/?,.  Odciętej  Opi  od- 
powieda  na  linii  przebieżonych  przestrzeni  punkt  przegięcia  m,-, 
w  którym  styczna  do  tej  krzywej  dosięga  wartości  maximum 
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nachylenia  na  oś  OT.  Poza  wartością  t  =  Opu  prędkość  jest 
dodatna,  i  ruch  punktu  jest  znowu  wprost;  i  t.  d. 

Ponieważ  prędkość  punktu  ruchomego  jest  ilością  skończona 
i  cifgł^^  ztęd  wnosimy  te  linia  przebieżonych  przestrzeni  nie 
może  mieć,  w  żadnym  punkcie,  stycznej  równoległej  do  osi 
rzędnych  OS,  ani  posiadać  punktów  kccistych,  w  których  się 
jednoczy  dwie  gałęzie  krzywej  mające  dwie  styczne  oddzielne. 
Bo  gdyby  tak  było,  w  pia*wszym  przypadku  prędkość  stałaby 
się  ilością  nieskończenie  wielka,  a  w  drugim  przeskakiwałaby 
nagle  z  jednej  wartości  do  drugiej ;  co  oczywiście  niemożebne 
w  istotnym  ruchu  punktu  materyalnego.  Więc  linia  przebieżo- 
nych  przestrzeni,  w  ruchu  jakimkolwiek,  jest  pro8t§  albo  krzywa 
ci9gł§,  i  funkcja 

s  =  f[t) 

która  jf  przedstawia  jest  skończona  i  cięgła  dla  wszystkich  war- 
tości czasu  t. 

Linia  prędkości  wyraża  się  przez  równanie 

v=m. 

w  ruchu  jesdnostajnie  zmiennym  prędkość  jest  proporcyo- 
nalna  do  czasu ;  zatem  linia  prędkości  przedstawiająca  ustawę 
tej  zmienności  jest  lini§  proste. 

7.  Znajęc  linię  prędkości  można  nawzajem  wyprowadzić 
z  niej  linię  przebieżonych  przestrzeni,  całkujęc  równanie 

dsr=.  vdt 
które  daje 


=''+i; 


vdt.  ( 
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Żeby  zagadnienie  było  wyznaczone,  musi  być  dany  jeden 
z  punktów  linii  przebieźonych  przestrzenia  ża  pomoce  którego 
będzie  można  znaleźć  wartość  statecznej  dowolnej,  wprowa- 
dzonej  przez  całkowanie;  to  jest  trzeba  znać  wartość  So  która 
odpowieda  wartości   ^o- 

8.  Jeśli  całka  nie  jest  znana,  co  się  zdai*za  gdy  linia  prędko- 
ści jest  dana  przez  wykreślenie  mechaniczne^  wyrachuje  się 
linię  przebieżonych  przestrzeni  przez  kwadraty  przybliłone,  sto- 
sując na  przykład  formułę  Tomasza  Simpson  albo  generała  Ponge- 
ŁET,  albo  nareszcie  używając  sposobów  całkiem  praktycznych. 

Oto  dowodzenie  formuły  Tomasza  Simpson.  Niech  będzie  linia 
MoM|M2...Mju   nakreślona  mechanicznie.  Uważajmy  najpierwej 


że  ilość  V  jesl  linią  a  zaś  dt  liczbą;  więc  nieskończenie  mały 
prostokąt  vdł  wyraża  linię.  To  wiedząc,  podzielmy  podstawę 
AB,  powierzchni  AMoMi.MsnB  którą  mamy  wyrachować,  na  2n 
części  równych  to  jest  na  liczbę  parzysta  części  równych,  i  na- 
zwijmy h  jedną  z  nich.  Przez  trzy  punkta  jakiekolwiek  można 
zawsze  poprowadzić  parabolę  drugiego  stopnia  którejby  oś  była 
równoległa  do  danego  kierunku ;  jeśli  więc  obierzemy  proste 
AB,  AMo  prostokątne  za  osie  spółrzędnych,  i  poprowadzimy 
przez  trzy  punkta  Mo,  Mi,  M2,  przyzwoicie  bliskie,  parabolę 
mającą  oś  równoległą  do  osi  rzędnych  AY,  równanie  lej  pa- 
raboli będzie  miało  kształt 

y  =  A  +  Rz^  +  Cx2, 
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i  powierzchnia  odcinka  parabolicznego    AMoM^P^  wyrazi  się 
przez  całkę 

f\\  +  Bx  4-  Cx^dx  =  I  (6 A  +  6BA  -f  SCA^). 

Oznaczmy  teraz  przez  yo,  t/t,  y^  rzędne  punktów  Mo^  Mo  M29 
odpowiedaj^ce  odciętym  O,  h,  2h;  będziemy  mieli 

yo  =  A,        y,  =  A4-BA  +  CAS        ^2  =  A  +  2BA  +  ZiCA«^ 

Zi^d,  mnoł^c  drugie  równanie  przez  k  i  dodając  wszystkie 
ti*zy  rażenia  znajdujemy  dla  powyższej  całki  wartość 

L 

3  (yo+^yi  +  ya). 

Postępując  podobnie^  widzimy  łatwo  że  powierzchnia  od- 
cinka P2M2H3M4P4  paraboli,  przechodzącej  przez  trzy  punkta 
Mi^  M3,  M4  i  mającej  oś  równoległa  [do  osi  rzędnych,  wyraża 
się  przez 

L 

Tak  samo  o  innych.  Powierzchnia  osfati^ego  odcinka  para- 
bolicznego równa  się  ilości 

L 

3  (y-2«-2  +  ^yin-t  +  .ya") . 

Więc,  bior§c  summę  wszystkich  odcinków  parabolicznych, 
olrzymujemy  przybliżona  wartość  całej  powierzchni,  czyli  kwa- 
draturę danej  krzywej,  wyrażona  przez  formułę 

s  =  .T  j  yo+y .« 4-2  (y-2-f y  4  4--  •  •+ y*'-  J  4-^(y  i4-y3+-  ••  +y:2'-i }  • 
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Jeśli  linia  krzywa  MoMiM2...M^  posiada  punlft  przegięcia 
między  Mo  i  M^,  trzeba  podzielić  jej  powierzchnię  na  dwie 
części,  majęce  rzednę  punktu  przegięcia  za  spóln§  rzednę. 

RUCHY  JEDNOCZESNE,  RZUTY  RUCHÓW. 

9.  Najłatwiejszy  do  pojęcia  jest  ruch  prostolinijny.  Kwestya 
ruchów  krzywolinijnych  sprowadza  się  do  uwciżania  ruchów 
prostolinijnych  jednoczesnych,  którenti  się  teraz  zajmiemy. 


Niech  będzie  AB  linia,  któr^  punkt  ruchomy  opisuje,  od- 
niesiona do  trzech  osi  jakichkolwiek,  prostokątnych  albo  pochy- 
łych. Uważajmy  położenie  M  tego  punktu,  i  jego  rzut  P  na 
osi  0X  zrobiony  równolegle  do  płasczyzny  YOZ.  Podczas 
gdy  punkt  ruchomy  M  przemieszcza  się  na  kr^łnej  AB,  jego 
rzut  P  przemieszcza  się  na  osi  0X.  Otóż  dlaczego  mówi  się  że 
te  dwa  ruchy  s§  jednoczesne^  i  że  ruch  punktu  P  na  osi  0X  Jest 
rzutem  ruchu  punktu  M  w  przestrzeni. 

Gdy  kr^żna  jest  wiadoma,  ruch  punktu  M  i  ruch  jego  rzutu  P 
s%  tak  z  sob(i  związane  że^  znając  jeden  z  nich,  znamy  temsa- 
mem  drugi.  Wtedy  ruch  krzywolinijny  wyznacza  się  przez  ruch 
prostolinijny.  Ale,  jeśli  kr^żna  nie  jest  wiadoma,  natenczas,  aby 
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mieć  ruch  punktu  M  dobrze  określony,  dość  będzie  znać  ruchy 
jego  rzutów  na  trzech  osiach  spótrzędnych. 

Haj§c  równania  ruchu  trzech  rzutów  punktu  i  rugując  czas  t, 
otrzymuje  się  krainę.  Ale,  jeśli  rugowanie  przedstawia  tru- 
dnością można  uważać  te  trzy  równania  rzutów  jako  określajęce 
kr^nę  punktu  ruchomego^  za  pośrednictwem  zmiennej  posił- 
kowej t;  często  nawet  dobrze  jest  zachować  tę  zmienne  nieza- 
leżna która  ułatwia  rachunki. 

To  wszystko  jasno  pokazuje  że,  przez  ruchy  prostolinijne 
jednoczetsne,  dochodzi  się  do  poznania  ruchu  krzywolinijnego 
w  przestrzeni. 

10.  Prędkość  euchu  rzutowanego  na  osi.  Na  cięciwie  MM' 
(fig.  pow.)  weźmy  punkt  C  leż§cy  w  odległości  stałej  od  punk- 
tu M,  i  niech  będzie  E  jego  rzut  na  osi  0X.  Trzy  płasczyzny 
równoległe  MNP,  M'N'F,  CDE  daj§ 

PF  _  PE 
MM'  ~  MC  * 

Oznaczmy  przez  ^  łuk  MM'^  przez  lx  jego  rzut  PP'  na 
osi  0X,  przez  it  czas  w  którym  punkt  ruchomy  przechodzi 
.z  położenia  M  do  M';  będzie^  n;a  mocy  powyższej  proporcyi, 

Ax  _  A«   cięć  MM'  PE 

a7  "~  a7       as     'mc* 

Owoż^  gdy  punkt  M'  d§ży  do  punktu  sąsiedniego  M  i  z  nim 
się  ł§czy^  wtedy   gr.  —i =  1 ,    sieczna  MC  staje  się  styczn§ 

w  punkcie  M  i    gr.^— -  =  -=-;    Więc^  nazywai^c  t;  prędkość 

MG       as 

punktu  ruchomego  w  położeniu  M,   mamy 

dx dx 

di  ~    di' 


16  ROZDZIAŁ  I. 

Stosunek  ^  znaczy  prędkość  rzutu  P  poruszajęcego  się 
na  osi  0X.   Ztf  d  twierdzenie  : 

Prędkość  ruchu  rzułowimego  na  osi  jakiejkoboifik  jest  rzuiem 
prędkości  ruchu  w  przestrzeni. 

11.  Znając  równania  (1)  ruchu  punktu  M   w  przestrzeni, 

dx      dt/      dz 
wywodzi  się  z  nich  prędkości    -j- ,    -r^   -j-    rzutów  na  trzech 

osiach  do  których  te  równania  s^  odniesione;  a  zt^d  pręd- 
kość V.  Dość  jest  przez  punkt  M  poprowadzić  trzy  proste 
równoległe  do  osi  spółrzędnych,  wzięć  na  nich  odpowiedne 

długości  MA  =  -^ ,    MB  =  J^ ,   MG  =  -y-  ,    i  wystawić  ró- 

at  at  dl 

wnoległościan.  Przekętna  MD  tego  równoległościanu  będzie 

przedstawiała  wielkość^  kierunek  i  stronę  prędkości  v  punktu  M. 

Co  oczywiste,  ponieważ  rzuty  tej  przekątnej  na  trzech  osiach 

,,      j       ,  ,         •!   .  •         dx     dy      dz 

spółrzędnych  sę  równe  ilościom    ^,   -^  ,    ^  . 

Jeśli  ruch  punktu  odbywa  się  na  płasczyznie,  bior§c  tę  płas>- 

dz 
czyznę  za  płasczyznę  spółrzędnych  ary,  będzie  -    ==  O ;  wten- 
czas równoległościan  staje  się  równoległobokiem  wystawionym 
na    -j-  9    -^y    i  jego  przekątna  przedstawia  wielkość,  kierunek 
i  stronę  prędkości  ruchu  punktu  M. 

Gdy  osie  spółrzędnych  s§  prostokątne,  wtedy,  nazywając 
a,  |3,  y  kąty  jakie  styczna  do  i^rąźnej  w  punkcie  M  czyni  z  temi 
osiami,  marny 


dx  dy  dz 

_  dt  _  'W  _  _|  / i!!A\(^Yii^Y 

~dosp~  dosy~^~K     \dfj'^\dt)'^\dt)' 


dt 
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Te  równania  wyznaczają  wielkość  i  kierunek  prędkości  pun* 
ktu  M,  gdy  równania  jego  ruchu  s§  wiadome. 

12.  Prędkość  ruchu  rzutowanego  na  płasgztznie.  Kiedy  punkt 


maleryalny  M  porusza  się  w  przestrzeni,  jego  rzut  m  na  płas- 
czyznie  P^  zrobiony  przez  proste  równoległa  do  dane{[o  kie- 
runku, opisuje  linię  amb  która  jest  rzutem  krotnej  AMB.  Dla- 
tego mówi  się  że  ruch  punktu  m  na  płasczyznie  P  jest  rzutem 
ruchu  punktu  M  w  przestrzeni. 

Niech  będ^  MM'  i  mm'  nieskoriczenici  małe  drogi  przebie- 
ione  w  czasie  dty   przez  punkt  M  i  przez  jego  rzut  m.   Owoż^ 

M\r 

droga  mm'  jest  rzutem  drogi  MM';  stosunek  -^  wyraża 
wielkość  i  kierunek  prędkości  punktu  M  w  przestrzeni,  a  sto* 


sunek 


mm 

'W 


przedstawia  wielkość  i  kierunek  prędkości  rzutu  m 


na  płasczyznie  P ;  zt§d  wnosimy  źe 

Prędkość  mchu  rzutowanego  na  płasczyznie  jest  rzutem  prędko- 
ści  ruchu  w  przestrzeni. 


IIECBANIKA. 


II— 2 
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źna.  Dość  tylko,  na  moście  stalku  płynącego  jeduostajnie  w  linii 
prostej,  nadać  kulce  ruch  jednostajny  i  prostolinijny,  aby  mieć 
istotny  obraz  dwóch  ruchów  jednoczesnych.  Te  dwa  ruchy  i 
ich  prędkości  mog§  być  uważane  jako  ruchy  i  prędkości  jedno- 
czesne kulki;  ale  wtedy  nie  maj^  już  nic  rzeczywistego.  Albo- 
wiem wszelki  punkt  materyalny  ma  tylko  jeden  ruch  i  jedn§ 
prędkość  w  przestrzeni.  Ruchy  i  prędkości  jednoczesne  punktu 
materyalnego  albo  ciała  są.  czysto  pojęciami  umysłu^  które 
ułatwiają  poszukiwanie  istotnego  ruchu,  istotnej  prędkości. 
W  takim  sensie  należy  rozumieć  składanie  ruchów  i  składanie 
prędkości  jednoczesnych,  ruch  wynikowy  i  prędkość  wynikowa. 

ZWUZKI  ANALITYCZNE  MTEDZY  PRĘDKOŚCIAMI   SKŁADOWEMI  I  WY- 

NiKOWA.  Nazwijmy  A  i  B  dwie  składowe  prędkości,  R  ich  wy- 
nikowe ;  będzie  w  trójkącie  ACD 

A  B  R 


wst(B,  R)       wst(A,  R)       wst(A,  B) 
R«  =z=  A-^  4-  B«  -f  2A.Bdos(A,  B). 

Jeśli  k§t  dwóch  prędkości  składowych  jest  prosty,  formuły 
daj^  : 

A=  Rdos{A,  R),         B  =  Rdos(B,  R). 
R2  =  A2  +  B2. 

i/i.  Gdy  punkt  materyalny  jest  ożywiony  zarazem  kilkoma 
ruchami  jednoczesnemi,  otrzymuje  się  prędkość  ruchu  wyni- 
kowego składając  po  kolei  prędkości  ruchów  jednoczesnych  za 
pomoce  równoległoboku. 

Niech  bcd§  OA,  OB,  OC,  OD  prędkości  punktu  ruchome- 
go O  w  każdym  z  jego  ruchów  jednoczeshych.  Składając  naj- 
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pierwej  prędkości  0\  i  OB,  znajdujemy  ich  wynikowe  OK; 


Py  C  r 


:r-->JS 


potem  widzimy  ie  OF  jest  wynikowa  prędkości  OE  i  OC,  a 
zatem  wynikowa  trzech  prędkości  O  A,  OB,  OG:  nakoniec  06. 
jest  wynikowa  prędkości  OP  i  OD,  to  jest  wynikowe  czterech 
prędkości  danych. 

Wielokąt  prędkości  jednoczesnych.  Można  dojść  do  wyni- 
kowej kilku  prędkości  jednoczesnych,  kreśląc  tylko  linie  nie- 
zbędnie potrzebne.  I  tak,  patrzeć  na  powyższa  figurę,  widzimy 
zaraz  że  dość  jest  wykreślić  linię  wielokętnę  OAEFG,  i  pole- 
czyć wierzchołek  początkowy  O  z  końcowym  G,  aby  mieć 
szukaną  wynikowe.  Prosta  OG  zamykająca  wielokąt  nazywa  się 
także  wynikowa  geometryczna. 

Ztąd  prawidło  :  aby  znaleić  wynikowe  prędkoki  jednoczesnych 
punktu  ruchomegoy  trzeba  zestawić  proste  które  je  przedstawiają^ 
krańcami  jednę  do  drugiej,  zachowując  ich  kierunki ;  prosta  zamy^ 
kajgca  wielokąt  będzie  przedstawiała  szukana  wynikowe. 

To  wykreślenie  za  pomocą  którego  znajduje  się  jak  najproś- 
ciej wynikowe  jakiejkolwiek  liczby  prędkości  jednoczesnych 
punktu  ruchomego,  nazywa  się  wielokątem  tych  prędkości. 

Wynikowa  prędkości  jednoczesnych  nie  zależy  od  porządku 
w  jakim  je  składano ;  albowiem  punkt  ruchomy  ma  tylko  jedną 
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istotna  prędkość  w  przestrzeni.  Ale,  uwaiajęc  wynikowe  geo- 
metryczna^ nie  widać  odrazu  czy  jej  wielkość  i  kierunek  nie 
zmieniają  się  z  porządkiem  zestawiania  boków.  Aby  znieść 
wątpliwość  dość  będzie  okazać  że  można  przemienić  porządek 


dwóch  boków  po  sobie  idących,  jako  BG  i  CD.  I  w  samej  rze- 
czy, wykonywając  przemianę  porządku  dwóch  boków  BG,  CD, 
widzimy  że  idąc  drogą  BGD  albo  drogą  BG'D  przychodzi  się 
zawsze  do  tego  samego  punktu  D, '  który  jest  wierzchołkiem 
równoległoboku  zbudowanego  na  BC  i  GD ;  więc  wszystkie 
boki  łamanej  ABCDEF  mogą  się  przestawić  między  sobą  nie 
zmieniając  w  niczem  wynikowej  AF. 

Twierdzenie  wielokąta  prędkości  jednoczesnych  jest  ogólne, 
i  stosuje  się  do  wszystkich  możebnych  przypadków  ich  składa- 
nia. Jeśli  te  prędkości  jednoczesne  mają  ten  sam  kierunek  i  tę 
samą  stronę,  prędkość  wynikowa  jest  równa  ich  summie,  ma 
ich  kierunek  i  stronę.  Jeśli  zaś  prędkości  jednoczesne  mają  ten 
sam  kierunek,  ale  jedne  idą  w  jedną  stronę  a  drugie  w  stronę 
przeciwną,  znajduje  się  ich  wynikowe  biorąc  osobno  summę 
tych  które  idą  w  jedną  stronę  i  osobno  summę  tych  które  idą 
w  stronę  przeciwną,  a  potem  odciągając  mniejszą  summę  od 
większej;  tak  otrzymana  różnica  jest  prędkością  wynikową, 
ma  kierunek  i  stronę  większej  z  dwóch  summ  o  których  mowa. 

EÓWNOŁEGŁOŚGIAlf    PBBBKOŚGI   JBDNOGZSSNTGH.    W  SZCZOgÓlnym 


li 

I 

■ 

I 
■ 
■ 

I 
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przypadku  w  którym  prędkości  składowe  s^  w  liczbie  trzedl 
i  ich  kierunki  nie  s§  na  jednej  płasczyznie,  prędkość  wynikowa 
jest  przek§tn§  równoległościanu  wystawionego  na  tych  trzech 
prędkościach.  Jako2:^  niech  będ§  trzy  prędkości  jednoczesne 


'■ -A 


\ 
\ 


■Ą 


''«-, 


3* ^ 


Oky  OB,  OC  punktu  ruchomego  O;  wedle  prawidła  wielokąta 
prędkością  do  punktu  A  przystawiamy  proste  AD  równ^  pros- 
tej OB  i  do  niej  równoległa,  potem  do  punktu  D  przystawiamy 
proste  DE  równ§  prostej  OG  i  także  do  niej  równoległa; 
prosta  OE  zamykająca  wielokąt  przedstawia  prędkość  wyni- 
kowa trzech  prędkości  danych.  Owoż,  dopełniając  równole^ 
głoboków,  widzimy  łatwo  że  wynikowa  OE  jest  przekętn^  ró- 
wnoległościanu wystawionego  na  trzech  prostych  OA,  OB,  OC. 
To  wykreślenie  łatwo  się  wprost  usprawiedliwia;  albowiem, 
prędkość  OA  i  OB  maj^  wynikowe  OD,  a  ta  ostatnia  złożona 
z  prędkością  OC  daje  wynikowe  OE. 

Jeśli  trzy  prędkości  składowe  sa  prostokątne,  oznaczajęc  je 
przez  A,  B,  C,  przez  R  ich  wynikowe,  i  przez  a,  6,  y  kąly  ja- 
kie tworzy  ostatnia  z  trzema  pierwszemi,  będzie 

A=Rdos«,        B  =  RdosC,        G  =  Rdosy, 

Ra  =  A2  +  B»  +  C2. 

15.  Majęc  dan^  prędkość,  można  j§  zawsze  uważać  za  wy-^ 
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nikowę  prędkości  jednoczesnych.  Owoż,  zdarza  się  często  że 
trzeba  rozłołyć  prędkość  punktu  ruchomego  na  dwie  albo  na 
trzy  sliładowe  wedle  danych  kierunków ;  ten  rozkład  łatwo  się 


/ 
/ 
/ 

/ 

/ 

-j. 


wykonywa  ale  pod  pewnym  warunkiem.  I  tak^  niech  będzie 
prosta  AB,  przedstawiajęca  wielkości  kierunek  i  stronę  pręd- 
kości punktu  ruchomego,  któr^  mamy  rozłożyć  na  dwie  inne 
skierowane  wedle  prostych  AX,  AY.  Aby  rozkład  był  możebny, 
trzeba  żeby  dwa  dane  kierunki  AX,  AY  tworzyły  kęt  majęcy 
wierzchołek  w  punkcie  A  i  obejmuj§cy  proste  AB.  Jeśli  tym 
dwom  warunkom  staje  się  zadość^  uskutecznia  się  rozkład  pro- 
wadząc przez  punkt  B  dwie  proste  BD  i  BC  odpowiednio 
równoległe  do  danych  kierunków  AX,  AY;  proste  AG  i  AD 
tak  wyznaczone  sę  dwiema  składowemi  szukanemi. 
Niech  będzie  teraz  dana  prędkość  AB,  które  chcemy  rozło* 


żyć  na  trzy  inne  skierowane  wedle  linij  AX^  AY,  AZ.  Może- 
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bność  rozkładu  wymaga  żeby  trzy  dane  proste  AX^  AY^  AZ 
tworzyły  trójścian,  mający  wierzchołek  w  punkcie  A  i  obejmu- 
j$cy  proste  AB.  Przypuszczając  te  warunki  dopełnione,  dość 
jest  przez  punkt  B  poprowadzić  trzy  płasczyzny  odpowiednio 
równoległe  do  ZAY,  ZAX,  XAY;  proste  AC,  AD,  AE  będę 
trzema  składowemi  żędanemi. 

RUCH  PUNKTU  ODNIESIONEGO  DO  SPÓŁRZCDNYGH  BrEGUNOWYGH. 

Pirfożenie  punktu  ruchomego  na  płasczyznie  all>o  w  przestrze- 
ni, moie  się  wyznaczyć  za  pomoce  spółrzędnych  biegunowych. 
Dla  ułatwienia  wykładu,  będziemy  najpierwej  uważali  ruch  na 
płasczyznie  a  potem  w  przestrzeni. 

16.  Spółrz]{1)nb  biegunowe  na  płasgzyznib.  Ruch  punktu  M 
na  płasczyznie  jest  zupełnie  określony,  gdy  sę  wiadome  w  każ- 
dej chwili  wartości  promienia  wodzącego  r  =  OM  i  k§ta  bie- 
gunowego O  =  MOZ,  jaki  czyni  kierunek  OM  tego  promienia 
z  osi^  biegunowe  0X.  Spółrzędne  r  i  O  zmieniają  się  z  cza- 


sem U  i  funkcye  które  wyrażaj§  ich  związek  z  ią  ostatnią 
zmienną  stanowią  równania  ruchu  punktu  M  na  płasczyznie  ary. 
Można  uważać  punkt  M  jako  poruszający  się  po  promieniu 
wodzącym  OM,  podczas  gdy  ten  promień  obraca  się  około  bie- 
guna O.  Składając  te  dwa  ruchy  jednoczesne,  otrzymuje  się 
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ruch  rzeczywisty  punktu  M.  Ruch  punktu  M  wzdłuż  pronoiienia, 
zwany  ruchem  ślizgania^  jest  ruchem  względnym;  a  ruch  wirowy 
tego  promienia  około  bieguna^  zwany  także  ruchem  kratenia 
punktu  M;  jest  jego  ruchem  uniesienia. 

Znamy  już  wartości  analityczne  prędkości  tych  dwóch  ru- 
chów (tom  I,  n*  2^1).  Powtórzymy  je  dla  pamięci. 

Prędkość  ślizgania  czyli  prędkość  względna  wzdłuż  promienia 
wyraża  się  przez 

dr 

di.' 

Prędkość  kratenia  czyli  prędkość  uniesienia  punktu  M,  uwa- 
żanego za  nieruchomy  na  promieniu  wodzącym  podczas  gdy 
on  się  obraca  około  bieguna  O  przez  chwilę  df^  jest 

dB 

r  -r-* 

dt 
Te  wartości  s§  związane  równaniem 


d(^  —  dfi'^*^  dfi  ' 


które  pokazuje  że  prędkość  punktu  M  na  ptasczyznie  jest  wyni- 
kowe prędkości  wzdłuż  promienia  wodzącego  i  prędkości  prostopa- 
dłej do  tego  promienia. 

dB 
Prędkość  kątowa.  Stosunek   -7-    nazywa  się  prędkością  ką- 
tową. Wiemy  już  że  tem  imieniem  oznacza  się  prędkość  punktu 
na  jedność  odległości  od  bieguna;  tak  że,  gdy  promień  wodzą- 
cy r  opisuje  kąt  dQ,  punkt  mający  r  :=  1  kreśli  łuk  koła  który 


jest  miarą  tego  kąta;  i  dlatego  właśnie  stosunek    -j-     nazywa 
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się  prędkością  kętow^.  Dla  dogodności  zastosowań,  i;vyrała  się 
prędkość  krążenia  przez  prędkość!  k§tow§,  oznaczając  zwykłe 
tę  ostatnia  przez  literę  to,  to  jest  kładęc 

W  machinach  określają  prędkość  k^tow^  stateczna  przez 
liczbę  obrotów  jakie  dane  koło  wykonywa  w  jednej  minucie. 
Jeśli  nazwiemy  n  tę  liczbę,  punkt  leżący  na  jedność  odległości 
od  osi  przebiegnie  w  jednej  minucie  łuk  koła  równy  2nir ;  więc» 
na  sekundę,  prędkość  kitowa  punktów  tego  koła  ma  wartość 

2«ir 
60 

Długość  łuku  jednej  sekundy,  w  funkcyi  promienia  wziętego 
za  jedność^  jest 

łuki''  = 


648000       20626/1,8... 

17.  Do  przejścia  od  spółrzędnych  prostokątnych  do  spółrzęd- 
nych  biegunowych  służą  formuły 

j?  =  r  dosO, 
y  =  r  wst9. 

Rółniczkując  te  równania,  otrzyma  się  składowe  prostokątne 
prędkości  punktu  ruchomego  wedle  osi  stałych  0X,  OT ; 


dx      dr  ,    ^  AA  rfO 

-^  =  T-  dos9  —  r  wstO  -y , 
dt       dt  dt 


§^  =  $wste  +  rdose^. 
dt       dt  '  dt 
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Nawzajem^  znając    -^>    -^    można  mieć  łatwo  prędkość 

ślizgania    -^    i  prędkość  kr^enia    r^. 

Pomnóżmy  pierwsze  równanie  przez   dosO^   drugie 'przez 
wstO,  i  dodajmy;  znajdziemy 

J!  =  _  dos9  +  -^  wstO. 
dt       dt  '  dt 


Otrzymuje  się  podobnie 


's=l''»« 


—  -7-  wst9. 
dt 


Jeśli  w  ostatniem  równaniu  zastąpimy  dosO  i  wstO  przez  ich 
wartości    -  ,    ^    znajdziemy  ważne  formułę 

dQ xdy — ydx 


r*  -^ 


d( 


dt 


któr§  się  wprost  bardzo  łatwo  otrzymuje  (Tom  1  n"  239). 

18.  Spółrzędne  biegunowe  w  przestrzeni.  Położenie  punktu 
ruchomego  M  w  przestrzeni  może  się  wyznaczyć  przez  nastę- 
pujące spółrzędne  biegunowe  :  promień  wodzący     OM  =  r, 


-X 


kęt    MOZ  =  0^    zwany  dopetnieniem  Bzerókoiei   geograficznej, 
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i  k§t  P0X  =  4f  zwany  diugośctę  geograficzna  punktu  M.  Te 
trzy  ilości  r,  $,  ^  zmieniają  się  z  czasem  t;  funkcye  wyrażające 
ich  zwięzki  z  t§  ostatnia  zmienna  stanowią  równanie  ruchu 
punktu  M. 

Ruch  punktu  M  w  przestrzeni  może  być  uważny  jako  wyni- 
kający Zf  trzech  ruchów  jednoczesnych^  które  s%:  ruch  ślizgania 
punktu  M  wzdłuż  promienia  wodzącego  OM,  ruch  wirowy  tego 
promienia  OM  około  bieguna  O  na  płasczyznie  ZOP,  i  nakoniec 
ruch  wirowy  płasczyzny  ZOP  około  osi  OZ  prostopadłej  do 
płasczYzny  XOY, 

Prędkość  ślizgania  punktu  M  na  promieniu  wodzącym  jest 
dana  przez  pochodne 

dr 
Tc' 

Prędkość  punktu  M  uważanego  za  nieruchomy  na  promie- 
niu OM^  podczas  gdy  ten  promień  obraca  się  około  bieguna  O 
na  płasczyznie  ZOP^  ma  wartość 

dd 
dt 

Nakoniec  prędkość  punktu  M,  uważanego  za  nieruchomy  na 
płasczyznie  ZOP>  podczas  gdy  ta  płasczyzna  obraca  się  około 
osi  OZ,  jest  wyrażona  przez 

rwsie^. 
dł 

Jeśli  poniesiemy  picrwsz^^  z  tych  trzech  prędkości  na  prze- 
dłużenie promienia  wodzącego  OM ;  drugą  na  prostopadłe  do 
promienia  OM,  poprowadzoną  przez  M  na  płasczyznie  ZOP; 
trzecią  na  prostopadłe  do  płasczyzny  ZOP^  poprowadzoną  przez 
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M  W  kierunku  ruchu;  i  jeśli,  na  tak  wyznaczonych  trzech  liniach 
prostokątnych,  zbudujemy  równolegtościan,  praekątna  tego  ró- 
wnoległościanu  będzie  przedstawiała  wielkość^  kierunek  i  stronę 
prędkości  punktu  ruchomego  M  w  przestrzeni. 

19.  Formuły  słuźęce  do  przejścia  od  trzech  spółrzędnych 
prostokątnych  do  spółrzędnych  biegunowych^  wyżej  określo- 
nych, są 

X  =  7'  wst9  dos^^, 

y=z:rWSt9  WSt>J;, 

z  =  rdosS. 

Nawzajem,  z  tych  równań  wyprowadzają  się  formy  przeksztat- 
.  cenią  spółrzędnych  biegunowych  na  spółrzędne  prostokątne, 

r^  =  :f«  +  ^2  +  22, 

» 

d0Se=: 


Aby  mieć  prędkości  ruchów  rzutowanych  na  trzech  osiach 
prostokątnych  0X,  OY,  OZ,  trzeba  różniczkować  trzy  pierwsze 
równania ;  co  daje  : 

^=  ~  wsiedos^j;-]- 7dosedos+  J  —  rwste wst+  ^, 

Jl^Jl  wste  wst^j;  4  r  dosG  wst^(;  — -4-  rwstOdos^^  , 

-vr~:r-  dos9  ~  /-wsi 9-^. 
dt       dt  di 
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Nawzajem,  z  tych  równań  mo£na  wyprowadzić  prędkość  śliz- 
dt 


dr 
gania    -r-    punktu  M  na  promieniu  wodzącym,  prędkość  wi- 


rowania    r  ^    około  bieguna  O  na  płasczyznie  ZOP^  i  pręd- 
kość wirowania  \r  wstO  -^  około  osi  OZ ;  dość  tylko  pomnoiyć 

kaide  równanie  pi*zez  odpowiadający  spółczynnik  prędkości 
której  się  szuka^  i  dodać.  To  jest,  chcąc  naprzykład  otrzymać 

uf* 

prędkość    -^^     trzeba  pomnożyć    pierwsze  równanie  przez 

wstOdosI;  drugie  przez  wstOwst^,  trzecie  przez  dosO,  i  do- 
dać te  trzy  wieloczyny.  Tym  sposobem  znajduje  się  łatwo  trzy 

żądane  prędkości  w  funkcyi  składowych   -p ,    -^ ,    ~. 


'^':  =  ^wstedosł-f$^wstewstł  +  $dose, 

dt      dt  ^  dt  *    dt 


r-—  =  -^  dosS  dosł  4-  '-^  dosO  wstiŁ  —  ^  wst9, 
dt      dt  '  dt  dt 


W8l9^  =  -^'wst>H-^dos+. 
dt  dt        ^   ^  dt        ^ 


METODA  R0B£RVAL'a  KREŚLENIA  STTGZHTCH. 

20.  Wszelka  linia  może  być  uważana  jako  krążna  punktu 
ruchomego.  Owoż,  prędkość  tego  punktu  w  każdej  chwili  ma 
kierunek  stycznej  do  jego  krążnej ;  ztąd  wyoika  że  znajomość 
prędkości  prowadzi  do  znajomości  stycznej.  Jeśli  więc,  rozkła* 
jąc  ruch  punktu  na  ruchy  składowe,  można  znaleźć  ich  pręd- 
kości jednoczesne,  albo  tylko  stomnek  tych  prędkością  nietrudno 
już  będzie  znaleźć  kierunek  rzeczywistej  prędkości  punktu  ru- 
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chomegO;  i  temsamem  kierunek  stycznej  do  kr^nej  w  kaideni 
jego  położeniu.  Taka  jest  metoda^  które  podał  Roberval^  pro- 
wadzenia stycznycłi  do  linij  krzywycłi  określonycli  geometrycz- 
nie. Zasada  metody  jest  bardzo  prosta,  ale  zastosowanie  ogra- 
niczone. Kilka  przykładów  pokaże  użytek  metody. 

Styczna  do  koncuoidy  Nikohbdbsa.  Jest  dany  punkt  stały  O 
i  prosta  stała  PQ.  Przez  punkt  O  poprowadzono  proste  jaka- 
kolwiek OAB,  i  na  jej  kierunku^  począwszy  od  punktu  prze- 
cięcia A  z  prosl§  PQ,  wzięto  długość  stał^  AM  =  AN;  miej- 
scem punktu  M  albo  S  ^esikonchoiddi  Ntkomedesa.  Poprowadzić 
styczne  do  tej  krzywej  w  punkcie  M. 


Uważając  punkt  O  jako  biegun  około  którego  obraca  się  pro- 
mień  wodzący  OM,  widzimy  że  prędkości  punktów  A  i  M  s§ 
każda  wynikową  prędkości  ślizgania  wzdłuż  promienia  wodzą- 
cego OM,  I  prędkości  krążenia,  prostopadłej  do  tego  promienia. 
Owoż,  prędkość  punktu  A  ma  kierunek  PQ;  jeśli  więc  wy- 
prowadzimy z  punktu  A  prostopadłe  AD  do  OA,  i  weźmiemy 
na  niej  dowolną  długość  AD,  a  potem  z  punktu  D  prostopa- 
dłe DE  do  AD  aż  do  spotkania  E  z  prostą  PQ;  długości 
AD,  DE,  AE  będą  proporcyonalne  do  prędkości  krążenia, 
do  prędkości  ślizgania  i  do  rzeczywistej  prędkości  punktu  A. 
Wiemy  nadto  że  prędkości  krążenia  punktów  A  i  M  są  pro- 
porcyonalne do  promieni  wodzących  OA,  OM,  a  ich  prędkości 
ślizgania  są  równe  ponieważ  długość  AM  zostaje  niezmienna. 
Więc,  żeby  mieć  styczne  w  punkcie  M  konchoidy,  dość  jest 
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wyprowadzić  z  tego  punktu  prostopadła  MF  do  OM  aż  do 
spotkania  F  z  pponiieniem  wodzącym  OD;  potem  z  punktu  F 
prostopadłe  FG  do  MF  i  wzięć  na  niej  długość  FG  =  DE ; 
nakoniec  połączyć  MG.  Prosta  MG  będzie  styczna  szukana. 

Tak  samo  się  kreśli  styczne  NG'   w  punkcie   N  konchoidy. 
Punkta  E,  G,  G'  sę  w  linii  prostej. 

21.  Styczna  do  konchoidy  zogólnionej.  Określenie  konchoidy 
Nikomedesa  zogólnia  się,  jeśli  zamiast  prostej  PQ  będzie  wzięta 


krzywa  jakakolwiek  PQ. Wtedy  prędkość  punktu  A  będzie  miała 
kierunek  stycznej  AS  do  krzywej  PQ;  i  wykreślenie  stycznej 
w  punkcie  M  tej  konchoidy  przywodzi  się  do  poprzedzającego. 

22.  Można  łatwo,  przez  Analizę,  znaleźć  normalne,  i  tem- 
samem  styczne,  w  danym  punkcie  konchoidy.  Jakoż,  nazywa- 
jęc  Sir  spółrzędne  biegunowe  punktu  A,  odniesione  do  bie- 
guna O  i  do  osi  biegunowej  jakiejkolwiek,  będziemy  mieli 
wartość  podnormalnej  ON  w  punkcie  A, 


»-" = i  ■• 


a  jeśli  oznaczymy  przez    k    długość  stał§    AM,    przez  ON' 
podnormalnę  w  punkcie  M  konchoidy,  będzie  także 


0N'  = 


d{r  -f-  k) dr 

~dd       ""50 


MICHANIKA. 


II.  —  8 
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ON'  —  ON. 


To  dowodzi  źe  normalna  do  konchoidy  w  punkcie  M  i  nor- 
malna do  linii  PO  w  punkcie  A  przecinają  się  w  punkcie  N, 
na  prostopadłej  ON  wyprowadzozej  z  bieguna  O  do  promie- 
nia wodzącego  OM.  Zt§d  wynika  bardzo  proste  wykreślenie 
normalnej  w  punkcie  M  konchoidy. 

Gdy  krzywa  PQ  jest  kołem  konchoida  nazywa  się  Siwiakiem 
Pasrala. 

23.  Wartości  podnormalnych  prowadzą  do  twierdzenia  zm«cn- 
ności  odcinka  linii  prostej  j  zawartego  między  dwiema  krzywenii 
danemi.  Niech  będą  dwie  krzywe   EF,  ET'  leźęce  na  jednej 


Ł 


płasczyznie;  z  punktu  O  tej  płasczyzny  wyprowadźmy  promień 
wodzący  OMM',  i  oznaczmy  przez  N,  N'  punkta  w  których 
normalne  MN,  M'N'  do  dwóch  krzywych  spotykają  prosto- 
padłe ON  do  OM.  Będziemy  mieli 


(/.OM 

dQ 

rf.OM' 
dQ 


=  GN, 


=  0N'; 


ztąd 


d  .  MM'  =  NN'rf9. 
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Ta  formuła  daje  zmienność  odcinka  MM'  prostej  AB^  zawar- 
tego między  krzywemi  EF,  ET'.  Ustawa  rucha  prostej  AB 
jest  jakakolwiek;  na  przykład,  prosta  AB  może  się  poruszać 
zostając  cięgle  styczne  do  swojej  owłoki  CD ;  w  tym  przy- 
padku biegun  O  zmienia  się,  ale  jest  zawsze  punktem  zetknię- 
cia tych  dwóch  linij. 

W  konchoidzie         rf .  MM'  =  O,  więc  NN'  =  O . 

Co  sprawdza  już  wiadomy  wynik. 
Na  zastosowanie  twierdzenia  weźmy  następujące  zagadnienie  : 

Linia  prosta  AB  porusza  się  zostając  styczna  do  krzywej  CO, 
i  spotyka  dwie  inne  krzywe  DP,  EQ  w  punktach  P,  Q ;  padzie 
łono  odległość  PQ  w  punkcie  M  na  dwie  części  to  stosunku    >. 
Nakreślić  normalne  do  miejsca  które  punkt  M  opisuje. 


c 


B 


Przez  punkt  zetknięcia  O  poprowadźmy  prostopadłe  ON 
do  AB;  i  niech  będ§  PH^  QK  normalne  do  krzywych  da- 
nych w  punktach  P,  Q ;  MN  niewiadoma  normalna  w  punkcie 
M.  Wedle  zadania  mamy 


zk^d 


PM  =  XMQ, 


rf.PM=xrf.MU. 


Owoź,  powyższe  twierdzenie  daje 

rf.PM  =  HNrfft, 
rf.MQ  =  NKrfe. 
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Więc,  podstawiając,  będzie 

HN  =  XNR. 

Wyznaczy  się  punkt  N  dziel§c  odległość  HK  na  dwie  części 
w  stosunku  danym  X;  poczera  ł^czy  się  punkta  M,  N  lini§ 
proste.  MN,  która  będzie  normalna  szukane. 

24.  Styczna  do  ellipsy.  EUipsa  jest  miejscem  punktów   M 


takich  że  summa  ich  odległości  MF,  MF  od  dwóch  punktów 
stałych  F,  F',  zwanych  ogniskami,  równa  się  ilości  statecznej. 
Oznaczając  przez  r,  r'  odległości  MF,  MF',  przez  2a  ilość 
stateczną  która  jest  długością  wielkiej  osi  ellipsy,  równanie  tej 
krzywej  będzie 

r  +  rf  =  2ff. 
Zt§d,  różniczkując,  wynika 

rfr  -j-  dr'  =  o, 

a  następnie 

dr dr' 

dł~       'di' 

Te  równania  pokazują  że  :  1*»  Jeśli  promień  wodzący  MF 
powiększa  się  w  przejściu  punktu  ruchomego  z  położenia  M 
do  położenia  sąsiedniego  M',    wtedy  promień  MF'  zmniejsza 
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się  ilością  dr'  równ^  dr;  2^  prędkoćci  punktu  ruchomego 
wzdłui  promieni  wodzących,  sę  równe  i  znaków  przeciwnych; 
gdy  jedna  ma  kierunek  przedłużenia  MD  promienia  wodzę- 
cego  MF,  druga  idzie  w  kierunku   ME  promienia  MF. 

Niech  będzie  MT  styczna  do  ełlipsy  w  punkcie  M;  weźmy 
na  niej  długoió  MG  takę  żeby  przedstawiała  wielkość  i  kieru- 
nek prędkości  punktu  ruchomego.  Jeśli  zrzutujemy  tę  pręd* 
kość  na  promieniach  wodzących  MF,  MF\  rzuty  MD,  ME  będę 
przedstawiały  odpowiedajęce  prędkości  ślizgania.  Owoż,  te  skła- 
dowe prędkości  sę  równe;  więc  styczna  MT  do  ełlipsy  w  punk- 
cie M  jest  dwójsiecznę  keta  DME,  to  jest  czyni  kęly  równe 
z  promieniami  wodzęcemi  tego  punktu. 

25.    Styczna  do  hiperbołt.  Hiperbola  jest   miejscem  pun- 


któw M  takich  że  różnica  ich  odległości  MF,  MF  od  dwóch 
punktów  stałych  F,  F',  zwanych  ogniskami,  równa  się  ilości 
statecznej.  Oznaczając  przez  r,  r'  odległości  MF,  MF',  przez  2a 
ilość  stateczną,  równanie  hiperboli  będzie 

r  —  >•'  =  2a, 

Ztęd,  różniczkując,  wynika 

dr  —  dr'  =  O 
i  następnie 

dr dr' 
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Te  rówania  dowodzą  ie:  i'*  gdy  punkt  ruchomy  przechodzi 
z  położenia  M  do  sąsiedniego  M',  promienie  wodzące  MF^  MF' 
powiększają  się  albo  zmniejszają  oba  razem  ilościami  równe- 
mi  dr,  dr*\  T  prędkoici  punktu  ruchomego  wzdłuż  tych 
dwóch  promieni  są  równe  i  mają  kierunki  jednakowe. 

Niech  będzie  MT  styczna  do  hiperboli  w  punkcie  M;  weźmy 
na  niej,  w  kierunku  ruchu,  długość  MG  któraby  wyrażała  pręd- 
kość punktu  ruchomego.  Jeśli  zrzutujemy  tę  prędkość  na  pro- 
mieniach wodzących  MF^  MF^  rzuty  MD,  ME  będą  przed- 
stawiały odpowiedające  prędkości  ślizgania.  Owoż,  te  składowe 
prędkości  są  równe;  więc  styczna  MT  do  hiperboli^  w  pun* 
kcie  M^  jest  dwójsieczną  kąta  jaki  tworzą  promienie  wodzące 
tego  punktu. 

26.  Styczna  do  stożkowej  określonej  przez  ognisko  i  kie- 
rownice. Ta  stożkowa  wyraża  się  przez  równanie 

r  =  ku 
w  którem   r  i  u  znaczą  odległości    MF,  MC   punktu  M  od 


ogniska   F    i  od  kierownicy  odpowiedającej  NL;  k  stosunek 
stateczny  tych  odległości. 
Różniczkując  równanie^  otrzymujmy 

dr  =  kduy 
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zk^d 

dr ,  du 

df^     di'  . 

Niech  będzie  MT  styczna  do  stożkowej  w  punkcie  M ;  weź- 
my na  niej,  w  kierunku  ruchu,  długość  MG  takę,  żeby  wyra- 
żała prędkość  punktu  ruchomego.  Jeśli  zrzutujemy  tę  prędkość 
na  promieniu  wodzącym  MF  i  na  prostopadłej  MC  do  kiero- 
wnicy,  rzuty  MD,  ME  będ§  przedstawiały  odpowiedaj^ce  pręd- 
kości ślizgania  punktu  ruchomego  wzdłuż  tych  dwóch  linij. 
Zaleni,  na  mocy  powyższych  równań,  będzie 

MD  _  ,  __  MF 
ME  ""  '  ~  ]V1C  * 

Jeśli  więc  z  ogniska  F  wyprowadzimy  prostopadłe  FN  do  FM, 
i  przedłużymy  j§  aż  do  spotkania  N  z  kierownic-,  czworoboki 
wpisalne  MDGE,  MFNC  będ§  podobne.  Zt-d  wynika  że  od- 
powiędnę  przekątne  MG,  MN  s§  w  linii  prostej.  Więc  stycz- 
na MT  do  stożkowej  w  punkcie  M  przechodzi  przez  punkt  N ; 
co  daje  łatwe  jej  wykreślenie. 

W  paraboli  A:=l ;  więc  w  paraboli  styczna  jest  dwójsieczn- 
k§tó  FMC. 

PRZYSIUESZENIE  W  RUCHU  PUNKTU  MATEKYALNEGO. 

27.  Przyspieszenie  w  ruchu  jednostajnie  zmiennym.  Uwa- 
żajmy najpierwej  ruch  jednostajnie  zmienny  prostolinijny,  jako 
najłatwiejszy  z  ruchów  zmiennych.  Równanie  tego  ruchu  ma 
kształt  ogólny  (tom  I,  n»  189), 

więc  prędkość  w  eh wilL jakiejkolwiek  wyraża  się  przez 
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Ostalnie  równanie  pokazuje  te  w  ruchu,  którym  się  zajmu- 
jemy,  prędkość  rośnie  proporcyonalnie  do  czasu,  i  spółczyn- 
nik  2c  wyraża  ilość  która  się  ona  powiększa  albo  zmniejsza 
w  jedności  czasu.  Ten  spółczynnik  2c,  Lędęcy  miar^  mniej 
więcej  bystrego  powiększania  się  prędkości,  nazywa  się  przy- 
spieszeniem. 

Gdy  spółczynniki  b  i  c  maj^  znaki  jednakowe,  prędkość  v 
zachowuje  ten  sam  znak,  i  ruch  odbywa  się  ciągle  w  tę  sam§ 
stronę;  to  jest  punkt  ruchomy  .idzie  w  stronę  odległości  «, 
dodatnych  albo  odjemnych  według  jak  b  i  c  sgdodatne  albo 
odjemne.  A  ponieważ  samoista  wartość  prędkości  zwiększa  się 
ciągle  ilościami  równemi  w  czasach  równych,  ruch  jest  jedno- 
stajnie przyspieszony. 

Gdy  ó  i  c  s§  znaków  różnych,  prędkość  v  na  początku  ru- 
chu, ^  =  0,  ma  znak  spótczynnika  b^  ale,  w  miarę  jak  /  rośnie, 

—  b 
V  dąży  do  zera,  i  staje  się  zerem  gdy  ^  =  -— -;  począwszy  od  tój 

chwili,  prędkość  v  bierze  i  zachowuje  znak  spółczynnika  c,  jej 
wartość  samoista  rośnie  ciągle.  Ruch  odbywa  się  więc  najpier- 
•  wej  w  stronę  wskazaną  znakiem  spółczynnika  6,  wolnieje  coraz 
bardziej,  i  jest  wtedy  ruchem  jednostajnie  opóźnionym.  Ale  za- 
raz potem  zmienia  stronę  kierunku,  i  odtąd  staje  się  ruchem 
coraz  więcej  przyspieszonym. 

Jakikolwiek  jest  ruch  jednostajnie  zmienny,  przyspieszony 
albo  opóźniony,  nazywają  go  ogólnie  ruchem  jednostajnie 
przyspieszonym.  Dlatego  określenie  przyspieszenia,  chociaż 
dane  w  przypuszczeniu  że  spółczynniki  b  i  c  mają  te  same 
znaki,  jest  ogólne,  i,  jakiekolwiek  są  te  znaki  w  równaniu 
ruchu  jednostajnie  zmiennego,  spółczynnik  2c  nosi  zawsze 
imię  przyspieszenia. 

Wynika  z  tego  co  poprzedza  że  prędkość  v  powiększa  się 
w  każdej  chwili  ilością  1cdt\  ten  przyrost  prędkości  nazywa 
się  prędkością  nabytą  przez  czas  nieskończenie  mały  dt.  Więc 
otrzymuje  się  przyspieszenie,  dzieląc  przez  dt  prędkość  nabytą 
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która  odpowieda  temu  czasowi,  to  jest  biorąc  pochodne  pręd- 
kości t;  względem  czasn  t. 

28.  Pbzyspieszenie  w  ruchu  prostolinijnym  ogólnie  zaiien- 
NYM.  Jakikolwiek  jest  ruch  prostolinijny,  rozumując  jako  w  n'*  5, 
możemy  go  zawsze  uważać  za  cigg  niezmiernej  liczby  ruchów 
prostolinijnych,  jednostajnie  zmiennych  i  w  tym  samym  kie- 
runku, z  których  każdy  ma  miejsce  w  czasie  nieskończenie 
małym.  To  dobrze  pojmując,  mołemy  powiedzieć  że  przyspie- 
szeniem ruchu  prostolinijnego  zmiennego  jest  przyspieszenie 
ruchu  prostolinijnego  jednostajnie  zmiennego,  wczasie  nieskoń- 
czenie małym  dt. 

Niech  będzie  v  prędkość  punktu  materyalnego  w  ruchu 
prostolinijnym  zmiennym,  na  końcu  czasu  t;  prędkość  na 
końcu  czasu  t-\-  dt  wyrazi  się  przez  v-Ą-  dv,  i  prędkość  na- 
byta w  czasie  dt  będzie  dv.  Więc,  jeśli  będziemy  uważali  ten 
ruch  jako  jednostajnie  zmienny,  i  nazwiemy  7  jego  przyspie- 
szenie na  końcu  czasu  /,  .otrzymamy 

do  ,.  cPs 

J  =  -r         albo      J  =  -T-s  • 
-^        dt  "^       dfl 

A  jeśli  mch  prostoliuijoy  miienoy  om  równanie 
będzie 

m 

Gdy  linia  prędkości  jest  nakreślona  mechanicznie  albo  przez 
interpolacye,  wywodzi  się  ;e  niej  przyspieszenie  graficznie,  tak 
jakeśmy  wyznaczyli  prędkość,  majęc  wykreśloną  linię  przcbieżo- 
nych  przestrzeni.  Można  dość  łatwo  wykreślić  także  linię  przy- 
spieszeń. Ale  te  wszystkie  wykreślenia  do  Mechaniki  prak- 
tycznej należą;  daliśmy  o  nich  dostateczne  wyobrażenie,  i  na 
teni  poprzestajemy. 
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29.   PaZYSPIESZENIE  w  RUCHU  KRZYWOLINIJNYM.  W  rUCbu  prO< 

sŁoIinijnym  zmiennym,  prędkość  zmienia  się  w  katdej  chwili 
co  do  wielkości,  ale  zachowuje  ciągle  ten  som  kierunek.  Owoż, 
prędkość  nabyta  w  chwili  dł  nie  jest  czem  innem  jak  nieskoń- 
czenie mał§  prędkością  która,  złożona  z  prędkością  jak^  punkt 
ruchomy  posiada  na  końcu  czasu  t,  daje  prędkość  tego  punktu 
na  końcu  czasu  t  -f-  dt.  Więc  prędkość  nabyta  i  temsamem 
przyspieszenie  maj^  oboje  ten  sam  kierunek  ruchu  prostoli- 
nijnego. 

W  ruchu  krzywolinijnym  zmiennym  prędkość  zmienia  się 
w  każdej  chwili  co  do  wielkości  i  kierunku.  Ogólnie  więc 
w  ruchu  zmiennym  jakimkolwiek,  prędkością  nabyt§  w  czasie 
nieskończenie  małym  ri/,  jest  prędkość  nieskończenie  mała  któ- 
ra, złożona  z  prędkością  punktu  na  końcu  czasu  /,  daje  prędkość 
wynikowa  jak§  ten  punkt  posiada  na  końcu  czasu    t  4-  dt. 

Zt§d  wynika  że  przyspieszenie  j,  w  chwili  jakiejkolwiek, 
ma  kierunek  i  stronę  odpowiedającej  prędkości  nabytej ;  a  jego 
wielkość  jest  równa  stosunkowi  tej  prędkości  nabytej  do  czasu 
nieskończenie  małego   di. 

Widzimy  teraz  dobrze  że  w  ruchu  krzywolinijnym  kierunek 
przyspieszenia  nic  jest  bezpośrednio  wiadomy,  tak  jak  w  ruchu 
prostolinijnym.  W  każdym  szczególnym  przypadku  musimy 
wyznaczać  wielkość  i  kierunek  tego  przyspieszenia;  co  jednak 
nie  przedstawia  wielkiej  trudności,  jako  zaraz  zobaczymy. 

Niech  będzie    M    położenie  które  punkt  ruchomy  zajmuje 


na  kr^nej  AB,   na  końcu  czasu  t,  M'  położenie  na  końcu 
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czasu  /  -|-  ^'  ^  punktach  M,  M'  poprowadźmy  do  kr(iżnej 
dwie  styczne^  na  których  weźmy  długości  MT»  MT,  równe 
odpowiedaj^cym  prędkościom  v,  v  -Ą-  ćkV  punktu  ruchomego. 
To  uczyniwszy,  jeśli  przez  punkt  M  poprowadzimy  prosię  MT„ 
równ§  odcinkowi  MT  i  do  niego  wprost  równoległe,  a  potem 
dopełnimy  równoległoboku  MTT,P,  bok  TT„  równy  boko- 
wi MP,  będzie  przedstawiał  wielkość,  kiei^unek  i  stronę  pręd- 
kości nabytej  w  czasie  A^  tak  małym  jak  się  podoba.  Co  oczy- 
wiste, albowiem  prędkość  MTg    jest  wynikowa  prędkości  MT 

i  MP.  To  wykreślenie  jasno  pokazuje  że  gr.  — -    przedstawia 

wielkość,  kierunek  i  stronę  przyspieszenia  punktu  ruchome- 
go M  w  przestrzeni,  na  końcu  czasu  t.  Ptasczyzna  TMTi  ma 
za  granicę  płasczyznę  przylegaj§c§  do  kr^żnej  w  punkcie  M; 
co  dowodzi  że  przyspieszenie  punktu  ruchomego,  które  ozna- 
czamy przez  j,  znajduje  się  na  płasczyznie  przylegającej  do 
kr^żnej  w  kaźdem  położeniu  tego  punktu. 

Gdy  ruch  jest  prostolinijny,  prosta  MTi  schodzi  się  ze  stycz- 
na MT;   wtedy  TTt  ==  MT|  —  MT,  i  przyspieszenie  wyrażone 

TT|        ^  .       .  ^       dv  4^ 

przez  gr.  — -  staje  się  ^r.  —  =  —  ;  więc  ten  szcze- 
gólny przypadek  ruchu  jest  zawarty  w  ogólnym. 

Jakikolwiek  jest  ruch  zmienny,  prostolinijny  albo  krzywoli- 
nijny,  prędkość  nabyta  w  chwili  dt  wyraża  się  ogólnie  przez  jdt. 
Zrobimy  tu  spostrzeżenie  które  gdzieindziej  jeszcze  ma  swoj§ 
ważność.  W  ruchu  prostolinijnym  ilości  v  i.dv  maj^  kierunek 
spoiny ;  ich  summa  algebryczna  v  -f-  do  wyraża  prędkość  na 
końcu  czasu  t^dt.  W  przypadku  ogólnym  summę  zastę- 
puje wynikowa  która  jest  summa  geometryczna.  Wyraz  summa 
geometryczna  wskazuje  że  ilości  sę  uważane  nietylko  z  ich 
wartościami  właściwemi,  ale  jeszcze  z  ich  kierunkami  w  przes^ 
trzeni;  przeciwnie  zaś  summa  algebryczna,  zogólnienie 
summy  arytmetycznej,  oznacza  że  te  ilości  s^  uważane  tylko 
z  ich  wartościami  właściwemi,  co  do  wielkości  i  znaku. 
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PRZYSPIESZENIE  STYCZENNE  I  PRZYSPIESZENIE  DOŚRODKOWE. 

30.  Z  punktu  Tl  spuśćmy  prostopadłe  TiH  na  styczne  MT 
(ost.  fig.).  Prędkość  nabyła  TTi  punklu  ruchomego  może  oczy- 
wiście być  uważana  jako  wynikowa  dwóch  prędkości  prosto- 
kętnych  TH  i  HTi;  pie^W!^za  TH  ma  kierunek  stycznej  do 
krążnej  w  punkcie  M,  a  druga  HTi  bierze  kierunek  promie- 
nia krzywizny  MK,  gdy  punkt  sąsiedni  M'  przychodzi  do  M. 
Dzieląc  te  dwie  prędkości  przez  dt,  otrzymujemy  dwie  skła- 

TH 
dowe   prostokątne  przyspieszenia  j\  z  których  pierwszą   -^ 

HT 

naLZYfeinoprzj/spieszeniem  styczmnem^  drugą     -r-i     przyspiesze- 
niem dośrodkowem. 

Aby  znaleźć  wartość  przyspieszenia  styczennego,  oznaczmy 
przez  At  kąt  TMTi  dwóch  stycznych  sąsiednich;  będziemy 
mieli 

TH=MH— MT=((;-|-A«;)dosAT— v=AvdosAT— 2t;wst^  I  At; 


albo 


WSt2  1  At 

TH       Ay,^,^        „         2         Ar 
—  =  — dosAT  —  t; — .  — 

A^         A^  1  ^  M 

^Ar. 


Zląd,  przechodząc  do  granicy,  otrzymujemy 


i  dt  ~  dt 


Ta  wartość  przyspieszenia  styczennego  jest  dodatnaalbo  odje 

ds 
mna,  według  jak  prędkość  ^  =  -;r    ma  znak  -|-  albo  — . 
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Nic  łatwiejszego  teraz  jak  znaleźć  wartość  przyspieszenia  do  • 
środkowego.  Jakoź^  mamy  zaraz 


HTi  =  (w  +  Aw)wstAT 


albo 


HTi        t;wsiAT     At    ,    At;      .^ 

— '  = .  —  4-  —  wsIAt. 

A^  At  A^  ^  Ht 


Zk§d^  biorąc  granice^  otrzymujemy  naj  pierwej 


HTi         dr 

— i  =  t;  — 

dt  di 


O  woź,  k§t  spoityczności  dr  ma  za  miarę 


,        ds 

CTT  = —    ł 


gdzie  p  znaczy  promień  krzywizny  kręźnej  w  punkcie  M;  więc 
przyspieszenie  dośrodkowe  wyraża  się  ostatecznie  przez 

HT,  _  v^ 
dt   ~  f  ' 

Znając  dwa  przyspieszenia  składowe  prostokątne,  styczeń- 

dv  v^ 

ne    --j-    i  dośrodkowe    -  ,  jeśli  na  nich  wystawimy  równole- 
dt  p 

głobok,  przekątna  tego  równoległoboku  będzie  przedstawiała 

przyspieszenie  j    punktu  ruchomego  w  położeniu    M.    Jo 

przyspieszenie  wynikowe  nazwano  przyspieszeniem  catem,  dla 

odróżnienia  od  jego  składowych. 

W  ruchu  prostolinijnym  p  jest  nieskończenie  wielkie,  zatem 

przyspieszenie  dośrodkowe    -   jest  zero;  wtedy  przyspieszenie 
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całe  przywodzi  się  do  składowego  styczennego   -7- .    W  ruchu 

(tt 

krzywolinijnym  jednostajnym    -i-    jest  zero;  zatem  przyspie- 

szenie  całe  przywodzi  się  do  składowego  dośrodkowego     — . 

Nakoniec^  w  ruchu  prostolinijnym  jednostajnym  oba  składowe 
przyspieszenia  s§  zero,  i  tym  sposobem  przyspieszenie  całe  jest 
zero. 


PRZYSPIESZENIE  W  RUCHU  RZUTOWANYM. 

31.  Przyspieszenie  ruchu  rzutowanego  na  osi.,  W  trójką- 
cie MTTi,  któryśmy  uważali  w  n"«  29,  bok  MT  przedstawia 
prędkość  punktu  ruchomego  na  końcu  czasu  t;  boki  MTi 
i  TTi  s§  odpowiednio  równe  prędkości  na  końcu  czasu  f  4"^^ 
i  prędkości  nabytej  w  czasie  A^,  nadto  s^  równoległe  do  tych 
prędkości.  Zatem,  jeśli  zrzutujemy  trójkąt  MTTi  na  osi  XX', 
równolegle  do  płasczyzny  jakiejkolwiek,  rzut  boku  wyniko- 
wego MTi  będzie  równy  suramie  rzutów  boków  MT  i  TTi. 
Owoż,  rzut  prędkości,  któr^  punkt  ruchomy  posiada  na  końcu 
czasu  t,  jest  prędkością  jego  rzutu  na  końcu  tego  samego 

czasu  i  wyraża  się  przez  --^  (11);  tak  samo,  rzut  prędkości  tego 

punktu  na  końcu  czasu  t  -{-  ^t  jest  prędkością  jego  rzutu  na 

końcu  tego  samego  czasu,  i  wyraża  się   przez    -^ — h  ^  ^r  J 

jeśli  więc  oznaczymy  przez  k  spółczynnik  rzutowania  boku  TT|, 
będziemy  mieli 

ztąd,  dzieląc  przez  A<  i  przechodząc  do  granic,  otrzymujemy 

(t^x  TT| , 

— -.  =  nr,  — ?  A*. 
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To  równanie  dowodzi  ważnego  zadania  : 

Twierdzenie.  Przyspieszenie  rzutu  punktu  materyałnego  na  osi 
jakiejkolwiek  jest  rzutem  przyspieszenia  całego  w  przestrzeni. 

Wynika  z  tego  twierdzenia  że  ruchy  jednoczesne  rzutów 
punktu  materyałnego,  na  trzech  osiach  spółrzędnych  jakichkol- 

wiek,  maj^  odpowiedaj^ce  przyspieszenia  -,-^  ,    -7^  ,    -j^* 

Jeśli  więc  przez  punkt  przestrzeni,  w  którym  się  znajduje  punkt 
materyalny  w  danej  chwili,  poprowadzimy  trzy  linie  proste 
równe  tym  przyspieszeniom  i  do  nich  równoległe,  i  na  tak  wy- 
znaczonych liniach  zbudujemy  równoległościan ,  przekątna 
tego  równoległościanu  będzie  przedstawiała  przyspieszenie  całe 
ruchu  w  przestrzeni.  Gdy  ruch  punktu  odbywa  się  na  płasczy- 
znie,  bioręc  tę  płasczyznę  za  jedn§  z  płasczyzn  spółrzędnych, 
równoległościan  staje  się  równoległobokiera  którego  pi'zek9tna 
przedstawia  przyspieszenie  całe  tego  ruchu.  To  wszystko 
dowodzi  że  przyspieszenie  całe  punktu  ruchomego  jest  wyni- 
kowa przyspieszeń  jego  rzutów  na  osiach  spółrzędnych. 

Kiedy  osie  spółrzędne  sę  prostokątne,  wtedy  nazywając  «,  6,  y 
kąiy  jakie  czyni  z  temi  osiami  przyspieszenie  całe  j,  będzie 


(Px         rf^  cPz  

~  dose  —  dosy  —^~V   \dfV  "^  W^V  "^  \*V  * 


dosi 


Tym  sposobem,  znając  równania  ruchu  punktu  na  płasczy* 
znie  albo  w  przestrzeni,  można  łatwo  znaleźć  wielkość  i  kieru- 
nek przyspieszenia  całego  j. 

Dowiedliśmy  w  pierwszym  tomie  że  siła  poruszająca  punktu 
materyałnego  ma  za  miarę  przyspieszenie  jakie  udziela  jedności 
massy  tego  punktu  w  jedności  czasu  :  to  co  poprzedza  jasno 
dowodzi  że  kierunek  i  strona  działania  siły  s^  kierunkiem  i  stron§ 
przyspieszenia  całego.  Możemy  więc  powiedzieć  że  przyspie- 
szenia  składają  się  i  rozkładają  jako    siły;  i  dlatego  niema 
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potrzeby  dawać  więcej  szczegółów.  Te  któreśmy  wyłożyli  po- 
kazuje dobrze  zkęd  pochodzą  i  co  znaczę  nazwiska  przyspiesze- 
nia całego^  przyspieszenia  styczennego  i  przyspieszenia  dośrodko- 
wego. Wprawdzie  niożnaby  jeszcze  mówić  o  przyspieszeniach 
rzędów  wyższych,  które  s§  pochodnemi  Irzeciemi,  czwartemi,.. .; 
ale  one  nic  nie  przedstawiają  w  Mechanice,  i  należę  do  Cync- 
matyki  czystej  do  której  ciekawego  czytelnika  odsyłamy. 

32.  Przyspieszenie  ruchc  rzutowanego  na  płasczyznie.  Uwa- 
żajmy ten  sam  trójkęt  MTTi  trzech  prędkości,  i  zrzutujmy  go 
na  płasczyznie   P. 


Niech  bcd§,  na  tej  płasczyznie,  CD  rzut  krężnej  AB  i  NSSi 
rzut  trójkęla  MTTi.  Wiemy  że ,  w  ruchu  rzutowanym  na  płas- 
czyznie, prędkość  rzutu  jest  rzutem  prędkości  punktu  rucho- 
mego w  przestrzeni.  Na  mocy  tego  twierdzenia,  i  względnie  do 
wartości  boków  trójkąta  MTTi,  bok  NS,  będęc  rzutem  boku  MT 
na  płasczyznie  P,  jest  prędkością  rzutu  N  na  końcu  czasu  t; 
a  zaś  bok  NSi,  będąc  rzutem  boku  MTi,  jest  równy  prędkości 
rzutu  N  na  końcu  czasu  t-^ćki  i  równoległy  do  tej  prędkości. 
Zatem  bok  SSi  równa  się  prędkości  nabytej  rzutu  N  w  cza- 
sie A^  Owoż,  bok  SSi  jest  oczywiście  rzutem  boku  TTi  na 
płasczyznie  P  ;  więc  prędkość  nabyła  rzutu  N  na  tej  płasczy- 
znie jest  rzutem  prędkości   nabytej  punktu   ruchomego    M 
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W  przestrzeni,  w  tym  samym  czasie    A^  tak  małym  jak  się 
podoba.  Zt^d  wynika 

Twierdzenie.  Przyspieszenie  całe  rzutu  punktu  na  piasczyznie 
jest  rzutem  przyspieszenia  całego  w  przestrzeni. 

33.  Dowiedziemy  jeszcze  jednej  formuły  która  nam  szcze- 
gólniej w  ruchu  względnym  będzie  użyteczna. 

Niech  będ^  M  i  M'  dwa  położenia  sąsiednie  które  punkt 
ruchomy  bierze  na  swojej  krężnej  na  końcu  czasów  t  i  /  -]-  A^ 


Przez  punkt  M  poprowadźmy  do  tej  kr^żoej  styczne  MT^ 
i  weźmy  na  niej  długość  MH  =  yA^;  połączmy  HM',  i  szukajmy 
co  wyraża  odległość  HM',  gdy  łuk  MM'  staje  się  nieskończenie 
m<iłym.  W  tym  celu,  poprowadźmy  cięciwę  MM'  i  zrzutujmy 
trójkęt  MM'H  na  osi  jakiejkolwiek  XX'.  Uważając  że  bok  MM 
jest  wynikową  łamanej  MHM',  i  nazywając  k  spółczynnik  rzu- 
towania boku  HM',  znajdujemy 

•       AZ  =  vM  ~  4-HM'.A  =^^t  +  HM.*. 

<fe    '  dt        ' 


Ale 


A^'  =   -7-  A^  +  -r;-     -7- 

dt       ^2  \dt 


jeśli  więc  podstawimy  tę  wartość  i  fprzejdziemy  do  granicy^ 

MECHANIKA.  II.  —  & 
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otrzymamy  ostatecznie 

zk§d(31; 

?S^  =  /        albo .       HM'  =  ^  jd^, 
dr^       ^  2  -^ 

Ta  ważna  formuła  pokazuje  źe  linia  nieskończenie  mata  HM' 

jest  kierunkiem  przyspieszenia  punktu  ruchomego  w  przestrzeni, 

i 
a  jej  wielkość  podzielona  praez    -  djp'  wyznacza  wielkość  tego 

przyspieszenia. 

Z  punktu  M'  spuśćmy  prostopadłe  M'D  na  styczne  MT; 
można  łatwo  znaleźć  odległości  MM)  i  HD.  Jakoż,  proste  HM' 
i  DM'     s^,  w  granicy^  kierunkami   przyspieszenia  całego   j 

i  przyspieszenia  dośrodkowego   — ;   więc  z  trójkąta  prostokęl- 

P 

nego  DHM'  wyprowadzamy  : 

t 
DM'=HM'dosDM'H=i;Wr^fc=  \   — , 

dv 
HU=HM'  dosDHM'=  \:idt^ .  ~  =  -,  dh. 

3/i.  Na  zastosowanie  vvyłożonej  teoryi,  weźmy  następujące 
zagadnienie : 

Piiidit  materyalny  M  przebiega  okrąg  koła  pionowego  A  BA' 
ruchem  jednostajnym ;  wykapać  okoliczności  ruchu  tego  punktu 
i  ruchu  jego  rzutu  na  średnicy  poziomej   AA'. 


RUCH  HLNKTD  lUrERTALNEGO.  51 

Odnieśmy  położenia  punktu  ruchomego  M  do  dwóch  śre- 

Y 

I 

Bi        T 

-  ■  — '""  - 

/ 


A'^ O 


kM. IJĄ. X 


dnie  prostokątnych,  poziomej  AA'  i  pionowej  BB'^  wziętych 
za  osie  spółrzędnych.  Jeśli  nazwiemy  »  prędkość  k^tow§  pro- 
mienia OM  =  R,  i  obierzemy  punkt  A  za  początek  łuków^ 
długość  łuku  AM  wyrazi  się  przez 

(1)  « =  Hw/,  zk^d  t?  =  H«, 

i  równania  ruchu  punktu  M  będ^ 

("i)  a?  =  HdosW^  y  =  Rwstw/. 

Prędkości  ruchów  rzutowanych  na  osiach  prostokęt- 
nych  0X,   OY,    s§ 

(3;  -r  =^  —  RwWStw/,  ~  =  HwdoScu)/. 

cii  '  fJt 

Równania  pokazuje  źe  te  prędkości  składowe  s^  rzutami 
prędkości  (;  =  Rtf>  punktu  ruchomego,  która  ma  kierunek 
stycznej  MT.  Co  sprawdza  wiadome  twierdzenie. 

Biorąc  pochodne  drugie,  znajdujemy  przyspieszeniu  ruchu 
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rzutów  na  osiach, 


W 


To  =^  —  Hw^dosw/  =  —  «*^^, 


Te  wartości  przyspieszeń  składowych  dowodzą  że  przyspie  - 
szenie  całe  ma  wartość  stateczną  Rw^,  i  jest  skierowane  ku 
środkowi  koła  w  kaźdem  położeniu  punktu  ruchomego  na 
okręgu.  Co  właśnie  być  powinno.  Albowiem,  z  przyczyny  ru- 
chu jednostajnego  'przyspieszenie  styczenne  jest  zero;  więc 
przyspieszenie  całe  przywodzi  się  do  przyspieszenia  dośrodko- 


v^ 


WegO       :=r-   =  Rw^. 

z  równań  (3)  i  (6)  wnosimy  że  ruchy  rzutów  punktu  M 
na  średnicach  AA',  BB'  są  oscyllacyjne,  a  ich  przyspieszenia 
są  proporcyonalne  do  odległości  każdego  rzutu  od  środka  koła. 
Wyniki  zgodne  z  temi  któreśmy  w  Dynamice  otrzymali. 

35.  Uważajmy  teraz  rzut  prostokątny,  ruchu  kołowego  jedno- 
stajnego, na  płasczyznie  z  którą  płasczyzna  koła  tworzy  nachy- 
lenie i.  Wiemy  że  rzutem  koła  na  tej  płasczyznie  jest  ellipsa; 
jeśli  więc  weźmiemy  osie  ellipsy  za  osie  spółrzędnych,  równa- 
nia ruchu  rzutów  będą 

(5)  x  =  h  dos  tat,  ^  =  R  dosi  wstw^ 

Rugując  t  znajdujemy  równanie  ellipsy 


^  R'^~t"  lV^dos«t"" 
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Prędkości  w  ruchach  rzutowanych  na  osiach  s^ 


dx  dy 

(7)       — -  =  —  Rb>wsta>^  -^  =  RwdosKlosw/: 

^  '       dt  '  dt 


a  przyspieszenia  całe  tych  rucliów  wyrażają  się  przez 


d^x 

-y^  =  —  IW^dosw^  =  —  w-x, 

di^ 


(8) 


— ^  =  —  Rfid^i^dosz  wst(D(  =  —  M*y. 
dt^  ^ 


Z  równań  (7)  wynika  że  rzut  punktu  ruchomego,  opisujący 
ellipsę,  ma  prędkość  zmienna,  wyrażoną  przez 

R(*\/^  —  wsl^i  dos^^wf. 

Równania  (8)  pokazuj^  że  przyspieszenie  całe  w  tym  ruchu 
elliptycznym  ma  wartość 

w  której  r  znaczy  promień  wodzący  punktu  ruchomego  na 
ellipsie. 

To  przyspieszenie  czyni  z  osiami  cliipsy  kąty  mające  dos- 
lawy ,    —  -^  .    Więc  w  ruchu  elliptycznym,  który  jest 

rzutem  ruchu  kołowego  jednostajnego,  przyspieszenie  całe 
przechodzi  przez  środek  ellipsy  i  jest  proporcyonalne  do  pro- 
mienia wodzącego. 

Ten  wynik  łatwo  się  wprost  otrzymuje.  W  samej  rzeczy, 


5  a  ROZDZIAŁ  1. 

w  ruchu  kołowym  jednostajnym  przyśpieszenie  całe  punktu 
raateryalnego  M  jest  stateczne,  i  przywodzi  się  do  przyspie- 
szenia dośrodkowego  w^ .  OM ;  a  ponieważ  rzut  lego  przyspie- 
szenia na  płasczyznie  eliipsy  jest  przyspieszeniem  rzutu  N 
punktu  m^teryalnego  M,  więc  przyspieszenie  całe  rzutu  N 
ma  za  miarę.  w^.OMdosNOM  =  w-.ON;  zatem  jest  propor- 
cyonalne  do  promienia  wodzącego  ON  i  przecłiodzi  przez 
środek  eliipsy. 

PRZYSPIESZENIE  RUCHU  ODNIESIONEGO  DO  SPÓŁRZĘDNYCH    . 

BIEGUNOWYCH. 

36.  Widzieliśmy,  w  rucłiu  punktu  materyalnego  na  płas- 
czyznie, ie  składowe  prędkości  w  funkcyi  spółrzędnych  bie- 
gunowych wyrażają  się  przez 

(lx       dr  .    ^  .^  dB 

^  =  5^dose-rws.ejj^, 

^^^■wste+rdosej. 
dt       dt  ^  dt 

Różniczkujcc  drugi  raz,  znajdziemy  przyspieszenia  składowe, 
równoległe  do  osi  spółrzędnych  prostolinijnych,  wyrażone 
w  funkcyi  spółrzędnych  biegunowych ;  to  jest : 

^=^dose-.2^j^wste-rwste^,-rdosej^,, 

d^y       d^      .f^  i  cdrdB  .     ^  ,      .     ^cPB  ,^rfe* 

_|  ^  _  wstO+25^  ^  dose+rdose ^  -  rwstO  j^  • 

Z  tych  dwóch  składowych  przyspieszenia  całego  wyprowa- 
dza się  łatwo  dwa  inne  składowe  przyspieszenia,  jedno  wzdłuż 
promienia  wodzącego,  drugie  prostopadłe  do  tego  promienia. 
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Otrzymamy  przyspieszenie  składowe  wzdłuż  promienia  wo- 
dzącego,  rzutując  składowe   -7^  ,     ~j-    na  tym  promieniu, 

to  jest  mnożąc  pierwsze  równanie  przez   dosG,  drugie  przez 
wst6,  i  biorąc  summę;  co  daje 

Podobnem  rzutowaniem  znajduje  się  przyspieszenie  składowe 
prostopadłe  do  promienia  wodzącego 


.  __     rfr  rfe    ,      rf^       i  d.  ( 


dt  f 


d^ 
W  tych  formułach   wyraz   -j-^     przedstawia  przt/spifftzenie 

Cc* 

nlłzgania  punktu  ruchomego  wzdłuż  promienia,  r-^-^  przy- 
spieszenie styczenne  w  ruchu  hgtenia  punktu  około  bieguna  na 
płasczyznie   XOY,  i    r-^     przyspieszenie  dośrodkowe  w  tym 

samym  ruchu ;  nareszcie  wyraz  2  j-  ^  przedstawia  przyspie- 
szenie dopełniające. 

37.  Uważajmy  teraz  ruch  punktu  materyalnego  w  przestrzenia 
i  szukajmy  przyspieszenia  w funkcyi  spółrzędnych  biegunowych. 
Wiemy  już  (18)  że  prędkości  składowe,  równoległe  do  trzech 
osi  spółrzędnych^  wyrażają  się  przez 

-r-  =  -^  wst9dos«L4-  rdos9dos>Ł-j rwst9wst<L-^, 

dt       dt  '  •  dt  dt 

^=  ^wstewstł  4-rdos9wst+!^  +  rwstedos^,^, 

dz       dr  .    ^  .^dB 

-77  =  -7-  dos9  —  rwAt9T-. 
dt        dt  dt 
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Różniczkując  te  równania,   otrzymujemy  składowe   przy 
spieszenia  równoległe  do  trzech  osi  spółraędnych  : 


di 


|—  ^  wsiedos^.  +  2^^  ^  dosedos^.~2^  ^  wstewst,;. 

-  rvvst6dos<l-r^  —  2rdos9wsl<;;-^  -^-  -p  rdosGdosó  -^, 
^  df-  ^  dt  dt    '  ^  dr- 

-  rwstOdos^L-;^  —  nvst9wst<L-|-| . 
^  dł^  ^  dt^ 


—  rwstewstJ;—  +  2rdos9dosd;-=?  -^  4rdose  wsli-;^, 

^  dt^    '  ^  dt  dt    ^  •  ^  dt' 

—  rwst6wsttJ/-T^^+  rwst9dos<|; -T-|, 

-t:t=:  -T-odos9  —  2-rr-:p  wst9  —  r dos9-r:5  —  r wst9^-, . 
de-        dfi  dt  dt  dt'^  dt^ 

Przyspieszenie  całe,  jako  widzimy,  ma  za  składowe   osiem 
następujących  przyspieszeń : 

•j-:p    przyspieszenie  ruchu  ślizgania  wzdłuż  promienia  wodzą- 

cego  OM. 

r — -    przyspieszenie  styczenne  w  ruchu  krążenia  punktu  ru- 

^9*2 
chomego  około  bieguna  na  płasczyznie   ZOM  ;    r-^      przy- 
spieszenie dośrodkowe  w  tym  samym  ruchu. 
•-w'shl  -7-|    przyspieszenie  styczenne  w- ruchu  krążenia  około 
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42 


osi  OZ;    rwstO-^    jirzyspieszenie  dośrodkowę  w  lym  samym 

ruchu. 

T.,  .       ^dr  dB      ^  dr  d6       ^   dQ  dŁ 

Nareszcie     2-7-  -7-  ,    -;r  X  »        T  TT    ^^  przyspieszenia- 

mi  dopełniaj§cemi,  które  pochodz{i  z  różnych  ruchów  promie- 
nia wodzącego  OM  około  bieguna  O. 

WYZNACZENIE  PliOMfENIA  KRZYWIZNY  NIEKTÓRYCH  LINIJ.* 

38.  Można  za  pomoce  przyspieszenia  wyznaczyć  promień 
krzywizny  pewnych  linij.  Jakoż,  oznaczając  przez  jh  przyspie- 
szenie dośrodkowe  (normalne)^  mamy 


P 


t) 


1*2 


zkad       ft  =  —  . 


Jeśli  więc  rachunek  przyspieszenia  dośrodkowego  jn  nie  jest 
zawiły,  promień  kraywizny  łatwo  się  wyznaczy.  Następujące 
przykłady  pokażą  jak  się  czasem  unika  trudności. 

Promień  krzywizny  uelicy.  Weźmy  na  pierwszy  przykład 
helicę,  i  przypuśćmy  że  rzut  punktu  przebiegającego  tę  linię 


porusza  się  jednostajnie  na  okręgu  jej  podstawy.  W  lem  zało« 
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źeniu,  uczyńmy  k§t  AOP=:w^^  i  nazwijmy  R  promień  walca, 
h  krok  helicy.  Równania  ruchu  punktu  na  helicy  będ§ 

X  =  RdoSbi/ 

y  =  Rwst«»/ 

z  =  — »/. 
iir 

Różniczkując  te  równania,  mamy  najpierwej 

-r-  =  —  Rco  wstu^  =  —  »y, 
f/r  ^' 

-ii  =z  R«  dosu^  =  wr, 
e/s        ^w 


Zk^d 


«'-^=-<«^+£)- 


Ponieważ  prędkość  v  jest  stateczna,  przyspieszenie  styczenne 
jest  zero    -7-  =  0.  Ziatem  promień  krzywizny  wyraja  się  przez 


»« 


Aby  mieć  7  różniczkujmy  drugi  raz;  będzie 


^x 


=  —  fa^X 


i 


rf*s 

—  =  0. 


RUCH  PFNRTIT  MATBRYALNEGO. 


59 


zk^d 


j  =  «m. 


Te  równania  pokazują  że  przyspieszenie  j  jest  równoległe 
do  płasczyzny  xy^  i  jego  rzut  na  tej  płasczyznie  przechodzi 
przez  środek  koła  O.  Więc  przyspieszenie  j  ma  kierunek 
promienia  MI  walca.  Dzieląc  wartość  v^  przez  wartość  y, 
otrzymujemy  promień  krzywizny  p  w  punkcie  M  belicy, 


(1) 


p  =  R-f 


'nr«R 


Oznaczmy  przez  K  środek  krzywizny,  przez  R'  jego  odle- 
głość  IK;  będzie 


R'=-- 


/*« 


4irm 


albo       RR'  =  •- 


A» 


4ir^ 


R'  jest  promieniem  drugiego  walca  tej  samej  osi,  na  którym 
się  znajduje  druga  helica  majęca  ten  sam  krok  h  co  pierwsza, 
i  utworzona  przez  punkt  K  poruszający  się  jednocześnie 
z  puktem  M.  Punkta  K  i  M  są  nawzajem  środkami  krzywizny 
tych  dwóch  belic. 

39.  Promień  krzywizny  £Ixipsy.  Ellipsa  odniesiona  do  swo- 
ich osi  ma  za  równanie 

Równania  ruchu  punktu  materyalnege  na  ellipsie  są 


^  =  a  dos  ^y 
Różniczkując,  mamy 


y  =  ówstw/. 


dx 

^-  =  —  a4»  wst«/, 

-^  =z  ćwdosW, 
dt  ' 
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w2  = 


b> 


«i5(«V  +  **^*)- 


Różniczkując  drugi  raz,  znajdujemy 


(fiy 


=  —  »'.r, 


—  c-V; 


zkęd 


j  =  «v 


4/ 


gdzie  r  znaczy  promień  wodzęcy   OM. 


Te  równania  pokazuje  że  przyspieszenie  ./  przechodzi  przez 
środek  O  ellipsy.  Zatem 

j„  =y  dosOMN  =«2rdosOMN  =  «Vi, 

gdzie  /i  znaczy  prostopadłe  OH  spuszczona  ze  środka  ellipsy 
na  styczne  MT. 

Owoż 


h  = 


y/ay  -f.  b*x^ ' 
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normalna  MN  =  ~j  v^V -f- A^a:^. 

Zt§d^  oznaczając  przez  N  normalne  MN^  wynika  między  h 
i  N  następujący  zwięzek 

AN  =  d». 
Wiemy  nadto  że  parametr  p  ellipsy  wyraża  się  przez 


p  — 

a 

• 

Ale  teraz 

• 

mamy  więc 

(•:ij 

^         Jn            A»            p» 

Uważajmy  nakoniec  że 

nazywając    7*1,   r^   promienie  wodzące  które  lęcz^  punkt   M 
z  ogniskami  ellipsy. 

Zatem 

ab 


h  = 


yjriri 


Jeśli  podstawimy  tę   wartość  w  formule    (2),   otrzymamy 
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jeszcze  inne  wyrażenie  promienia  krzywizny  w  ellipsie, 


UO.  Promień  krzywizny    hiperboli.  Żeby  znaleźć  promień 
krzywizny  hiperboli,  danej  przez  równanie 

dość  będzie  wzi§ć  za  równania  ruchu 


y^=^  (llakt  4-  A:V). 


Róiniczkujęc,  mamy 


fit 


dy Iy^kx 


Ztąd 


^■^=^(«v+**^-^)- 


Ale  wiemy  że   normalna  N  w  punkcie  M(x,  y)  hiperboli, 
albo  ellipsy,  przedstawia  się  przez 


N3  =  fV+i^'; 
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więc 


t^  = 


y* 


Szakąjmy  teraz  przyspieszenia  dośrodkowego  ju*  Różnicz- 
kując drugi  raz  równania  ruchu^  znajdujemy 


-^  =0, 


Te  wartości  pokazuje  ze  przyspieszenie  całe  j  jest  równo* 
ległe  do  kierunku  rzędnych  odjemnycli ;  a  ponieważ  kąt  tego 

przyspieszenia  z  normalna  MN  ma  za  dostawę    ^  ,      przyspie- 
szenie normalne  jn  wyraża  się  przez 


ayN 

Więc,  jeśli  podzielimy  t;^  przez  jn,  otrzymamy  szukany 
promień  krzywizny 

_  «W    _  .V| 

ki.  PaomieA  krzywizny  parabou.  Nietrudno  znaleźć,  takim 
samym  sposobem^  promień  krzywizny  paraboli  przedstawionej 
przez  równanie 
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Dość  tylko  wzięć  równania  ruchu 

t/  =  2pkł, 
i  zróżniczkować  dwa  razy.  Go  daje 


dt  -  *' 

dy       pk 
dt         y' 

albo 

% = p'k^r\ 

^ 

• 

dx      j 

zk§d  zaraz 

wyni 

ika 

dfi-         yJ 

» 

Z  tych  równań  wywodzimy  łatwo  wartość 


Więc 


_t2  N3 
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42.  Promień  krzywizny  trzech  stożkowych,  któryśmy  dopiero 
co  wskazali^  wyraża  się  jednakowo.  Aby  go  łatwo  wykreślić, 
trzeba  wiedzieć  że  w  tych  krzywych  rzut  normalnej  na  promie- 
niu wodzęcym  ogniskowym  jest  stateczny,  i  równa  się  para- 
metrowi p.    Dowiedźmy  tego  twierdzenia. 

Niech  będzie  najpierwej  ellipsa  (ostatnia  figura)  w  której 
MD^  MD'  s§  rzutami  normalnej  MN  na  promieniach  wodzą- 
cych  MF,  MF'.    Trójkąty  MNF  i  MNF'  daj§  : 

NF*=  N'^+  MF    —  2MF  .  MD, 
NP'  =  N-2  +  MF'  —  2MF'.  MD'. 

Jeśli  odciągniemy  pierwsze  równanie  od  drugiego,  uwaźajęc 
że  MF  4-  MF'  =  2a,  NF  +  NF'=  2c,  i  dzieląc  przez  MF'  —  MF, 
będzie 

(NP^       NF). 
MF'  —  MF 

Ale,  w  trójkącie  FMF',  normalna  MN  jest  dwójsieczn^ 
k§ta   M ;  zatem  mamy 

NF'   _  NF  _  NF'  —  NF  _  NF'  -f  NF  _  g 
MF'  "■  MF  ""  MF  —  MF  ~  MF'  +  MF  ~  a  ' 

Podstawiając  wartość  niewiadomego  stosunku  w  poprzedza- 
jącem  równaniu,  otrzymujemy 

a 


zkęd 


MD=- =». 
a 

MRCHAHIKA.  II.-  5 
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Podobne  dowodzenie  w  hiperboli  daje  taki  sam  wynik  ;  uwa- 
żając tylko  że  xNF'  +  NF  =  2c,    ±  (MF'  —  MF)  =  2«. 

Nakoniec  niech  będzie  parabola,   mająca  ognisko  F  i  kie- 


rownicę GL,  w  której  MD  jest  rzutem  normalnej  MN  na 
promieniu  wodzącym  MF,  i  NP  jej  rzutem  na  osi;  ostatni 
rzut,  jako  wiadomo,  jest  równy  parametrowi  p.  Owoź,  widzimy 
łatwo  że  trójkąt  FMN  jest  równoramienny,  FT  =  FM  =  FN ; 
ztąd  wy^^il^a  ^6  dwa  trójkąty  prostokątne  DMN  i  PMN  są 
równe,  bo  mają  spoiną  przeciwprostokątnę  MN  i  kąty  DMN,  MNP 
równe.  Więc   DM  =  NP  =  p. 

Możemy  teraz  eleganckiem  wykreśleniem  znaleźć  promiert 
krzywizny  trzech  stożkowych.  Jakoż,  nazywając  a  kąt  NMF, 
będzie 


M    N    N 
c  =  N.  -.  — 

P    P 


N 


dosa*   dOSa' 


więc  z  punktu  N  wyprowadź  prostopadłe  NE  do  normalnej  MN 
aż  do  spotkania  E  z  promieniem  wodzącym  MF,  i  z  punktu  E 
prostopadłe  EK  do  lego  promienia  aż  do  spotkania  K  z  nor- 
malną przedłużoną.  Prosta  MR  będzie  promieniem  krzywizny 
w  punkcie  M  danej  stożkowej. 

Między  kątem   «,   promieniem  krzywizny  p  i  parametrem  p 
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jest  związek ;  albowiem 

N' p     p 

^        p^         /£Y         dos'a' 

albo 

ik)  pdos'a  =  p. 

PRZYSPIESZENIE  W  RUCHU  PLANET  OKOŁO  SŁOŃCA. 

Dowiedziemy  najpierwej  następującego  zadania. 

/i3.  Twierdzenie.  Jeili  punkt  materyalny  M  porusza  się  na 
płasczyznie  tak  że  promień  wodzący  OM  opisuje  powierzchnie 
proporcyonalne  do  czasów^  przyspieszenie  ma  kierunek  tego  pro- 
mienia, 

Nazy  wajęc  c  powijsrzchnię  opisane  w  jedności  czasu  przez 
promień  wodzący  OM  =  r,  mamy 

Dwoi,  9  =  luksty^; 

i\ąAy  różniczkując,  wynika 


dt  dt       '^  dt 


Różniczkując  drugi  raz,  będzie 


(Pw  d^x      ^ 
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albo 

(fix       (t-y 

^  — ^. 
X   ~^  y   ^ 

Ostatnie  równanie  pokazuje  źe  dwa  prostokąty  wystawione^ 
jeden  na  składowych  przyspieszenia     — - ,    jj     a   drugi  na 

spółrzędnych   x,  y  punktu  M,   s^   podobne.   Więc  przyspie- 
szenie całe  j  jest  skierowane  wedle  promienia  wodzącego  OM. 

Wzajemnica  jest  prawdziwa.  Zresztę,  twierdzenie  i  jego  wza- 
jemnica  były  Juz,  i  nawet  ogólniej,  dowiedzione  w  Dynamice. 

Wyrachujmy  teraz  przyspieszenie  j.  Nazywając   «  kęt  nor- 
malnej z  promieniem  wodzęcym^  mamy 

P 


Owoż  (Ki), 


dt         r 


więc 


m 

albo  (42,  form.  U\ 

(li 

Kepler  obserwacy§  odkrył  trzy  ustawy  obrotu  planet  około 
słoiica  : 

1=  Katda  planeta  przebiega  ellipsę  kturej  sionce  zajmuje  jedno 
z  ognisk. 
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29  Promień  wodzący  poprowadzony  od  słońca  do  planety  opisuje 
powierzchnie  proporcyonalne  do  czasófo, 

Z°  Kwadraty  czasów  całkoioitych  obrotów  planet  sa  proporcyo- 
•   nulne  do  sześcianów  wielkich  osi  orbit. 

Wiemy  źc  parametr  ellipsy  wyraża  się  przez 

b'^ 
a 

Powierzchnia  ellipsy  ma  za  miarę  i^ab ;  zatem,  jeśli  nazwie- 
my T  czas  całego  obrotu  planety  około  słońca^  będziemy  mieli 

Podstawiając  te  wartości  w  formule  (1),  otrzymujemy  przys- 
pieszenie j  ruchu  planety 


. Uk^    1 


Dla  drugiej  planety  będzie  tak  samo 

Ale,  wedle  trzeciej  ustawy  Keplera  mamy 


a^  __a^. 


z(§d  wnosimy  ze,  w  ruchu  elliptycznym  planet  około  słońca, 
przyspieszenie  jest  ciągłe  skierowane  ku  środkowi  słońca,  i  jest 
w  stosunku  odwrotnym  kwadratu  odległości  planety  od  stońca. 
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Uwaga.  Można  mieć  formułę  przyspieszenia  całego  ogólniej- 
sza od  (1)  podanej  wyżej.  Dość  tylko  uważać  że 

t;«        1 
p     dos« 


Owoż 


(loSa  =  -=-  y 


a  promień  krzywizny  w  funkcyi  spółrzędnycti  biegunowycłi 
wyraża  się  przez 

d^ 

V  dQ''         rf9V 

więc 


Ale,  na  mocy  zasady  powierzchnia  mamy 


d^  _U^. 
^  dł\  ~  H  • 


zatem 


Ta  formuła  może  się  jeszcze  uprościć.  Jakoż 

,1  dr  ,j   1       2rf?-2  —  ?'dh- 

r  r^  r  r^ 
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Podstawiając  ostatni^!\varlość,  znajdujemy  ogóln§  formułę 


UC^I  1  *  7* 

(2)  •  ^''^l^\r  +  ~d¥^' 


która  daje  przyspieszenie  całe  punktu  ruchomego  gdy  jego  kr^żna 
jest  wiadoma. 

Zastosujmy  formułę  (2)  do  planet.  Kr^źna  elliptyczna  planet 
ma  równanie 

. p 

'  ""1  +  edosG  ' 


z  którego  wywodzimy 


-  =  -  (1  4-edosG). 
r       P 


d^.  i=_£.dose; 

7*  p 


Więc 


.? T*  ' 

wynik  ten  sam  co  poprzednio  otrzymany. 
Weźmy  leraz  równanie  ogólne 

r=  —£—. 
1  +  edosX9 

Jeśli  X  jest  spółmierne,  to  równanie  przedstawia  krzywe 
algebrycznę;  a  jeśli  X  jest  niespółmierne,  ta  krzywa  będzie 
lini^  przestępna. 
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Szukajmy  przyspieszenia  j.  Mamy 

J  =  1  (1  +  edosXe). 


więc 


Nakoniec,  jeśli  orbila  jest  lemniskat^  Bernullego 

r2=  «2wst29, 


bodzie 


1         i        -i 


zk^d 


-T^  = wst  26  dos  26, 


1 


-^=  1  (3wst^  2edos22e  +  2wst«~2e)  =  i(^  -  i]; 


więc 


12c%* 


Owoż,  dla  wyznaczenia  statecznej    c,  mamy  powierzchnię 
iemniskaty 


?-Ve  =  a2  I   wst2e  =  ^. 
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kt()ra  duje 


więc  ostiitecznie 


RUCH  POJEDYiNCZY  UKŁADU  NIEZMIENNEGO. 

hh.  Nazywa  się  układem  niezmiennym  zbiór  punktów  któ- 
rych odległości  względne  zostaję  cięgle  te  same.  Figura  układu 
nieznniennego  jest  określona,  gdy  sę  wiadome  odległości  trzecłi 
punktów  nie  w  linii  prostej^  i  odległości  każdego  innego  punktu 
układu  od  tycli  trzecłi.  Z  tęgo  oltreślenia  wynika  2e  położenie 
układu  w  przestrzeni  jest  wyznaczone,  gdy  sę  wiadome  poło- 
żenia trzecłi  jego  punktów  M,  Nj  P  tworzęcycli  trójkęt;  więc, 
aby  znać  zupełnie  ruch  układu  niezmiennego^  dość  tylko  znać 

ruchy  trzecłi  wierzchołków  Irójkęta  MNP. 

* 

Dwa  sę  ruchy  pojedyncze  które  układ  niezmienny  brać  może, 
ruch  przeniesienia  i  ruch  wirowy,  określone  jako  następuje  : 

!•  ftucu  PRZENIESIENIA  {ruch  postepowy).  Mówi  się  że  układ 
niezmienny  ma  w  przestrzeni  7'uch  przeniesienia,  gdy  wszystkie 
jego  punkta  opisuję  jednocześnie  linie  równoległe  i  równe. 

Niech  będę  M,  N^  P  trzy  punkta  układu,  nie  leżęce  w  linii 
prostej,  których  położenia  wyznaczajęjego  położenie  w  przes- 
trzeni, niech  będzie  także  AA'  krężna  punktu  M,  BB'  krężna 
drugiego  punktu  N,  i  CC  krężna  trzeciego  P.  Układ  będzie 
mitił  ruch  przeniesienia,  jeśli  trzy  krężne  AA',  BB',  CC  sę 
trzema  położeniami  równoległemi  między  sobę  jednej  i  toj  sa- 
mej linii. 

Na  końcu  pewnego  czasu  t  wierzchołki  trójkęta  MNP  zaj- 
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muj§  na  trzech  kr^nych  odpowiedajęce  położenia    M,  N,  P  ; 


na  końcu  czasu  t-\-^t  wierzchołek  M  przeniósł  się  na  M'. 
wierzchołek  N  na  N',  i  wierzchołek  P  na  P';  trójkąt  MNP 
wzi§ł  położenie  M'N'P'  nie  zmieniając  kształtu.  W  ruchu  prze- 
niesienia boki  trójkąta  MNP  zostaje  cięgle  równoległe  do  siebie 
samych,  a  jego  wierzchołki  maję  w  każdej  chwili  prędkości 
równe  i  równoległe.  Jakoż;,  na  mocy  określenia  tego  ruchu, 
jakikolwiek  jest  jego  rodzaj,  łuki  MM',  NN',  PP  sę równe  i  ró- 
wnoległe; zatem  ich  cięciwy  MM',  NN',  PP'  sę  także  równe  i 
równoległe,  jakkolwiek  małe  sę  łuki.  To  dowodzi  że  boki  MN 
i  M'N',  MP  i  M'P',  NP  i  N'P'  sę  cięgle  równe  i  równoległe 
między  sobę.  Nadto 

MM'       NN'  _  PF  . 


A/ 


M 


wiec  granice  tych  stosunków,  to  jest  prędkości  punktów  M,  N,  P, 
sę  równe  i  równoległe. 

Ztęd  wynika  że  :  1°  wszelka  prosta,  łęczęca  dwa  jakiekolwiek 
punkta  układu  niezmiennego,  zostaje  równoległa  do  siebie 
samej,  w  każdem  położeniu  tego  układu  ;  2*  wszystkie  punkta 
układu  maję  prędkości  równe  i  równoległe.  Dlatego  mówi  się 
że  cały  układ  porusza  się  równolegle  do  siebie  samego,  z  pręd- 
kością spoinę  wszystkim  jego  punktom  w  każdej  chwili.  Więc, 
aby  znać  ruch  przeniesienia  układu  niezmiennego,  przez  czas 
jakikolwiek,  dość  wyznaczyć  przez  ten  czas  ruch  jednego  tylko 
z  jego  punktów  składowych. 
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2"*  Ruch  wirowy.  Jeśli  układ  niezmienny  w  ruchu  jest  stale 
związany  z  dwoma  punktami  A  i  B  nieruchomemi^  wszystkie 
jego  punkta  le2:9ce  na  kierunku  prostej  AB  zostaje  nieruchome^ 
a  wszystkie  inne  opisuje  około  tej  linii  okręgi  kół  zwanych 
równoleżnikami.  Ten  ruch  obracania  się  układu  około  pros- 
tej AB,  nazywa  się  ruchem  wirowym^  a  ta  prosta  osia  wiro- 
wania. 

W  ruchu  wirowym  promienie  równoleżników  opisuje  jedno- 
cześnie k§ty  równe  6;  wartość  a9  k^ta  opisanego  w  cza- 
sie A/,  przez  każdy  z  tych  promieni,  nazywa  się  przemieszcze- 
niem kąlotoem  układu  przez  ten  czas.  Ruch  wirowy  jest  określony 
ustawę  która  daje  wartość  k§t«  O  w  funkcyi  czasu  t 

Pochodna    -7-    nazywa  się  prędkością  kątowa,  a  pochodna 

druga  -j^  przyspieszeniem  katowem.  Według  jak  prędkość  ki- 
towa jest  stateczna  albo  zmi^nnaj  ruch  wirowy  jest  jednostajny 
albo  zmienny ;  a  jeśli  przyspieszenie  kętowe  jest  stateczne  ruch 
je&t  jednostajnie  zmienny. 

Nazwijmy  s  łuk  koła  opisany  w  czasie  t  przez  punkt  M 
układu,   r  proniieii  wodzęcy,  i  B  k§t  opisany  przez  ten  pro- 
mień; nakoniec,  oznaczmy  przez  t;  prędkość  punktu  M  i  przez  &> 
-  prędkość  kitowe;  będzie 


zk§d 


x  =  re; 


fis  _    ^d^  fp^  __     rfie 

dt  ~^df'  dr'  ~  ''  dt^  ' 


albo 


dv  di 


a> 


"  =  '•"'         -11  =  ' dl 


Ostatnie  formuły  pokazuję  że,  w  ruchu  wirowym  jednosfaj- 
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nym  prędkość  punktu  M  jest  proporcyonalna  do  jego  odle- 
głości od  osi  wirowania;  a  w  ruchu  wirowym  jednostajnie 
zmiennym  przyspieszenie  jest  proporcyonalne  do  f  ej  odległości. 

Uwaga.  Gdy  jedna  bryła  obraca  się  około  drugiej,  jak  na 
przykład  księżyc  około  ziemi,  trzeba  dobrze  uważać  żeby  nie 
wzięć  przeniesienia  kołowego  za  ruch  wirowy.  Oloż,  w  ruchu 
przeniesienia j  linie  proste  łęczyce  dwa  jakiekoi  wiek  punkta  bryły 
zostaję  cięgle  równoległe  do  siebie  samych ;  więc^  przypuszcza- 
jąc ten  ruch,  widziandby  z  powierzchni  ziemi  wszystkie  części 
księżyca,  jedne  po  drugich,  w  całym  okresie  jego  obrotu.  Jeśli 
przeciwnie  księżyc  ma  ruch  wirowy  około  ziemi,  płasczyzna 
oddzielająca  jogo  część  widzialne  od  niewidzialnej,  zostanie 
ciągle  prostopadła  do  linii  środków  księżyca  i  ziemi ;  dlatego 
jedno  lylko  i  zawsze  to  samo  półsferzc  księżyca  będzie  widziane 
z  powierzchni  ziemi.  Co  też  właśnie  daje  obserwiacya,  z  małe 
różnicę  kołysań  księżyca  które  pozwalaję  widzieć  brzegi  dru- 
giego półsferza.  Mamy  wiec  prawo  powiedzieć  że  ruch  księżyca 
byłby  całkiem  wirowy  około  ziemi ,  gdyby  ziemia  zostawała 
nieruchoma  w  przestrzeni.  Ale  te  odróżnienia  ruchów  tycza 
się  tylko  ciał  majęcych  rozmiary  skończone.  Ruch  punktu  ma- 
teryalnego  nis  jest  ani  przeniesieniem  aoi  wirowaniem,  jest 
ruchem  pojedynczym. 

U5,  Aby  ruch  wirowy  był  zupełnie  określony,  trzeba  żeby 
była  wiadoma  oś  wirowania,  prędkość  kętowa,  i  strona  ruchu. 
To  wszystko  może  się  przedstawić  jedne  linię  proste.  Dość 
tylko  wzięć  długość  któraby  wyrażała  prędkość  keto  w  ę,  i  po- 
nieść ję  na  oś  wirowania,  zaczynajęc  od  punktu  obranego  za 
poczętek,  w  stronę  takę  żeby  widz,  majęcy  nogi  na  poczętku 
a  głowę  na  końcu  lej  odległości,  spostrzegał  ruch  odbywajęcy 
się  od  lewej  ręki  do  prawej,  jako  ruch  pozorny  słońca.  Ten 
ruch  wsteczny  wirowań  jest  nam  najdogodniejszy,  bo  się  zgadza 
z  temi  których  używamy  w  geometryi.  Dlatego  wirowanie  od 
lewej  ręki  do  prawej  nazwiemy  dodatnem^  a  wirowauie  w  slronę 
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przeciwna  odjemnem.  Tym  sposobem  uważając  trzy  osie  spól- 
rzędnych  dodatnych  0X,  OY,  OZ,  widzimy  że  w  wirowaniu 
dodatnem  ruch  się  odbywa  około  OZ  od  x  do  ^ ;  około  0X 
od  y  do  Z)  nakoniec  około  OY  od  z  do  x. 

Dowiedziemy  teraz  kilku  twierdzeii  których  potrzel)UJemydo 
wyłożenia  rucłiu  względnego. 

/i6.  FiGURA  PŁASKA  RUCHOMA  NA  PŁAsczYZNiE.  Gdy  figum  płaska 
bkrze  rótnv  położenia  na  płasczijznWy  motnają  zawsze  sprowadzić 
z  jednego  połotenia  na  drugie  ruchem  wirowym  około  jednego 
z  punktów  lej  płasczyzny  jako  środka,  albo  co  to  samo,  ruchem 
wirowym  około  jednej  osi  prostopadłej  do  płasczyzny  figury. 

Na  dowodzenie  tego,  przez  dwa  jakiekolwiek  pmikta  A^  B 


• 


a/- 


figury  poprowadźmy  linię  prosię,  i  przypuśćmy  że  la  prosta 
ma  kierunek  AB  w  pierwszem  położeniu  figury  a  kierunek  A'B' 
w  drugiem  położeniu.  Poczem,  połączmy  dwa  punkla  odpo- 
wiedne  A,  A'  linię  prosię  AA',  i  dwa  punkta  odpowiedne  B,  B' 
linię  prosię  BB' ;  ze  środków  H  i  K  tych  dwóch  iinij  wypro- 
wadźmy prostopadłe  HO  i  KO,  które  się  ogólnie  przetnę 
w  punkcie  O;  nakoniec,  połęczmy  OA,  OB,  OA',  OB'.  Teraz 
uważajmy  że  dwie  pochyłe  OA  i  OA'  sę  równe;  lak  samo 
dwie  pochyłe  OB  i  OB'  sę  także  równe.  Zatem,  dwa  trój- 
kęty  ,OAA',  OBB'  sę  równe  jako  majęcelrzy  boki  równe;  ztęd 
wynika  że  kęty  AOA',  IJOB'  sę  równe.  Jeśli  więc  damy  figurze, 
do  której  należy  prosta   AB,  ruch  wirowy  około  środka   O, 
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pod  kolein  AGA',  punkt  A  padnie  na  A'  i  punkt  B  na  B', 
a  temsamem  pierwsza  figura  przystanie  we  wszystkich  punktach 
do  drugiej.  Widzimy  tym  sposobem  źe  na  plasczyznie  figury 
płaskiej  istnieje  zawsze  jeden  punkt,  około  którego  ta  figura 
wirujęc  może  przejść  z  jednego  położenia  na  drugie ;  istnieje 
więc  w  tym  jedynym  punkcie  oś  wirowania  figury  prostopadła 
do  jej  płasczyzny. 

Gdy  proste  AA',  BB',  ł^icz^ce  punkta  odpowiedne,  s§  ró- 
wnolegle albo  się  schodzą  w  jedną  linię,  wtedy  prostopadłe 
wyprowadzone  ze  środków  H  i  K  prostych  AA'  i  BB'  są 
równoległe.  W  tym  przypadku,  żeby  sprowadzić  figurę  AB 
do  przystawania  z  figurą  A'B',  dość  jest  dać  pierwszej  figurze 
ruch  przeniesienia  prostolinijnego  w  kierunku  przyzwoitym. 
Owoźj  ruch  tego  rodzaju  może  być  uważany  jako  ruch  wirowy 
około  punktu  nieskończenie  odległego  na  płasczyznie  figury. 
Więc,  z  tym  szczególnym  przypadkiem  ruchu  wirowego,  twier- 
dzenie w  mowie  będące  jest  ogólne. 

W  dowodzeniu  twierdzenia  okazaliśmy  że  dwa  punkta  od- 
powiedne  A,  A'  są  równo  oddalone  od  punktu  O ;  tak  samo 
dwa  punkta  odpowiedne  B,  B'  są  także  równo  oddalone  od 
punktu  O.  Owoż,  punkta  A  i  B  są  wzięte  dowolnie  na  pierw- 
szej figurze;  więc  dwa  punkta  odpowiedne  jakiekolwiek  M,  M' 
są  równo  oddalone  od  tego  samego  punktu  O.   Ztąd  wynika 

Twierdzenie.  Prostopadłe  wy pi^owadzone  ze  środka  prostych  kk\ 
łączących  dum  połotenia  tego  samego  punktu  figury  rachomej  na 
płasczyznie,  schodzą  sio  w  jednym  punkcie  O  który  sie  nazywa 
środkiem  wirowania  figury, 

67.   ElOURA  SFERYCZNA  RUCHOMA  NA  SFERZE.  SlOSUJąC  do  tlgury 

sferycznej  rozumowanie  użyte  w  poprzedzającym  numerze, 
i  zastępując  linie  proste  przez  łuki  kół  wielkich,  dowiedzie  się 
takie  że  :  figura  sferyczna  ruchoma  pa  swojej  sferze,  może 
być  sprowadzona  z  jakiegokolwiek  położenia  na  inne,  ruchem 
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wirowym  około  jednego  punktu  powierzchni  sfery  jako  bie- 
guna, albo  co  to  sanno,  ruchem  wirowym  około  jednej  średnicy 
sfery  jako  osi. 

/(8.  Układ  niezmienjsy  ruchomy  ly  przestrzeni.  Jakikolwiek 
jest  ruch  układu  niezmiennego,  można  zawsze  sprowadzić 
ten  układ  z  jednego  położenia  na  drugie,  dając  mu  najpierwej 
ruch  przeniesienia  a  potem  ruch  wirowy. 

Niech  będę  A,  B,  C,...  punkta  układu  bryłowego  w  pierwszera 


A 
\ 


.A' 


M 


B 


15'»  -^B"  D" 


położeniu,  i  A',  B',  G',.--  te  same  punkta  w  drugiem  położeniu. 
Połączmy  punkta  A  i  A'  linią  prostą  AA',  i  poprowadźmy  przez 
wszystkie  inne  punkta  B,  G,  D,..,  linie  proste  BB*,  CC,  DD",... 
równe  prostej  AA'  i  do  niej  równoległe.  Aby  sprowadzić  układ 
z  pierwszego  położenia  ABCD...  na  drugie  A'B'C'D'...,  dajmy 
mu  najpierwej  ruch  przeniesienia  prostolinijny  mający  wielkość 
i  kierunek  linii  prostej  AA';  punkta  A,  B,  C,  D,...  przyjdą 
na  A',  B'',  C,  D*,...  Poczem,  wyobraźmy  sobie  sferę  nakreśloną 
z  punktu  A'  jako  środka,  promieniem  jakimkolwiek;  ta  sfera, 
przecinając  promienie  A'B',  A'C',  A'D',...  w  punktach  A',  c',  </',,.. 
i  promienie  A'B',  A'G%  A'D*,...  w  punktach  ft",  c*,  rf",,..  utwo- 
rzy dwie  figury  sferyczne  oczywiście  przystawalne.  Owoż,  wiemy 
że  obracając  figurę  sferyczna  ^Vrf\..  około  pewnej  średnicy 
sfery,  możemy  ją  sprowadzić  na  figurę  równą  6'eV/'... ;  co  uczy- 
niwszy, widzimy  że  punkta  B"  G",  D",...  padają  na  B',  G',  D',..«; 
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więc  można  sprowadzić  układ  niezmienny  z  pierwszego  poło- 
żenia ABGD...  na  drugie  A'B'C'D'.  .  za  pomoce  przeniesie- 
nia wedle  AA'  i  wirowania  około  pewnej  osi  MN,  przecho- 
dzącej przez  A'. 

To  cośmy  powiedzieli  o  punkcie  A  stosuje  się  do  wszys- 
tkich punktów  układu,  i  temsamem  do  każdego  punktu  stale 
z  tern  układem  związanego.  Można  więc,  zmieniając  jak  się 
podoba  ruch  przeniesienia  i  biorąc  przyzwoity  ruch  wirowania, 
sprowadzić  układ  niezmienny  z  jednego  położenia  na  jakie- 
kolwiek inne.  Między  rozmaitemi  doborami  tych  dwóch  ru- 
chów, istnieje  zawsze  jeden  w  którym  przeniesienie  jest  równo- 
ległe do  osi  wirowania.  Jakoż,  przetnijmy  układ  niezmienny 
płasczyzn^  P  prostopadła  do  osi  wirowania  MN,  i  nazwij- 
my F  figurę  tego  przecięcia.  W  przeniesieniu  układu  we- 
dle AA',  figura  F  przenosi  się  na  płasczyznie  P  równoległej 
do  P ;  a  potem  w  wirowaniu  około  osi  MN  figura  F  obraca 
się  na  płasczyznie  P'  i  bierze  położenie  F.  Owoż,  aby  spro- 
wadzić tę  figurę  z  pierwszego  położenia  F  na  ostatnie  F',  mo- 
żemy jej  dać  najpierwej  ruch  przeniesienia  równoległy  do  osi  MN 
i  równy  odległości  dwóch  płasczyzn  równoległych  P,  P',  a 
potem,  obracając  j^  pi*zyzwoicie  na  płasczyznie  P',  przywieśdź 
na  położenie  F'.  Tym  sposobem,  odbywając  dwa  wskazane 
ruchy,  układ  niezmienny  związany  z  figurą  F  przechodzi  z  po- 
łożenia ABGD...  do  położenia  A'B'G'D'.  .  Więc  istnieje  w  przes- 
trzeni pewna  oś,  wedle  której  wykonywając  przeniesienie 
i  następnie  wirowanie  można  sprowadzić  układ  niezmienny 
z  jednegopołożenia  na  inne  jakiekolwiek. 

nUGH  WZGLĘDNY  PUNKTU  MATRRYALNEGO. 

69.  Wiemy  już  że  ruch  względny,  czyli  ruch  pozorny,  punktu 
materyalnego  tem  się  różni  od  ruchu  samoistego,  to  jest  od 
ruchu  istotnego  który  ten  punkt  posiada-  że  jego  krę żna  i  pręd. 
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kość  są  odniesione^  nie  do  osi  spółrzędnych  niezmiennych  jako 
w  ruchu  rzeczywistym,  ale  do  osi  mających  pewny  ruch  w  przes- 
trzeni. 

Wszystkie  ruchy,  które  spostrzegamy  na  powierzchni  ziemi 
albo  na  niebie,  s%  ruchami  pozornemi.  Wiadomość  ruchów 
względnych  jest  niezbędnie  potrzebna,  nietylko  z  przyczyfty  że 
nie  znamy  punktu  nieruchomego  w  przestrzeni  któryby  za 
początek  osi  spółrzędnych  wziąć  można,  ale  głównie  dlatego 
że  ruchy  względne  prowadzą  do  poznania  ruchu  samoistego, 
albo  raczej  do  wiedzy  ruchu  który  za  samoisty  uważamy. 

I  tak,  przytaczając  poprzednio  użyty  przykład,  na  statku 
który  płynie  spokojnie,  ruch  małej  kulki  toczącej  się  na  pomoś- 
cie  jest  ruchem  względnym^  a  ruch  płynącego  statku  ruchem 
uniesienia.  Te  dwa  ruchy,  uważane  jako  jednoczesne,  składają 
się  i  dają  ruch  kulki  względem  ziemi.  Ruch  wynikowy  jest 
jeszcze  ruchem  względnym,  ponieważ  ziemia  nie  jest  w  spo- 
czynku. Owoż,  ruch  wirowy  ziemi  około  linii  biegunów  jest 
ruchem  uniesienia ;  składając  znowu  te  dwa  nowe  ruchy,  otrzy- 
mujemy ruch  kulki  względem  osi  mających  kierunki  stateczne 
które  przechodzą  przez  środek  ziemi.  Ale  nowy  ruch  wynikowy 
nie  jest  jeszcze  samoistym  ruchem  kulki,  ponieważ  ziemia 
obraca  §ię  około  słońca.  I  tak  dalej. 

Jako  widzimy,  zagadnienie  składania  ruchów  jest  następujące : 
Mając  dany  ruch  punktu  M  względem  układu  ruchomego  S, 
zwanego  układem  porównania,  i  znając  ruch  uniesienia  tego 
układu,  znaleźć  ruch  samoisty  punktu  M.  —  Zagadnienie  od- 
wrotne, rozkładanie  ru^chu,  zależy  na  tern  żeby,  mając  dany 
ruch  rzeczywisty  punktu  M,  znaleźć  jego  ruch  wT^Iędem 
układu  S  którego  ruch  jest  wiadomy;  albo  jeszcze,  znając  ruch 
samoisty  i  ruch  względny  punktu  M,  znaleźć  ruch  układu 
porównania  S. 

Układ  porównania  S  stanowią  trzy  osie  prostokątne  spół- 
rzędnych. Mierząc  w  każdej  chwili  spółrzędne  punktu  M  \yzglę- 

HECBANIKA.  II — 6 
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dem  trzech  osi  ruchomych,  i  oznaczając  ich  wartości  na  trzech 
osiach  stałych,  otrzymujemy  krainę  względną  tego  punktu. 

Kr§żna  względna  należy  do  układu  porównania  S  i  uczestni- 
czy jego  ruchowi  uniesienia.  Przypuśćmy  więc  że,  począwszy 
od  czasu  if  układ  ruchomy  osi  OC,  On,  OC  unosi  z  sobą  krążnę 


t| 


względną,  i  niech  będą  AB,  A'B',  A*B%  A*'B*',...  położenia 
tej  krążnej  w  czasach  t,  ^',  f^  ^j***;  przypuśćmy  nadto  że, 
w  tych  różnych  epokach,  punkt  ruchomy  bierze  położenia 
M,  N.  P,  Q  na  linii  ruchomej  AB.  Na  końcu  czasu  t  punkt 
ruchomy  znajduje  się  w  M ;  w  przeciągu  czasu  f  —  t  ten 
punkt  przebiega  przestrzeń  MN  na  krążnej  względnej  AB,  tak 
że  na  końcu  czasu  t'  zajmuje  miejsce  N ;  ale  przez  ten  czas 
krążna  względna  przechodzi  z  położenia  AB  na  położenie  A^B', 
i  punkt  ruchomy  zostaje  przeniesiony  w  N^  Więc  na  końcu 
czasu  f  punkt  ruchomy  zajmuje  w  przestrzeni  miejsce  N^ 
Dowiedzie  się  tak  samo  że  na  końcu  czasu  f  krążna  względna 
ma  położenie  A^^B",  i  punkt  ruchomy  jest  w  P";  i  tak  dalej. 
Więc  punkt  ruchomy  opisuje  w  przestrzeni  krążnę  MN'F'0*... 
i  zajmuje  na  niej  położenia  M,  N',  P*,. .  na  końcu  czasów  t^  t'  t%. . 
Mamy  tym  sposobem  krążnę  samoistą  i  ustawę  ruchu  na  tej 
linii;  to  jest,  znamy  zupełnie  ruch  samoisty  punktu  materyal- 
nego  za  pomocą  ruchów  składowych. 
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Analitycznie  składanie  i  rozkładanie  rucłiów  jest  poprostu 
kwesty^  przekształcenia  spółrzędnych ,  któreśmy  wyłożyli 
w  Dynamice  punktu. 

50.  Można  znaleźć  prędkość  samoist^  punktu  ruchomego, 
znając  jego  prędkość  względną  i  prędkość  ruchu  uniesienia. 
[Niech  będzie  M  położenie  punktu  ruchomego  na  końcu  cza- 


Al         jS 

SU  i,  i  AB  kr§żna  względn.a  tego  punktu.  Punkt  M  przemieszcza 
się  na  swojej  kr§łnej  względnej  tak^  że  na  końcu  czasu  t-[-^t 
znajduje  się  w  N ;  ale^  w  tym  samym  czasie  krążna  AB,  skut- 
kiem ruchu  uniesienia  osi  zmiennych^  bierze  położenie  A^^ 
i  punkt  M  zostaje  przeniesiony  w  N'.  Owoż,  gdyby  punkt  M 
nie  miał  ruchu  względnego^  byłby  w  M'  na  końcu  czasu  tĄ-^; 
zatem^  z  przyczyny  ruchu  względnego,  ponkt  ruchomy  prze- 
chodzi w  czasie  ^t  z  położenia  M  na  położenie  N^  w  przestrzeni. 
Widzimy  więc  że 

MN'  jest  przemieszczeniem  samoistem  punktu  ruchomego, 

MN  albo  M'N' jego  przemieszczeniem  względnem^ 

MM'  przemieszczeniem  w  ruchu  uniesienia.  Zt§d  wnosimy 

Twierdzenie.  Cięciwa  przemieszczenia  rzeczywistego  w  cza- 
sie At  jest  wynikowa  cięciwy  przemieszczenia  względnego  i  cięciwy 
przemieszczenia  w  ruchu  uniesienia. 

RówNOLEGŁOBOK  PRĘDKOŚCI.  Uważajmy  teraz  że^  gdy  czas  ^t 
dąży  do  zera^  cięciwy  różnią  się  od  swych  łuków  tak  mało  jak 
się  podoba,  a  ich  stosunki  do  ^t  mają  za  odpowiedne  granice 
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^'artości  v,  v'y  y",  przez  które  oznaczamy  prędkość  samoistęi 
prędkość  uniesienia  i  prędkość  względną.  W  tym  samym  czasie 
czworobok  MM'N'N,  ogólnie  skośny,  dąży  do  czworoboku  płas- 
kiego, i  ma  za  granicę  nieskończenie  mały  równoległobok 
którego  dwa  boki  i  przekątna  w  punkcie  M  są  proporcyonalne 
do  prędkości  t/,  u",  v.  Jeśli  więc  zbudujemy  równoległobok 
na  prędkości  uniesienia  t;'  =  MR  i  na  prędkości  względnej 
tf  =  MS,  przekątna  MT  tego  równoległoboku  będzie  przed- 
stawiała wielkość  i  kierunek  prędkości  samoistej  t;  punktu 
ruchomego.  Zatem 

Twierdzenie.    Prędkość    samoisła  jest   wynikową  prędkości 
względnej  i  prędkości  uniesienia. 

Gdyby  prędkości  t;'  i  v''  zamieniły  się  jedna  na  drugą,  to 
jest,  gdyby  pierwsza  była  prędkością  względną  a  druga  pręd- 
kością uniesienia,  wykreślenie  równoległoboku  dałoby  jeszcze 
tę  samą  przekątne,  i  temsamem  jednakową  prędkość  samoistą. 
Dlatego  dwie  prędkości  v'  i  u"  nazwano  ogólnie  składowemi 
prędkości  samoistej   v. 

Jeśli  trzeba  znaleźć  prędkość  względną  MS,  znając  prędkość 


samoistą  MT  i  prędkość  uniesienia  MU,  dość  uważać  i:e  MS 
jest  przekątną  równoległoboku   MTSR'.  Ztąd  wynika 

Twierdzenie.    Prędkość  iczględna  jest  wynikową    prędkości 
samoistej  i  prędkości  uniesienia  icziętej  w  stronę  przeciwną. 

51.  Twierdzenie  składania  prędkości  względnej  z  prędkością 
uniesienia  jest  ogólne,  i  stosuje  się  do  jakiejkolwiek  liczby 
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ruchów  uniesienia.  Aby  znaleźć  prędkość  rzeczywista  punktu, 
którego  ruch  jest  uważany  jako  wynikowy  kilku  ruchów  jedno- 
czesnych^  składa  się  prędkość  względna  Vy,  z  prędkością  unie- 
sienia Vu,  za  pomoce  trójkąta,  i  otrzymana  wynikowe  u^^  uwata 
się  za  drug^  prędkość  względna;  składaj/^c  znalezioną  prędkość 
względną  t;',.,  z  drug§  prędkością  uniesienia  t/uj  otrzymuje 
się  nową  wynikowe  v''„  która  jest  nową  prędkością  względną; 
i  tak  dalej,  aż  do  ostatniej  prędkości  uniesienia.  Linia  zamyka- 
jąca wielokąt  przedstawia  wielkość  i  kierunek  prędkości  sa- 
moistej . 

52.  Ruchy  jednoczesne  prostolinijne,  do  których  sprowadzi- 
liśmy ruchy  krzywolinijne,  mogą  się  wytłumaczyć  przez  ruchy 
względne.  Aby  to  dobrze  okazać,  niech  będą  dwa  położenia 
sąsiednie  M{x,  y,  z)  i  M'{X'^^Xy  y-{-A^,  z+Az)  punktu 
ruchomego  M  w  przesti*z6ni.  Wiemy  że  prędkość  tego  punktu 

jest  wynikową  prędkości  składowych    -^ ,    ^ ,    -i-  .    Owoż, 


możemy  wziąć  te  trzy  prędkości  jednoczesne  za  odpowiedające 
prędkości  trzech  ruchów  spółistniejących  punktu  M,  i  uwa- 
żać jeden  z  tych  ruchów,   na  przykład  ruch   mający  pręd- 

kość   -5--,  za  ruch  względny,  a  dwa  inne  za  ruchy  uniesienia. 

W  tern  założeniu,  jeśli  poprowadzimy  przez  punkt  M  łama« 
nę  MABM'^  której  boki  MA,  AB,  BM'  są  przyrostami  Ax,  Ay,  Az, 
nic  nam  nie  przeszkadza  przypuścić  że  punkt  ruchomy    M 
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przebiega   na  kr§żnej .  względnej  MX^  równoległej   do  0X, 

bok  MA  w  czasie  A/  z  prędkością  --r- ;  i  że,  w  tym  sa- 
mym czasie,  ta  kr^żna  MX'  posiada  na  płasczyznie  MAB, 
równoległej  do  XOY^  ruch  uniesienia  na  mocy  którego  każdy 
jej  punkt  opisuje  linię  prosta,  równoległe  do  osi  OT  i  równ§ 
bokowi  AB;  źe  nakoniec  płasczyzna  MAB^  równoległa 
do  XOY^  ma  w  czasie  A^  ruch  przeniesienia  równoległego 
do  osi  OZ  i  równego  bokowi  BM'.  Spółistnienie  tych  ti*zech 
ruchów  jest  równowarte  rzeczywistemu  przemieszczeniu  punktu 
ruchomego  z  położenia  M  do  M'  w  przestrzeni. 

Ten  rozkład  ruchu  na  inne  ruchy,  które  się  przypuszcza 
spółistniejęce  z  pierwszym,  może  się  oczywiście  rozmaitemi 
sposobami  wykonać,  i,  według  przypadku,  wielce  uprościć  za- 
gadnienie Mechaniki.  Ale  trzeba  zawsze  pamiętać  że  składanie 
albo  rozkładanie  ruchów  i  prędkości  nie  znaczy  bynajmniej 
żeby  jeden  punkt  materyalny  miał  kilka  ruchów,  albo  był  oży- 
wiony kilkoma  prędkościami  zarazem.  Kilka  sił  może  działać 
zarazem  na  jeden  punkt  materyalny^  i  nadawać  mu  różnej 
wielkości  i  kierunku  popędy ;  ale  ten  punkty  powtarzamy  raz 
jeszcze,  nie  może  mieć  tylko  jeden  ruch  i  jedn^  prędkość 
w  każdej  chwili. 

Weźmiemy  teraz  parę  przykładów  do  zastosowania  teoryi 
ruchów  względnych. 

53.  Zagadnienie  I.  Punkt  materyalny  M  opisuje,  z  prędkoś- 
cią stateczna  u,  linie  prostą  AB  idąc  od  K  do  B;  a  drugi  punkt 
materyalny  N  ma  wyjść  z  polotenia  N  z  prędkością  staiecZ" 
na  v;  jaki  mu  trzeba  dać  kierunek  teby  spotkał  punkt  M? 

Przypuśćmy  zagadnienie  rozwiązane,  i  niech  będzie  P  punkt 
spotkania  dwóch  punktów  ruchomych  które  wyszły  z  położeń 
początkowych  M  i  N.  Możemy  uważać  że  punkt  N  porusza 
się  na  linii  prostej  NM,  mającej  ruch  równoległy  do  AB 
z  prędkością  stateczna  u.  Mamy  tym  sposobem  kierunek  ruchu 
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względnego  punktu  N;   prędkość  u  ruchu  uniesienia  i  jego 


kierunek  NC  równoległy  do  AB ;  nakoniec  prędkość  v  ru- 
chu samoistego.  Owoż^  niewiadomy  kierunek  NP  ruchu  sa- 
moistego  jest  przekętnę  równoległoboku  wystawionego  na 
kierunkach  NM  i  NC ;  jeśli  więc  na  prostej  NG  weźmiemy 
długość  lND  =  w,  i  przez  punkt  D  poprowadzimy  proste  DE 
równoległa  do  NM,  a  potem  z  punktu  N  jako  środka,  pro- 
mieniem mającym  długość  Vy  nakreślimy  łuk  koła,  punkt  prze- 
cięcia E  tego  łuku  z  prosta  DE  będzie  na  szukanym  kierun- 
ku NP.  Zatem  prosta  NEP  rozwiązuje  zagadnienie. 

Widzimy  łatwo  że  zagadnienie  ma  ogólnie  dwa  rozwiązania; 
ale  w  przypadku  szczególnym  może  być  tylko  jedno  rozwiązanie, 
albo  nawet  nie  być  żadnego. 

5/i.  Zagadnienie  II.  Pływacz^  wychodzący  z  punktu  N  (fig. 
pow.),  chce  przepłynąć  rzekę  w  linii  prostej  NP,  z  wysileniem 
najmniejszem  moiebnem  ;  w  jakim  kierunku  powinien  płynąć  ? 

Przypuśćmy  brzegi  rzeki  równoległe,  i  wodę  jednostajnie 
płyn^c§  z  prędkością  u.  Rozumując  jako  w  poprzedzaj§cem 
zagadnieniu,  widzimy  zaraz  że  jest  wiadomy  kierunek  NP 
prędkości  samoistej,  i  s§  dane  kierunek  i  wielkość  ND  =  u 
prędkości  uniesienia;  a  trzeba  znaleźć  kierunek,  dajmy  nato  NM, 
prędkości  względnej  której  wielkość  ma  być  najmniejsza  mo- 
żebna.  Więc  szukany  kierunek  NM  jest  równoległy  do  pros- 
topadłej DE   spuszczonej  z  punktu  D  na   NP. 

55.   Zagadnienie  III.    Znając  wielkość  i  kierunek  prędkości 
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płynącego  stoiku,  wielkość  i  kierunek  prędkości  wiatm,  wyznaczyć 
stronę  w  która  powiewa  chorągiewka  masztu  ? 


Niech  będzie  M  wierzchołek  maszlu  MP  na  którym  po- 
wiewa chorągiewka;  MA  kierunek  i  wielkość  prędkości  statku, 
MB  kierunek  i  wielkość  prędkości  wiatru.  Możemy  uważać 
powiew  choręgiewki  jako  ruch  punktu  materyalnego  którego 
prędkością  samoisl§  jest  MB,  a  prędkością  uniesienia  MA. 
Więc,  żeby  znaleźć  prędkość  względne,  trzeba  na  przedłuże- 
niu boku  MA  wzi^ć  długość  MA'  =  MA,  i  na  bokach  MB,  M  A' 
zbudować  równoległobok  MBCA' ;  przekątna  MC  tego  równo- 
ległoboku  będzie  prędkością  względna  ruchu  chorągiewki 
i  przedstawi  kierunek  jej  powiewu. 

Można  innym  sposobem  rozwiązać  zagadnienie.  Rozumowa- 
nie które  go  nastręcza,  równie  ogólne  jak  użyteczne,  opiera 
się  na  zasadzie  niezależności  ruchu  względnego  od  ruchu  spól- 
nego,  wysłowionej  jako  następuje  :  ruch  względny  jednego 
układu  w  porównaniu  do  drugiego  nie  jest  zmieniony,  gdy  się  na- 
daje obydwom  układom  ruch  uniesienia  spoiny, 

Owoż,  gdy  siatek  jest  w  spoczynku,  wiatr  orientuje  chorą- 
giewkę masztu  w  kierunku  w  którym  wieje ;  a  gdy  statek  jest 
w  ruchu,  ten  ruch  wpływa  oczywiście  na  kierunek  powiewu 
choręgiewki.  Na  mocy  przytoczonej  zasady,  nie  zmienimy  ru- 
chu względnego  statku  w  porównaniu  do  wiatru,  jeśli  myśl^ 
nadamy  obydwom  ruch  uniesienia  spoiny.  Wyobraźmy  więc 
ten  ruch  spoiny  w  taki  sposób  żeby,  w  chwili  uważanej,  statek 
był  nieruchomy ;  co  się  uskuteczni  [przypuszczając  że  statek 
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i  wiatr  odebrały  zarazem  prędkość  rówD§  i  praeciwn^  pręd- 
kości MA.  Statek  będzie  w  zmyślonym  spoczynku.  Żalem  pręd- 
kość względna  wiatru  będzie  wynikowa  prędkości  MB  któr^ 
rzeczywiście  posiada^  i  prędkości  MA'  któreśmy  nadali  idealnie 
całemu  układowi.  Wszystko  się  dzieje  tak  jak  gdyby  statek  był 
w  spoczynku,  i  jak  gdyby  prędkość  wiatru  była  przedstawiona 
co  do  wielkości  i  kierunku  przez  przekętnę  MG  równoległo- 
boku  MBGA'^  zbudowanego  na  prędkości  MB  wiatru  i  na 
prędkości  MA'  równej  i  przeciwnej  prędkości  MA  statku. 

Powyższe  wykreślenie  pokazuje  wydatnie  dlaczego  ten  sam 
wiatr^  działający  na  dwa  statki,  albo  na  dwa  pocięgi  drogi 
żelaznej,  id§ce  w  strony  przeciwne,  daje  choręgiewkom  stat- 
ków albo  dymom  machin  kierunki  całkiem  różne. 

Gdy  prędkość  pocięgu  drogi  żelaznej  i  prędkość  wiatru  s^ 
w  linii  prostej;  dym  machiny  ma  kierunek  tej  linii  w  jedn^ 
albo  w  drug§  stronę.  Wtedy  może  się  nawet  zdarzyć  że  dym 
machiny,  id§cy  w  stronę  wiatru  przy  zaczęciu  ruchu  pociągu ^ 
bierze  kierunek  wprost  przeciwny  podczas  pełnego  ruchu. 
To  zależy  od  prędkości  wiatru  i  prędkości  ruchu  pocięgu. 

56.  Z  przyczyny  rocznego  ruchu  ziemi  światło  ciałniebiekich^ 
których  ruch  obserwujemy,  nie  przychodzi  we  właściwym 
sobie  kierunku  do  lunet  astronomicznych.  Gdyby  ziemia  była 
nieruchoma  w  przestrzeni,  światło  miałoby  sam  kierunek  pro- 
mienia światłego.  Ale  światło  przebiega  na  sekundę  298000  ki- 
lometrów {1U500  mil) }  a  ziemia^  z  prędkością  średnia  30  ki- 
lometrów (7  i  pół  mil)  na  sekundę,  opisuje  rocznie^  około 
i^ońca^  ellipsę  maj§c9  w  niem  jedno  ze  swoich  ognisk.  Dlatego 
właśnie  kierunek  promienia  światłego,  w  którym  się  okazuje 
ciało  niebieskie,  jest  wynikowa  prędkości  światła  i  prędkości 
ziemi  na  jej  orbicie.  Ta  wynikowa  czyni,  w  stronę  ruchu  ziemi, 
pewny  k^t  z  kierunkiem  rzeczywistym  w  klóiym  się  ciało 
niebieskie  znajduje.  Zt§d  wynika  że  wszystkie  gwiazdy  zdaj^ 
się  opisywać  rocznie  mał§  krzywe  zamknięta  na  niebie.  Ten 
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pozorny  ruch,  sprawiony  rzeczywistym  mchem  ziemi,  stanowi 
to  co  nazywają  aberraeyę  łwiatła. 

RUCH  WZGLĘDNY  DWÓCH  PUNKTÓW  MATERIALNYCH. 
57.  Mech  będ^  x,  y,  z  spółrzędne  punktu  ruchomego  M 


o 


/ 


X 


Z 


% 


odniesione  do  trzech  osi  stałych  0X,  OY,  OZ ;  ruch  tego 
punktu  będzie  określony  skoro  x^  y,  z  będ^  dane  w  fiinkcyi 
czasu  ^ 

Nazwijmy  X|,  ^i,  Zi  spółrzędne  początku  A  trzech  osi 
ruchomych  AC,  Ałj,  AC,  równoległych  do  osi  stałych,  dane 
także  w  funkcvi  czasu  t. 

Spółrzędne  S,  v),  C  punktu  M,  odniesionego  do  osi  rucho- 
mych, będ9  wyrażone  w  funkcyi  czasu  t,  za  pomoce  trzech 
naslępuj^icych  związków 

v  =  y  —  yt 


które  S9  róicnaniami  ruchu  względnego. 
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Uwa^jmy  szczególny  przypadek  w  którym  punkt  M,  którego 
szukamy  ruchu  względnego,  jest  w  spoczynku  samoistym.  Mo- 
żemy przypuścić  źe  punkt  M  jest  w  O,  i  uczynić  a:  =  0,  y=0, 
js  =  0;  co  daje 

C  =  -~  J?! 

'»  =  — yi 

Widzimy  tym  sposobem  że  punkt  nieruchomy  O  ma,  wzglę- 
dem osi  porównania  A^,  Aig,  AZ,  ruch  pozorny  równy  i  prze- 
ciwny ruchowi  początku  A  względem  osi  stałych  0X,  OY,  OZ. 
Ztęd  wnosimy  że  kr§żna  względna,  czyli  pozorna,  punktu  O  jest 
symetryczna  kr§żnej  rzeczywistej  puktu  A.  Te  dwie  kr§żne  S9 
symetryczne,  ogólnie  nierówne,  dlatego  że  spółrzędne  ^i^j/iyZi 
punktu  A  i  spółrzędne  względne  ^,  n,  C  S9  równe  ale  znaków 
przeciwnych. 

Ruch  roczny  pozorny  słońca.  Gdy  punkt  M  jest  w  spoczynku 
samoislym  a  punkt  A  opisuje  kr^żnę  płask§,  wtedy  kr^żna 
pozorna  punktu  M  jest  także  płaska.  Te  dwie  kr^żne  płaskie 
i  symetryczne  s§  równe,  i  różni§  się  samem  tylko  położeniem. 
Mamy  tego  przykład  w  ruchu  rocznym  ziemi  okoła  słońca. 
W  tym  ruchu  ziemia  opisuje  ellipsę,  której  słońce  zajmuje 
jedno  z  ognisk;  zt§d  wynika  że  dla  mieszkańca  ziemi  słońce 
zdaje  się  opisywać  rocznie  ellipsę,  równ§  poprzedzającej,  któ- 
rej jedno  z  ognisk  j^st  zajęte  przez  ziemię. 

53.  Ruch  względny  punktc  odniesiony  do  osi  ruchomych 
jakichkolwiek.  Wyobraźmy  sobie  że  punktowi  ruchomemu 
i  osiom  porównania  dano  ruch  spoiny  jakikolwiek;  ruch 
względny  punktu  nie  będzie  przezto  w  niczem  zmieniony,  na 
mocy  zasady  niezależności  ruchu  względnego  od  ruchu  spól- 
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nego.  Owoż,  jeśli  wybierzemy  ruch  spoiny  taki,  żeby  w  każdej 
chwili  był  równy  i  przeciwny  ruchowi  jaki  osie  posiadają;  te 
osie  zostaną  w  spoczynku,  a  punkt  będzie  miał  ruch  wynika- 
jęcy  ze  składania  ruchu  jaki  naj  pierwej  posiadał  i  z  ruchu  jaki 
mu  potem  idealnie  nadano.  Olóż,  ten  ruch  wynikowy  będzie 
właśnie  szukanym  ruchem  względnym,  w  którym  wyznaczy  się 
kr^nę  względna  jak  gdyby  była  krążn^  rzeczywistą. 

Gdy  osie  porównania  mają  ruch  wirowy,  a  punkt  M,  któ- 
rego szukamy  ruchu  względnego,  jest  w  spoczynku  samoistym 
w  przestrzeni,  ten  ruch  wzglęJny  jest  ruchem  wirowym,  ró- 
wnym i  przeciwnym  ruchowi  osi  zmiennych.  Znajdujemy  tego 
przykład  w  ruchu  dziennym  słońca  i  gwiazd,  który  jest  tylko 
pozorem,  pochodzącym  zfąd  że  ziemia  ma  ruch  równy  i  prze- 
ciwny około  linii  biegunów. 


PRZYSPIESZENIE  W  RUCHU  WZGLĘDNYM. 

59.  Uważajmy  najpierwej  przypadek  w  którym  tak  zwany 
ruch  uniesienia  jest  po  prostu  ruchem  przeniesienia.  Niech 
ł)ędzie  AB  krążna  względna  punktu  ruchomego,  która  się  prze- 


nosi  równoległe  do  siebie  samej  tak,  że  wszystkie  jej  punkta 
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inaj§  w  każdej  chwili  prędkości  równe  i  równoległe.  Oznaczmy 
przez  M  i  N  miejsca  które  punkt  ruchomy  zajmuje  na  tej 
kr^żnej  na  końcu  czasów/  i  t+  dt.  Na  końcu  czasu  tĄ-dł  krężna 
względna  AB  bierze  położenie  A'B',  i  jej  punkta  M,  N  przy- 
chodzą do  M',  N'.  Owóż,  gdyby  punkt  ruchomy  zostawał  w  spo- 
czynku na  miejscu  M  na  kr^żnej  AB^  przeniósłby  się  jej  ruchem 
w  miejsce  M'  na  końcu  czasu  t-\-  dt,  Ale  ten  punkt  ruchomy 
przemieszcza  się  nakr§źnej  AB  tak  że  na  końcu  czasu  t-{-dt  zaj- 
muje miejsce  N ;  więc,  gdy  kr^żna  względna  przenosi  się  z  po- 
łożenia AB  na  A'B',  punkt  ruchomy  przechodzi  z  położenia  M 
na  N',  opisując  kr^żnę  samoist§  MN'.  Niech  będzie  teraz  v 
prędkość  samoista  punktu  ruchomego  w  jego  położeniu  M; 
y-Ą-do  jego  prędkość  gdy  jest  w  N';  v'  prędkość  spoina  wszys- 
tkim punktom  krężnej  względnej  na  końcu  czasu  t;  v''\-dv'  pręd- 
kość tych  samych  punktów  na  końcu  czasu  t-\-dt,  w  rucha 
przeniesienia  tej  linii;  nakoniec,  v''  prędkość  punktu  rucho- 
mego, na  kr^żnej  względnej,  w  jego  położeniu  M  które  zajmuje 
na  końcu  czasu  t;  y"  -\-dv''  jego  prędkość  w  położeniu  N  na 
tej  kr^żnej  na  końcu  czasu  /  -j-  dł.  Prędkość  v'  jest  prędkością 
uniesienia  punktu  ruchomego,  t;^  jego  prędkością  względna. 
Na  końcu  czasu  t  prędkość  samoista  v  punktu  ruchomego, 
który  się  wtedy  znajduje  w  M,  jest  wynikowa  prędkości  unie- 
sienia v'  i  prędkości  względnej  v''.  Tak  samo,  na  końcu  czasu 
tĄ-dłf  prędkość  samoista  v  Ą-  dv  tego  punktu  jest  wynikową 
prędkości  uniesienia  tyĄ-dv'  i  prędkości  względnej  v"'\-dv''. 
To  ustaliwszj%  poprowadźmy  przez  punkt  M  dwie  styczne, 
jedn§  do  krążnej  uniesienia  MM',  drug^  do  kr§żnej  względ- 
nej AB;  weźmy  na  nich  długości 

MR  =  «'A,        MS  =  v''dł, 

i  poleczmy  RM',  SN;  poczem  dopełnijmy  równoległoboku 
MRTS.  Widzimy  łatwo  że  przekątna  MT  tego  równoległoboku 
wyraża  się  przez  prędkość  samoista  r,  tak  jak  MR  i  MS  przez 
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odpowiedaj^e  prędkości  t/  i  t;'" ;  co  daje 

MT  =  vdt. 

NadtO;  przekątna  MT  jest  styczn§  w  punkcie  M  do  krąinej 
samoistej  MN'.  Jeśli  więc  połączymy  punkt  T  z  punktem  N 
w  którym  się  znajduje  punkt  ruchomy  na  końcu  czasu  1 4-  dt^ 
prosta  TN'  będzie  przedstawiała  kierunek  przyspieszenia  całego 
w  ruchu  samoistym;  zatem^  nazywając  ^  wartość  tego  przy- 
spieszenia, będziemy  mieli  (33) 

Nazywając  podobnie  /  i  j'  przyspieszenia  całe  w  ruchu  unie- 
sienia i  w  ruchu  względnym,  mamy  tak  samo 

Możemy  teraz  łatwo  znaleźć  związek  między  trzema  przyspie- 
szeniami 7,7',  ;*;  dość  tylko  dopełnić  równoległoboku  NSTU, 
i  połączyć  UN'.  W  trójkącie  TUN'  mamy  bok  TU  =  SN, 
bok  UN'  =  RM'.  Owoż,  bok  TN'  jest  wynikową  geometryczną 
obwodu  TUN';  męc^  jeśli  na  dwóch  bokach  przyległych,  danych 
z  wielkości  i  kierunku  przez  wartości 

.,  _  2RM'  .,  _  2SN 

•^  ~    d(^  '      '^  ~  dt^  ' 

wystawimy  równoległoboku  przekątna  tego  równoległoboku  będzie 
przedstawiała  wielkość  i  kierunek  przyspieszenia  całego  j. 

To  dowodzi  że,  gdy  ruch  uniesienia  jest  ruchem  przeniesie- 
nia, otrzymuje  się  przyspieszenie  całe  ruchu  punktu,  składając 
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przyspieszenia  całe  w  ruchu  uniesienia  i  w  ruchu  względnym, 
według  prawidła  równoległoboku  (albo  trójkąta)  prędkości 
jednoczesnych. 

Można  innym  sposobem  wykreślić  przyspieszenie  samoiste. 
Wykreślmy  trójkąt  ABC,  którego  boki  AB  i  BC  przedsta- 


wiają wielkość  i  kierunek  prędkości  uniesienia  t/  i  prędkości 
względnej  r";  bok  AG  będzie  przedstawiał  wielkość  i  kieru- 
nek prędkości  samoistej  v.  Wykreślmy  tak  samo  drugi  trój> 
kąt  ADE,  którego  boki  AD^  DE  przedstawiają  wielkość  i  kie- 
runek prędkości  składowych  w'  -fn.  rfy',  y"  -|-  ^^"5  ^^^  AE 
będzie  przedstawiał  wielkość  i  kierunek  prędkości  samoistej 
V  -Ą-  dv.  Prosta  EG,  łącząca  dwa  wierzchołki  odpowiedne  tych 
trójkątów,  przedstawia  oczywiście  wielkość  i  kierunek  pręd- 
kości nabytej  dv  w  czasie  (//,  ponieważ  w  trójkącie   AGE, 

CE 

AC  =  r,  AE  =  t?  4-  dv.  Więc  stosunek    —    wyraża  przyspie- 

Ul 

szenie  całe  w  ruchu  rzeczywistym  punktu. 

Poprowadźmy  teraz  proste  GF  równą  prostej  BD  i  do 
niej  równoległą,  a  potem  połączmy  DF,  EF.  W  trójkącie  ABD, 
BD  =  rft/ ;  a  w  trójkącie  DEF,  FE=dvr;  więc  boki  GF,  FE, 
CE  są  proporcyonalne  do  przyspieszeń  j*jf,j'  Go  dowodzi 
także  równoległoboku  przyspieszeń. 

Jeśli  punkt  ruchomy  jest  uważany  jako  mający  zarazem  kilka 
ruchów,  byle  lylko  ruchy  uniesienia  były  wszystkie  przeniesie- 
niami, widzimy  łatwo    że   się  wyznacza  przyspieszenie  całe 
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ruchu  wynikowego,  sktadajęc  przyspieszenia  całe  ruchów  skła- 
dowych według  prawidła  wielokąta  prędkości  jednoczesnych. 

i)0.  Wiedz§c  jak  się  otrzymuje  przyspieszenie  całe  w  przy- 
padku szczególnym  ruchu  względnego  któryśmy  dopiero  co 
wyłożyli,  nietrudno  będzie  znaleźć  przyspieszenie  całe  w  ruchu 
względnym  jakimkolwiek.  Uważajmy  dwa  położenia  AB  i  A^ 


któro  krężna  względna  punktu  ruchomego  bierze  na  koiicu 
czasów  t  \  t  -j-  d(^  i  przypuśćmy  że  w  tych  czasach  punkt 
ruchomy  zajmuje  na  linii  AB  miejsca  M,  N.  Wiemy  że  tę 
linię  można  sprowadzić  z  położenia  AB  na  jakiekolwiek  poło- 
żenie A'B'  w  przestrzeni,  daj§c  jej  najpierwej  ruch  przenie- 
sienia równy  przemieszczeniu  nieskończenie,  małemu  MM' 
punktu  M,  a  potem  ruch  wirowy  około  pewnej  osi  CD  przecho- 
dzącej przez  punkt  M'  (/i8).  Niech  będzie  AjBj  położenie  które 
linia  AB  bierze  skutkiem  ruchu  przeniesienia.  W  tym  ruchu 
punkt  N,  id§c  do  N',  przebiegnie  drogę  NNi  równe  drodze 
MM'  i  do  niej  równoległe;  poczem  dopiero,  wirując  około  osi 
CD,  opisze  łuk  NiN'  koła  mającego  środek  I  na  tej  osi.  Zróbmy 
wykreślenia  poprzedzającego  przypadku,  i  połączmy  TN',  UNj. 
Co  uczyniwszy,  otrzymujemy  wielokąt  TUNiN'  w  którym  TN' 
jest  wynikowa  geometryczna  obwodu  TUNiN'.  Owoż,  na  mocy 
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uiadomego  twierdzeDia^  mamy 

« 

bok  TN'  =  i  jdC\    TU  =  SN  =  i  /dt;   UN|  =  RM'  =  L'rf<^; 

^  J»  ^ 

\ 

więc,  dzieląc  przez  rf/*,  widzimy  że  pierwsze  przyspiesze- 
nie składowe  j"  jcsl  przyspieszeniem  całem  w  ruchu  względnym 
punklu  wzdłuż  kr^źnej  AB ;  drugie  przyspieszenie  składowe  j' 
jest  przyspieszeniem  całem  w  rucłiu  uniesienia,  to  jest  w  ruchu 

któryby  punkt  ruchomy  miał  gdyby  był  zwięzany  z  osiami 

2N  N' 
porównania;  nakoniec  trzecie  przyspieszenie  składowe  --— — , 

które  tymczasem  nazwiemy  dopełniającemu  pochodzi  z  ruchu 
wirowego  około  osi  GD. 

Aby  znaleźć  wartość  przyspieszenia  dopełniającego,  uwa- 
żajmy że  łuk  N|N'  należy  do  koła  prostopadłego  do  osi  wiro- 
wania CD;  jeśli  więc  nazwiemy,  j^ko  zwykle,  u  prędkość  wi- 
rowania osi  ruchomych  około  GD  przez  czas  di,  długość  łuku 
NiN'  wyrazi  się  przez 

Ale  promień  IN'  jest  rzutem,  na  płasczyznie  swego  koła, 
drogi  M'N'  klór^i  punkt  ruchomy  przebiega  na  kr^żiiej  względ- 
nej w  czasie  di;  ta  zaś  droga  ma  za  granicę  y^dt  i  daje 

IN'  =  y V^  wst(«,  O ; 

oznaczając  przez  (w,  y")  k§t  DM'N'  osi  wirowania  z  kierunkiem 
prędkości  względnej. 

Zatem 

NjN' =  c^''**^  wst(«,  y"); 

MECBAMKA.  II.  —7 
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z\^d  wynika  wartość  przyspieszenia  dopełniającego 

H^  =  2«r%vst(«,  O. 

To  przyspieszenie  dopełniające^  które  nazwano  przyspiesze- 
niem dośrodkowem  składanem,  jest  prostopadłe  zarazem  do  osi 
wirowania  i  do  prędkości  względnej  tf,  a  ma  kierunek  od  Nj 
do  N',  to  jest  idzie  w  stronę  w  któr§  wirowanie  pocięga  skraj- 
ność prędkości  względnej.  Z  tego  wszystkiego  wnosimy  : 

Twierdzenie.  Jakikolwiek  jest  ruch  uniesienia  i  ruch  względny ^ 
przyspieszenie  całe  j  ruchu  satnoistego  jest  wynikowa  trzech  przy- 
spieszeń, to  jest :  przyspieszenia  j'  ruchu  uniesienia,  przyspieszę- 
nia  y  ruchu  względnego,  i  przyspieszenia  dośrodkowego  składa- 
nego %^''v/si{ta,  t"). 

Przyspieszenie  dośrodkowe  składane  2oitf  wst(b>9 1?")  jest  zero, 
gdy  «» =  O,  to  jest  gdy  ruch  uniesienia  jest  poprostu  ruchem 
przeniesienia,  jako  w  numerze  poprzedzającym;  albo  gdy  tf=0, 
a  nakoniec  gdy  wst(u,  u")  =0.  W  tych  szczególnych  przypad- 
kach przyspieszenie  samoiste  jest  wynikowa  dwóch  tylko  przy- 
spieszeń, to  jest  przyspieszenia  ruchu  względnego  i  przyspie- 
szenia ruchu  uniesienia.  W  każdym  innym  przypadku  trzeba,  do 
tych  dwóch  przyspieszeń,  dołączyć  przyspieszenie  dośrodkowe 
składane. 

Przyspieszenie  dośrodkowe  składane  wzięte  ,w  kierunku 
wprost  przeciwnym  nazywa  się  przyspieszeniem  odśrodkowem 
składanem.  Mamy  więc  twierdzenie  podane  przez  Koriołis^a 
{Coriolis) : 

Twierdzenie.  Przyspieszenie  względne  jest  wynikowa  przyspie- 
szenia samoistegOy  przyspieszenia  w  ruchu  uniesienia  wziętego 
w  stronę  przeciwina,  i  przyspieszenia  odśrodkowego  składanego. 

Gdy  ruch  uniesienia  jest  prostolinijny  i  jednostajny^  wtedy 
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nietylko  przyspieszeDie  odśifodkowe  składane  jest  zero,  ale 
jeszcze  przyspieszenie  ruchu  uniesienia  jest  także  zero.  W  tym 
przypadku  przyspieszenie  względne  nie  różni  się  od  przyspie- 
szenia samoistego. 

Gdy  osie  porównania  maję  ruch  wirowy  jednostajny,  wtedy 
przyspieszenie  ruchu  uniesienia,  wzięte  w  stronę  przeciwne, 
jest  przyspieszeniem  odśrodkowem,  i  jego  wartość  dla  punktu 
leżącego  na  odległość  r  od  osi  obrotu^  wyraża  się  przez  cn^r. 

Te  wszystkie  przypadki  były  już  wykładane  szczegółowo,  pod 
inną  postacią,  w  Dynamice  punktu  do  której  właściwie  należą. 

61.  Jakkolwiek  przyspieszenie  dośrodkowe  składane  ma 
kształt  prosty  2»{;'wst(w,  v'')y  w  zastosowaniach  jednak  dogo- 
dniej jest  użyć  jego  składowych  równoległych  do  trzech  osi 
prostokątnych,  paliśmy  już  wyrażenia  tych  składowych  w  teoryi 
analitycznej  ruchów  względnych,  powtórzymy  je  tutaj  jedynie 
dla  pamięci,  odsyłając  po  dowód  do  pierwszego  tomu.  Przypo- 
minamy więc  że,  jeśli  oznaczono  przez  p,  q,  r  trzy  składowe 

wirowania  chwilowego  w,  przez  ^  ,  ^ ,  -^  trzy  składo- 
we prędkości  względnej,  odniesione  do  trzech  osi  prostokąt- 
nych ruchomychj  trzy  składowe  przyspieszenia  dośrodkowego 
składanego  będą  : 


2 


(   dx        dz\ 


Vi-4y 


Aby  łatwiej  spamiętać  te  trzy  składowe^  dość  jest  uważać  że 
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one  wyrażają  trzy  podwójne  wyznaczniki  mniejsze  składające 
wyznacznik  o  trzech  kolumnach 


*   p  ^ 


dx 
di 


1       q 


dy 
di 


1       r       ^ 


dz 
dł 


6?.  Na  zaslosowanie  weźmy  następujące  zagadnienie  : 

Punki  M  posuwa  się  z  prędkością  stała  v  po  linii  proslej  OA, 
która  się  obraca  około  osi  mającej  rzut  O,  z  prędkością  kałową 
stałą  fd>.  Znaleić  przyspieszenie  samoiste  j  tego  punktu  i  jego 
prędkość  samoistą  ;  przypuszczając  te  prędkość  v  jest  skierowana 
od  O  do  A,  a  prędkość  kątowa  u  od  lewej  ręki  ku  prawej. 


!•  Szukajmy  trzech  przyspieszeń  składowych  y^/,y*'  któ- 
rych wynikowa  jest  przyspieszenie  san^oiste  ź§dane. 

Widzimy  najpierwej  źe  przyspieszenie  /"  ruchu  względnego 
jest  zero,  ponieważ  ten  ruch  względny  jest  prostolinijny  i  jedno- 
stajny z  założenia. 

Aby  znaleźć  przyspieszenie  /  ruchu  uniesienia^  uważajmy  że^ 
gbyby  punkt  M  był  zwiany  z  prosta  ruchome  OA,  opisywał- 
by jednostajnie  około  osi  O  okr^g  promienia  OM,  z  prędkością 
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w.OM;  więc  przyspieszenie  ruchu  uniesienia  jest  przyspiesze- 
niem dośrodkowem  /  =  w^.OM  i  ma  kierunek   MO. 

Przyspieszenie  dośrodkowe  składane  y*',  będęc  prostopadłe 
do  osi  wirowania  O  i  do  prędkości  względnej  skierowanej 
wedle  OA,  ma  kierunek  prostej  BC,  poprowadzonej  na  płas- 
czyznie  figury  przez  punkt  M  prostopadle  do  prostej  OA. 
Żeby  zaś  wiedzieć  w  któr§  idzie  stronę,  uważajmy  że  wirowar 
nie  około  osi  O,  z  prędkością  k§tow§  c^^  pociąga  skrajność 
prędkości  względnej  punktu  M  naprawo;  więc  przyspieszenie 
dośrodkowe  składane  ma  kierunek  MB,  i  jego  wartość  wyraża 
się  przez  2Mi;''wst(o*,  v'']  =  2wi;. 

Wyrachowawszy  te  przyspieszenia,  jeśli  poniesiemy  na  kie- 
runek MO  długość  &>'.0M,  a  na  kierunek  MB  długość  2»t; 
i  wykreślimy  prostokąt  na  tych  długościach,  przekątna  MR 
tego  prostokąta  będzie  przedstawiała  wielkość  i  kierunek  przy- 
spieszenia samoistego  j.  Co  daje 


/. 


2*"  Znajduje  się  podobnie  prędkość  samoistą  V  punktu  ru- 
chomego M,  składając  prędkość  względną  v  która  ma  kie- 
runek MA,  z  prędkością  w. OM  ruchu  uniesienia  która  ma 
kierunek  MB ;  przekątna  MS  prostokąta  wystawionego  na  tych 
'  dwóch  prędkościach,  przedstawia  wielkość  i  kierunek  prędkości 
samoistej  wyrażonej  przez 

V=\/<«2.om'+i;2. 

63.  Za  pomocą  twierdzenia  przyspieszeń,  łatwo  się  znajduje 
przyspieszenie  ruchu  punktu  M  wzdłuż  promienia  wodzącego 
OM,  i  pmspieszenie  w  ruchu  tego  promienia  na  płasczyznie 
około  bieguna  O.  Jakoż,  odnosząc  ruch  do  sp(Urzędnych  bie- 
gunowych, możemy  uwałać  ruch  wzdłuż  promienia  wodzącego^ 

mający  prędkość     ^,  jako  ruch  względny,  a  ruch  promienia 
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Ja 

około  bieguna  z  prędkością  k§low§   -r- ,  jako  ruch  uniesienia. 

Szukajmy  teraz  wartości  przyspieszeń  tych  dwóch  ruchów. 

Otóź^  przyspieszenie  względne  ma  kierunek  promienia   OM,, 

(Pr 
i  wyraża  się  przez      -^  ^    co  do  wielkości  i  znaku. 

Przyspieszenie  ruchu  uniesienia  punktu  M  jest  przyspiesze- 
niem któreby  miał  ten  punkt  ruchomy^  gdyby  był  związany 
z  promieniem  OM  w  jego  ruchu  wirowym;  w  tym  ruchu  punkt 

M  opisywałby  okręg  około  bieguna  O  z  prędkością  r  j- ;  więc 

przyspieszenie  całe  tego  ruchu  uniesienia  jest  wynikowa  dwóch 
przyspieszeń  składowych :  styczennego  wedle  normalnej  MN 

do  OM  które   się  wyraża  przez   ^  -ni>  ^  dośrodkowego  wedle 

MO  które   ma  wartość  r  -j-^ . 

dt^ 

Nakoniec,  przyspieszenie  dośrodkowe  składane  ma  kieru- 
nek MN,  normalny  do  promienia  wodzącego  OM  i  do  prędkości 

względnej  v;  jego  wartość  2«t;wst(w,  v)  równa  się   ^  -rr  -jr* 

dt    at 

albowiem  wst  («,  r)  =  1. 

Dodajmy  przyspieszenia  mające  ten  sam  kierunek;  przy- 
puszczając że  punkt  M  posuwa  się  w  kierunku  OM  a  pro- 
mień OM  obraca  się  w  stronę  kąta  doda tn  ego  O,  otrzymamy : 

wedle  OM  •^-'"f  • 

dt    dt~    dt^      r  dt\     dt) 
Formuły  jui  wiadome  (36). 
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RUCH  CKŁADU  BRYŁOWEGO. 


6&.  Zwykle  n^zy yta.}^  układem  bryłowym  albo  po  prostu  bryłą, 
zbiór  punktów  materyalnych  tworzących  figurę  niezmienną. 
Dla  większej  dobitności  mówi  się  układ  bryłowy  niezmienny, 
aby  go  odróżnić  od  ciał  materyalnych,  których  kształt  ciągle 
się  zmienia^  z  przyczyny  nieustannego  ruchu  cząstek  składo- 
wych. Ale,  dla  skrócenia  mowy,  używa  się  często  w  Cynema- 
^tyce  samego  wyrazu  ciało  na  oznaczenie  układu  niezmiennego ; 
niema  w  tern  żadnej  dwójznaczności,  bo  Gynematyka  uważa 
ciała  jako  układy  geometryczne^  niemateryalne. 

Ruchy  punktów  składających  układ  niezmienny,  wzięte 
wszystkie  razem,  stanowią  ruch  tego  układu;  ^le  ruchy  poje- 
dyncze tych  wszystkich  punktów  nie  są  niezależne  jedne  od 
drugich.  Dlatego  trudno  jest  mieć  odrazu  jasne  pojęcie  tego  co 
się  ogólnie  nazywa  ruchem  ciała,  nawet  kształtu  niezmiennego. 
Jedyne  ruchy  które  bezpośrednio  widzimy  są  dwa  ruchy  poje- 
dyncze :  ruch  przeniesienia  i)  ruch  wirowy.  Musimy  więc  iść 
stopniowo  jak  postępowali  twórcy  Mechaniki  rozumowej,  i  od 
ruchów  prostych  wznieść  się  do  ruchów  składanych. 

RUCH  FIGURY  PŁASKIEJ  NA  PŁASGZTZNIE. 

65.  Przypuśćmy  że  figura  płaska  ma  ruch  jakikolwiek  na 
płasczyznie,  i  uważajmy  dwa  położenia  nieskończenie  sąsie- 
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dnie  ABC...  i  A'B'G'...  Każda  z  prostych  AA',  łęczęcych  dwa 
nieskończenie  bliskie  położenia  A  i  A'  lego  samego  punktu 
figury,  jest  cięciwa  nieskończenie  małego  łuku  kr^żnej  tego 
punktu ;  więc  prostopadła  wyprowadzona  ze  środka  cięciwy 
AA'  staje  się  w  granicy  normalna  do  krężnej  w  punkcie  A, 
i  k^t  nieskończenie  mały  AOA'  jest  k^tem  którym  trzeba  ob- 
rócić figurę  A'B'C'...  około  środka  wirowania  O,  albo  raczej 
około  osi  mającej  rzut  O,  aby  j^  sprowadzić  do  przystawania 
z  figur§    ABC...  (46). 

Widzimy  tym  sposobem  że  wszelki  ruch  nieskończenie  mały 
figury  płaskiej  na  jej  płasczyznie  jest  ruchem  wirowym,  przez 
czas  nieskończenie  mały  dt^  około  środka  O  leż§cego  na  tej 
płasczyznie,  ale  który  może  być  w  nieskończoności.  Te  środki, 
około  klórycli  odbywają  się  wirowania  po  sobie  id^ce  figury 
i  stanowiące  jej  ruch,  s{i  w  ogóle  różne  od  siebie ;  figura  obraca 
się  około  każdego  z  nich,  ale  tylko  przez  jedn^ chwilę;  dlatega 
każdy  z  tych  środków  został  nazwany  środkiem  chwiloioym  wiro- 
wania, 

Łuki  kr^żnych  opisanych  w  czasie  dt  przez  punkta  figury, 
albo  przez  punkta  stale  z  nig  związane,  mogg  być  uważane  jako 
łuki  kół.  Z  tego  wszystkiego  wynika  następujące  zadanie 

Twierdzenie.  Gdy  figura  płaska  niezmienna  przemieszcza  sie 
na  swojej  płasczyznie,  wtedy  : 

1**  Normalne  do  krotnych  opisanych  przez  jej  punkta,  albo  przez 
punkta  stale  z  nią  związane,  poprowadzone  przez  jednoczesne  polo- 
ienia  tych  punktów,  przechodzą  wszystkie  przez  odpowiedajacy 
środek  chwilowy  wirowania. 

2°  Prędkości  punktów  figury  ruchomej ,  albo  punktów  stale 
przywiązanych,  sa  proporcyonalne  do  ich  odległości  od  środka 
chwilowego  wirowania. 

Gdy  sg  wiadome  kierunki  prędkości  dwóch  punktów  figury 
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ruchomej,  w  chwili  jakiejkolwiek^  znajduje  się  środek  chwi- 
lowy wirowania  prowadzęc  przez  każdy  z  tych  punktów  prosto- 
padłe do  kierunku  jego  prędkości,  i  wyznaczając  punkt  spo- 
tkania dwóch  prostopadłych.  Ale,  żeby  się  to  udało,  trzeba 
oczywiście  żeby  kierunki  dwóch  prędkości  nie  były  oba  prosto- 
padłe do  prostej  która  ł^czy  te  dwa  punkta.  Jeśli  dwie  proste, 
prostopadłe  do  kierunków  prędkości  dwóch  punktów,  s^  ró- 
wnoległe, wtedy  środek  chwilowy  wirowania  jest  w  nieskoń- 
czoności, i  ruch  figury  jest  ruchem  przeniesienia. 

Jeśli,  oprócz  wiadomych  kierunków  prędkości  dwóch  pun- 
któw figury,  jest  jeszcze  znana  wielkość  jednej  z  tych  prędkości, 
można  będzie  zt^d  wywieśdź  prędkość  wszystkich  punktów  tej 
figury.  Dość  tylko  wyznaczyć  środek  chwilowy  wirowania,  i 
wyrazić  że  prędkości  dwóch  rzeczonych  punktów  s§  propor- 
cyonalne  do  ich  odległości  od  tego  środka. 

Dobrze  jest  uważać  że  środek  chwilowy  wirowania  nie  jest 
środkiem  krzywizny  w  odpowiedaj^cym  punkcie  krzywej  ru- 
chomej ;  bo  wskazuje  tylko  kierunek  stycznej,  a  nic  nie  wyraża 
względem  krzywizny  linii  krzywej. 

Na  powyższem  twierdzeniu  opiera  się  metoda  prowadzenia 
normalnych,  i  temsamem  stycznych,  do  linij  opisanych  w  ruchu 
figury  niezmiennego  kształtu.  Zastosujemy  tę  metodę  do  kilku 
przykładów. 

66.  Styczna,  do  konghoidy  zogólnionej.  Prosta  ruchoma  AB 
zostaje  cięgle  styczna  do  jednej  krzywej  DE,  a  spotyka  drug§ 
krzywe  GH  w  punkcie  L;  począwszy  od  punktu  L  ponie- 
siono na  proste  AB  długość  stateczna  LM.  Konchoida  zogól- 
niona  jest  miejscem  punktu  M.  Poprowadzić  styczne  do  tej 
konchoidy  w  punkcie  M  (fig.  poniżej). 

Aby  wykreślić  styczne  w  punkcie  M  konchoidy  danej  przez 
określenie,  uważajmy  że  prosta  LM  jest  figurą  niezmiennego 
kształtu,  bo  długość  LM  zostaje  stateczna.  Niech  będzie  O  śro- 
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dek  chwilowy  wirowania  figury;  ponieważ  punkt  zetknięcia  G 


prostej  AB  ze  swoj^  owłok^  DE  jest  granica  punktu  przecię- 
cia dwóch  położeń  nieskończenie  sąsiednich  tej  prostej,  wynika 
tiąd  że  prosta  CO  jest  normahi^  do  owłoki  DE.  Otrzyma  się  za- 
tem środek  chwilowy  wirowania  O,  prowadząc  normalne  CO 
i  LO  do  danych  krzywych  DE  i  GH.  Więc  normalna  do 
konchoidy  w  punkcie  M  jest  prosta  MO,  a  temsamem  prosta 
MT   prostopadła  do  MO  jej  styczn§. 

To  wykreślenie  stycznej  do  konchoidy,  daleko  prostsze  od 
znalezionego  przez  metodę  Roberyał,  zgadza  się  z  ogólnym  spo- 
sobem analitycznym^  który  się  stosuje  do  wszelkiej  krzywej ;  gdy 
tymczasem  wykreślenia  dane  przez  obie  metody  cynematyczne 
s§  ograniczone,  ponieważ  przypuszczają  że  s§  wiadome  wa- 
runki ruchu  figury  niezmiennego  kształtu  do  której  punkt  opi- 
suj§cy  należy. 

67.  Zagadnienie.  Trójkąt  ABC  kształtu  niezmiennego  prze- 
mieszcza się  na  płasczyznie  dwóch  linij  jakichkolwiek  PP',  QQ' 
taky  że  jego  dwa  wierzchołki  A,  B  zostają  ciągle  na  tych  liniach, 
a  trzeci  wierzchołek  C  opisuje  pewną  krzywe.  Nakreślić  styczne 
do  tej  krzywej  w  punkcie  C. 
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Uwalmy  ie  krężn^  punktu  A  jest  linia  PP'^  a  kr§żn§ 
punktu  B  linia  QQ' ;  zatem^  jeśli  poprowadzimy  do  tych  dwóch 
linij,  w  punktach  A  i  B,  normalne  AO  i  BO^  punkt  prze- 
cięcia O  tych  ostatnich  będzie  środkiem  chwilowym  wirowa- 
nia trójkąta  ABC  przez  czas  dt.  Owoi^  w  tym  nieskończenie 
małym  czasie,  punkt  G  opisuje  łuk  normalny  do  prostej  OC; 
więc  otrzyma  się  styczne  do  kr§żnej  wierzchcrfka  G  prowa- 
dząc przez  ten  punkt  prostopadłe  do  OC. 

Prędkości  jednoczesne  trzech  wierzchołków  A,  B,  G  trój- 
kęta  S9  proporcyonalne  do  odległości  OA,  OB^  OG  odpowie- 
daj§cych  danemu  czasowi. 

68.  Zagadniehie.  Linia  prosta  AB  długości  stałej  porusza  się 

w  kecie  XOY  tuk,  że  jej  skrajność  A  zostaje  ciągle  na  osi  0X, 

a  skrajność  B  na  osi  OY ;  wiadomo  (^)  że  w  tym  ruchu  każdy  punkt 

,M,  wzięty  na  kierunku  prostej   AB,  opisuje  ellipsę.  Nakreślić 

tyczne  do  tej  ellipsy  w  punkcie  M. 


Rr^żnemi  punktów  A  i  B  skosie  0X,  OY;  zatem,  jeśli  wy- 
prowadzimy do  tych  osi  prostopadłe  Al  i  BI,  ich  punkt  spotka- 
nia I  będzie  środkiem  chwilowym  wirowania  prostej  AB.  Owoż, 
prosta  IM  jest  normalna  do  krężnej  punktu  opisującego  w  jego 


i*)  Oznaczmy  przez  O  kęt  XOT  osi  spólrzędnych,  przez  x,  y  sp^- 
rzędne  punktu  opisującego  If,  przez  a,  6  dlagośd  odcinków  MB,  MA ; 
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położeniu  M;  więc  linia  MT^  prostopadła  do  IM^  jest  styczna 
do  ellipsy  któr^  ten  punkt  opisuje. 

Punkt  H,  spodek  prostopadłej  spuszczonej  ze  środka  chwi- 
lowego I  na  prostę  AB,  jest  jednym  z  punktów  miejsca  prze- 
cięć położeń  po  sobie  idący ck  prostej  AB,  czyli  jest  jednym 
z  punktów  02^/0^2  położeń  tej  prostej.  Owoż,  każdy  punkt  pros- 
tej AB  opisuje  ellipsę;  więc  ellipsa  opisana  przez  punkt  M 
jest  styczna  do  prostej  AB  w  pewnem  jej  położeniu.  Zt^d  wy- 
nika że  ellipsy  opisane  przez  różne  punkta  prostej  AB  s^ 
wszystkie  stycznemi  do  jej  owłoki,  albo  co  to  samo,  niaj§ 
spóln§  owłokę  z  t§  lini§  (*). 


będziemy  mieli,  w  trójkącie  AOB, 


AB*=:  Óa"  -f-  65'  —  20A.OBdose. 

Owoż,  równoległa  MP  do  OB  daje 

OA  _  AB  __0B.    • 
X         1  y 

a  h 

cc      V 
więc  podstawiając  za  OA,  OB,  AB   ilości  proporcyonalne    -  ,    t  ,  1, 


znajdujemy  równanie 

a-    '  o-*         ab 


^^  I  '/     o^y 


klóre  przedstawia  ellipsę  maj§c§  środek  w  punkcie  O.  Ta  eUipsa  spotyka 
oś  a?ów  w  punkcie  którego  odcięta  jest  «,  i  spotyka  oś  y^^  w  punkcie 
którego  rzędna  jest  b.  Gdy  osie  spółrzędnycli  s^  prostok§tney  odcinki 
a  i  6  wyrażaj?  długości  dwócli  pół-osi  ellipsy ;  wtedy  jeśli  a  =  6  eilipsa 
jest  kołem  promienia  a. 

C)  Gdy  k^t  XOY  jest  prosty  owloka  prostej  AB  ma  równanie 

x»4-y»  =  AB\ 
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ROGU  EPiCTKLOIDAŁNY  PŁASKE. 

69.  Gdy  na  płasczrznie  jedna  figura  toczy  się,  nie  ślizgajęc^ 
na  drugiej  figurze  mającej  połoienie  stałe,  fen  ruch  nazywa  się 
ruchem  epicykloidalnym.  Ka2dy  punkt  figury  ruchomej  kreśli 
linię  której  dano  ogólne  nazwisko  epicykloidy.  Gykloida  jest 
epicykloid^  któr^  się  otrzymuje  biorąc  linię  prostą  za  linię  stałą 
czyli  podstawę^  a  koło  za  linię  ruchoma  i  punkt  okręgu  tego  koła 
za  punkt  opisujący. 

Aby  mieć  dokładne  wyobrażenie  ruchu  figury  płaskiej  na  jej 
płasczyznie^  zastanówmy  się  nad  przypadkiem  następującym. 
Biorąc  za  podstawę  linię  wielokątną  I,  Ii^  I^...,  wyobraźmy  so- 
bie ie  figura  ruchoma  obraca  się  n«'ijpierwcj  kątem  a  =  T'ITi 


około  wierzchołka  I,  potem  kątem  TTT+TJjTa  =  a -fP'  około 
drugiego  wierzchołka  Ii^  następnie  kątem  a  -j-  ^''  około  trze- 
ciego wierzchołka  I^;  i  tak  dalej.  Uważajmy  figurę  ruchomą 
w  chwili  kiedy  ona  zaczyna  wirować  około  wierzchołka  I;  ten 
ruch  sprowadza  pewny  jej  punkt  T  na  \^,  Aby  znaleźć  punkt  1', 
poprowadźmy  proste  IT  tak  żeby  czyniła  z  prostą  Hi  kąt 
TilT'  =  a,  i  weźmy  na  niej  długość  II'  =  II| ;  aby  mieć  punkt  V, 
poprowadźmy  proste  TT  w  kierunku  takim  żeby  czynił  z  pros 
tą  IT'  kąt  rrr=  « ,  i  weźmy  IT  =  IJ^;  następnie,  dla  wyzna- 
czenia punktu  I*  poprowadźmy  proste  TT*'  tak  żeby  czyniła 
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Z  prosta  I*T'  kęt  TrT*'  =  «" ;  i  tak  dalej .  To  ustaliwszy,  przy- 
patrzmy się  całemu  ruchowi.  Gdy  figura  ruchoma,  obracając  się 
najpierwej  około  punktu  I^  uczyni  k§t  «,  punkt  T,  uniesiony 
tym  ruchem,  przyjdzie  na  I^  i  prosta  IT  weźmie  kierunek 
IjTi.  Od  tej  chwili  figura  ruchoma  obraca  się  około  punktu  Ii^ 
a  gdy  tym  ruchem  wirowym  uczyni  k§t  «  -j-  P',  prosta  IT 
przystanie  zupełnie  do  prostej  Iil^t,  i  punkt  P  padnie  na  I3. 
Trzecie  wirowanie  figury  ruchomej  około  punktu  Is  sprowadzi 
punkt  I^  na  I3.  Tak  samo,  wirowania  około  następujących 
wierzchołków  stałego  wielokąta  przywiodę  odpowiedne  wierz- 
chołki ruchomego.  Tym  sposobem,  wielokęt  ruchomy  I]'I*1*'... 
toczęc  się  po  wielokącie  stałym  II1I2I3...  określa  ruch  figury 
ruchomej^  która^  będęc  z  nim  stale  związana^  uczestniczy  jego 
ruchowi.  To  wszystko  jest  niezależne  od  wielkości  boków  i  ke- 
tów dwóch  wielokątów,  byle  tylko  odpowiedne  boki  były  ró- 
wne ;  a  więc  ma  miejsce  gdy  boki  staję  się  nieskończenie  ma- 
łemi^  to  jest  gdy  dwie  figury  toczęce  się  jedne  na  drugiej  s^ 
liniami  krzywemi  płaskiemi.  Wtedy  wszystkie  punkta  linii  stałej 
sę  środkami  chwilowemi  wirowania  linii  ruchomej.  Owo2,  gdy 
figura  płaska  poiusza  się  na  swojej  płasczyznie,  jej  ruch  jest 
cięgiem  wirowaó  nieskończenie  małych,  około  środków  chwi- 
lowych, które  tworzę  nieprzerwany  szereg  punktów  na  tej 
płasczyznie ;  ztęd  wynika  następujęce  zadanie  : 

Twierdzenie.  1**  Wszelki  ruch  figury  płaskiej  na  jej  płas- 
czyznie może  być  uważany  jako  ruch  epicykloidalny» 

T  Gdy  krzywa  płaska  toczy  się,  nie  ślizgając,  na  krzywej  ieta- 
cej  na  jej  płasczyznie,  środkiem  chwilowi/m  wirowania  wszelkiej 
figury,  stale  związanej  z  krzywa  ruchome,  jest  w  katdej  chwili 
punkt  zetknięcia  dwóch  krzywych;  i  prosta  łącząca  ten  punkt 
z  punktem  opisującym  jest  normalną  do  krotnej. 

To  twierdzenie  daje  sposób  prowadzenia  normalnej,  i  temsa- 
mem  stycznej,  w  danym  punkcie  M  cykloidy,  a  ogólnie  epi- 
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iii 


cykloidy,  gdy  punkt  zetknięcia  I  krzywej  ruchomej  z  krzywa 

stał§  jest  wiadomy.  Prosta  MI  jest  normalna  do  linii  które 

punkt  M  opisuje^  a  prostopadła  do  MI  w  punkcie  M  jest  jej 
styczne. 

70.  Gdy  boki  U',  IT,...  i  Hi,  JJa,...  dwóch  linij  wielok^t- 
nych,  z  których  jedna  toczy  się  na  drugiej,  staj§  się  nieskoń- 
czenie małemi^  wtedy  k§ty  «',  a",  oT.. .  s§  kątami  spółtyczności 
krzywej  ruchomej  IIT...  a  zaś  P',  (ł",  P*'...  katami  spółtyczności 
krzywej  stałej  lIiU...  Wdanej  chwili  krzywa  ruchoma  obraca 
się,  około  punktu  w  którym  dotyka  krzywej  stałej^  k{^tem  ró- 
wnym summie  odpowiedających  k^Łów  spółtyczności  tych 
dwóch  krzywych.  Jeśli  więc  oznaczymy  przez  R  i  R'  promie- 
nie krzywizny  IG^  IC  tych  dwóch  linij^  względne  do  punktu 
zetknięcia  J^  i  przez  ds  długości  łuków  równych  lA',  lA,  będzie 


zatem 

Dzieląc  tę  wartość  keta  obrotu  przez  dt^  otrzymujemy  pręd- 
kość wirowania  w  figury  ruchomej  ^ 


"=(5+^) 


dt 
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Na  figurze  przedstawiono  wklęsłości  dwóch  linij,  ruchomej 
i  stałej,  obrócone  w  strony  przeciwne;  dlatego  k^t  obrotu 
krzywej  ruchomej  jest  równy  summie  k^tów  spółtyczności. 
Gdyby  te  wklęsłości  były  zwrócone  w  jedn^  stronę^  krzywa 
ruchoma  obróciłaby  się  k^tem  równym  różnicy  dwóch  k^tów 
spółtyczności,  i  prędkość  wirowania  wyraziłaby  się  przez  róż- 
nicę krzywizn 


li.  PomedzieWśmy  'ŁQ  epici/kloida  jest  ogólnem  nazwiskiem 
linij  utworzonych  przez  punkta  krzywej  ruchomej  która  się 
toczy,  nie  ślizgając,  na  linii  stałej  jakiejkolwiek.  Zwykle  jednak 
nazywają  epicykloidg  linię  utworzone  przez  punkt  okręgu  koła 
który  się  toczy  na  innym  okręgu.  Epicykloidy  w  ostatniera  zna- 
czeniu rozróżniają  się  na  wewnętrzne  i  zewnętrzne^  według  jak 
okręg  ruchomy  jest  wewnątrz  albo  zewnętrz  okręgu  stałego. 
Epicykloidy  zwyczajne  sę  jeszcze  wydłużone  albo  skurczone, 
według  jak  punkt  opisujący  jest  wewnątrz  albo  zewnętrz  koła 
ruchomego.  Tego  rodzaju  epicykloidy,  jako  wiadomo  z  Analizy, 
posiadaję  znakomite  geometryczne  własność,  mogę  być  utwo- 
rzone dwojakim  sposobem  przez  toczenie  się  okręgu  ruchomego 
na  tym  samym  okręgu  stałym. 

Epicykloidy,  szczególniej  zwyczajne,  graję  wielkę  rolę  w  ma- 
chinach ;  dlatego  zwłaszcza  że,  we  wszystkich  kwestyach  krzy- 
wizny, można  z  dostatecznem  przybliżeniem  zastępić  krzywe 
ruchome  przez  koła  przylegajęce. 

Między  epicykloidami  wewnętrznemi  znajduje  się  linia  prosta. 
I  w  samej  rzeczy, 

Katdy  punkt  okręgu  rtAchomego^  który  się  toczy  toewnatrz  okręgu 
mającego  promień  dwa  razy  toiększy,  opisuje  jedną  z  jego  średnic. 
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Niech  będzie  B  punkt  zetknięcia  tych  dwóch   okręgów, 


C  punkt  opisujący.  Poprowadźmy  przez  C  promień  OA  =  R, 
i  wyraźmy  miarę  k{ita  AOB  w  dwóch  kołach ;  otrzymamy 


AB 
K 


J.BC 


BC 


więc 


luk  AB  =  łuk.BC. 


Co  dowodzi  źe  punkt  C  opisuje  średnicę  AD. 

Wszelka  cięciwa  BC  koła  ruchomego  może  być  uważana 
jako  prosta  długości  statecznej,  której  skrajności  B  i  C  posu- 
wają się  na  dwóch  prostych  stałych  AD  i  fiE;  albowiem 
punkt  B  opisuje  także  średnicę  BE.  Więc  punkta  prostej  BC 
opisuje  ellipsy.  Ztfd  wynika  ogólne  zadanie  : 

TwiBRBZKNiE.  Gdy  okrąg  toczy  się  wewnętrznie  na  okręgu  pro* 
mienia  podwójnego^  epicykłaidy  zwyczajne  sg,  średnicami  okręgu 
stałego^  a  epicykloidy  wydłuione  albo  skurczime  eltipsami. 

Aby  ruchem  epicykloidalnym  otrzymać  ruch  jaki  ma  linia 

MRCHANIKA.  II. —8 
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prosta  długości  niezmiennej^  poruszająca  się  między  dwiema 

prostem!  stdemi,  dość  jest  wyobrazić  koło  toczące  się  w  kole 
promienia  podwójnego  i  maj^e  proste  ruchoma  za  cięciwę. 

Niecił  będzie  AB  długość  prostej  ruchomej,  i  OP,  0Q  kierunki 

na  których  poruszają  się  jej  skrajności  A,  B. 


\^         « 


\     /       / 


\' 


V    ...  ^.V-:^^^ 
o  Jf 


Wyznaczywszy  środek  chwilowy  1  sposobem  już  wiado- 
mym^ widzimy  zaraz  te  01  jest  średnica  koła  ruchomego  G 
i  promieniem  koła  stałego  O.  Więc  koło  ruchome  G,  toczęc 
się  wewnętrznie  na  kole  stałem  O,  daje'prostej  AB  ruch  jaki 
ona  rzeczywiście  posiada,  gdy  się  przemieszcza  między  dwiema 
prostemi  stałemi  OP,  0Q. 

Powiedzieliśmy  wyżej  że  punkta  płasczyzny  koła  ruchomego 
G  opisuje  ellipsy;  żeby  to  jaśniej  okazać^  przez  jakikolwiek 
punkt  M  koła  G  poprowadźmy  jego  średnicę  DE,  i  przez 
punkta  D,  £  osie  0X9  OY.  Ponieważ  prosta  DE  opiera  się  na 
dwóch  osiach  prostokątnych  0X,  OY;  ztęd  wnosimy  że  punkt 
M  opisuje  ellipsę  której  środek  jest  w  O,  pół-oś  a  =  ME, 
pół-oś  b  =z  MD,  i  kierunkami  tych  pół-osi  proste  0X,  OY. 

Dodajemy  jeszcze  że  odcinki  OM,  MI  wyrażaj§  wielkości 
dwóch  półśrednic  sprzężonych  a\  b',  mających  kierunki 
OMX',  HOY'.  Jakoż,  prosta  MT  jest  normalna  do  ellipsy  które 
punkt  M  opisuje,  i  k^t  MOH  =  it  '^  0;  a  trójkąt  OIM^  w  któ^ 
rym  01  =  a  + 1,   OM  sa  a',  sprawdza  równanie 

a  4-  4  śz=  v/a'>+*''4-2a'«'wste. 
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Ta  własność  ellipsy  mołe  służyć  do  rozwiązania  zagadnienia : 
Mając  dane  dwie  iredntce  sprzętom  a',  I^  t  ick  kąt  9,  znakić 
melkość  i  kierunek  obydwóch  osi. 

Aby  otrzymać  rozwiązanie^  trzeba  najpierwej  wykreślić 
k§t  MOH  =  ir— 9;  potem  wziąć  OM=a^  przez  punkt  M  popro- 
wadzić prostopadłe  MHdoOH,  i  wyznaczyć  na  niej  MI=6'; 
nakoniec  na  01  jako  średnicy  wykreślić  okrąg  koła,  i  przez 
punkt  M  poprowadzić  średnicę  DE.  Odcinki  ME,  MD  będą 
pół-osiami  a,  b,  i  proste  OD^  OE  kierunkami  tycli  pół-osi. 

Znając  wielkość  i  kierunek  obydwóch  osi  ellipsy,  łatwo  na- 
kreślić jej  ogniska ;  a  mając  normalne  MN^  nietrudpo  znaleźć 
promień  i  środek  krzywizny  odpowiadający  punktowi  M  (A2). 

72.  Promień  krzywizny  epigykłoid  jakichkolwiek.  Niech 
będzie  punkt  M  opisujący,  związany  niezmiennie  z  krzywą 
ruchomą  PQ  która  się  toczy  na  krzywej  stałej  ST.  Weźmy 


\l     C 


na  tych  dwóch  liniach,  poczynając  od  punktu  zetknięcia  I^  dwa 
łuki  nieskończenie  małe  lA,  lA'  równych  długości,  i  oznaczmy 
przez  M'  położenie  które  bierze  punkt  M  gdy  A'  przychodzi 
do  A.  Wiemy  że  normalną  epicykloidy  w  punkcie  M  jest  pros- 
ta MI,  a  normalną  w  M'  prosta  M'A ;  te  dwie  normalne  prze- 
cinają się  w  punkcie  K^  który  jest  środkiem  krzywizny  epicy- 
kloidy MM',  odpowiedającym  punktowi  M. 

Niech  będzie  C  środek  krzywizny  linii  stałej  ST,  C  środek 
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krzywizny  linii  ruchomej  PQ.  Uczyńmy 

IC=R,      IC'  =  R',      IM  =  r,      MK=p,      \A  =  d8=W. 

Dla  przemieszczenia  lA  punktu  zetknięcia  dwóch  linij,  figura 
ruchoma  wiruje,  około  środka  chwilowego  I,  k§tem  który  ma 
za  miarę  (70) 


[k+^h 


zatem^  wartość  nieskończenie  małego  łuku  MM'   wyraża  się 
przez 


^^'•=(i+ff'h-^ 


A  jeśli.nazwiemy  t  k§t  UlG  jaki  czyni  promień  wodzący  IM 
z  lini§  środków  krzywizny  CC^  i  spuścimy  z  punktu  I  prosto- 
padłe ID  na  M'K,  trójkąty  nieskończenie  małe  KMM',  KID 
dadz§  drugie  wyrażenie  wartości  łuku  MM',  i  będzie 


MM'  =  ID— £—  —  efcdosi .  -^—  . 
Z  porównania  dwóch  wartości  łuku  MM'  wynika 


pdost    lii 


r(p  —  r)  ~"  R    '    K 
albo 


(i) 


Ta  formuła  daje  IK.  =  p  —  r,  i  temsamem  promień  krzy- 
wizny p  epicykloidy  jakiejkolwiek ,  jeśli  ilości  t,  r,  H,  R'  s^ 
wiadome. 
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Wykreślenie  Sayary.  Gdy  środki  krzywizny  C  i  G  s^  ozna- 
czone, promień  krzywizny  p  otrzymuje  się  bardzo  prostem 
wykreśleniem  które  podał  Sayary.. 


Oto  prawidło  :  połącz  punkt  opimjacy  M  ze  środkiem  chwilo- 
loym  I,  I  z  tego  środka  ivyprovmdi  prostopadłe  IH  do  Ml;  przez 
punkt  M  I  p*zez  środek  krzywizny  C  linii  ruchomej  poprowadi 
prosta  MC  ot  do  spotkania  H  z  prosta  IH;  poczem,  punkt  H  / 
środek  krzywizny  C  linii  stałej  złącz  linia  prosta  HC,  która  prze- 
tnie normalne  MI  tv  szukanym  środku  krzywizny  K/ 

Aby  udowodnić  to  prawidło,  dość  będzie  okazać  że  IR=:p — r. 
/Weźmy  dwie  proste  prostokątne  IK  i  IH  za  pół-osie  spółrzęd- 
nych  dodatnych  ;  jeśli  uczynimy  IK  =  pj^  IH  =  A,   równania 
linij  prostych  HM,  HK,  CC  będ^ : 


dla  HM 


7  +  1  =  ^' 


dla  HK 


dla  CC 


X 


.    "T  A  —  ^' 


Pi 


y  =  mx. 


Linia  środków  [CC  przecina  proste   HM  i  HK  w  punktach 
C,  C,  których  odcięte  wyrażają  się  przez  — H'dosi,  -f  l^^^^si; 
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zatem 

powinno 

hy6 

— 

1_ 
r 

4--  =  - 

1   53) 

Rdosł* 

1^ 
Pt 

-4--- 

Rdost 

zk^d 


!_       1__  _1 1 


pi 


Rdos 


dosjf" 


Owoiy  na  mocy  formuły  (1)  mamy  właśnie 


r    '    o  —  r 


Rdost    '    H'dos« 


'» 


więc 


Pi  =  p  — r  =  IK, 


wykreślenie  Samry  usprawiedliwione. 

73.  RozwiTA  EPiCTKŁOiBY  ZWYCZAJNEJ.  Uwalmy  epicykloidę 
zwyczajna,  opisana  przez  punkt  M  okręgu  C  toczącego  się  na 
okręgu  C.  Formuła  (1)  daje 


dosi        dosi ^  _i_  J. 

^^^  +  "7"  ""  R  +  R' 
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Owoł  figura  pokazuje  że 

dos«  dosi 1   ,  dost 1_ . 

podstawiając  te  wartości,  znajdziemy 


'9 


in  —  n    I* 


i 


't  • 


ID  ~  R  ^  2R 

Co  dowodzi  że  II)  jest  ilością  stateczna. 
Zl§d 

10=     2RR' 


i  następnie 


R  4-  2R" 


R2 


Okręg  IKD  wykreślony  na  ID  jako  średnicy  i  okręg  iM*omienia 

CD  s§  styczne,  i  maję  się  jako  ^i^^,   do    ^^^^,    czyli 

jako  R';R.  Więc  miejscem  punktu  D  jest  epicykloida,  opisana 
przez  punkt  okręgu  IKD  toczącego  się  na  okręgu  CD. 

Weźmy  teraz  łuk  IHi  równy  łukowi  IB,  i  oznaczmy  przez  Ki 
punkt  w  którym  promień  CH|  przecina  okręg  CD.  Ponieważ 
łuki  DK  i  IH  sę  podobne,  mamy 


R4.2R'    R'  R  +  2R' 

Dla  tej  samej  przyczyny  długość  łuku  DK|  wyraża  się  przez 

R2        1  R 

DK.  =  IH.^    .      •, .  G  =  IH. 


R  +  2R'    R  R  +  2R' 
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łukDRi  =  lukDK. 


Więc  rozwit^  epicykloidy  jest  nowa  epicykloida. 
74.  W  formule  (1)  uczyńmy 

1,1        1         „  RK'    . 

K+H'=S       albo      «  =  p-ps>' 


znajdziemy  łatwo 


r 


a dosi       r  —  ados  i ' 


zk^d 


(2) 


^      r  —  ados2  * 


Weźmy  teraz  na  linii  środków  CC  długość  IA=:a»  i. na 


niej  jako  na  średnicy  nakreślimy  koło,  które  przetnie  promień 
wodzący  IM  w  punkcie  B  i  da    ]B  =  adosi;    będzie  zatem 


(3) 


r  — 


Mfi 
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Ostatnia  formuła  pokazuje  źe  promień  krzywizny  p  jest  trze^ 
ci^  proporcyonaln^  do  MB  i  MI. 

Promień  krzywizny  p  jest  nieskończenie  wielki  dla  wszys- 
tkich punktów  dla  których  r  =  ffdost.  Co  dowodzi  ie  wszystkie 
punkta  okręgu  wykreślonego  na  prostej  lA  =  a  jako  średnicy 
opisuje  nieskończenie  małe  cząstki  linij  prostych,  przechodzą- 
cych w  uważanej  chwili  przez  punkt  A.  Rzeczone  punkta 
okręgu  są  w  ogóle  punktami  przegięć  opisanych  krąłnych. 
Dlatego  ten  okrąg  średnicy  a  nazwano  okręgiem  przegięć. 

Punkt  A  nazywają  środkiem  chcilowym  drugiego  rzędu. 

Znając  okrąg  przegięć  można  wyznaczyć  punkt  opisujący  M^ 
gdy  odpowiedający  środek  krzywizny  K  jest  wiadomy.  Wykreś- 
lenie pokazuje  że  punkt  M  przechodzi  w  nieskończoność;  to 
jest  IM  =  oo,  gdy  środek  krzywizny ,  K  leży  na  okręgu  sy* 
metrycznym  okręgu  przegięć  względem  stycznej  w  punkcie  I. 

Formuła  (2)  zostaje  niezmienna  kiedy,  nienarusźając  war- 
tości a,  zmienia  się  wielkość  promieni  krzywizny  R  i  R' ; 
można  więc,  dla  otrzymania  p,  wziąć 

R  =  oo     i     R'  r=  a ; 


toimaczy  w  gruncie  że  można  zamienić  ruch  epicykloidalny 
na  eyMoidalny,  jeśli  chodzi  tytko  o  wyznaczenie  środków  krzy- 
wizny krążnych  opisanych  przez  punkta  figury  ruchomej.  Tym 
sposobem  widzimy  że  ruch  punktów  opisujących  odbywa  się 
tak  jak  gdyby  one  należały  do  płasczyzny  koła  promienia  AI=a 
które  się  toczy^  przez  chwilę  dt^  na  stycznej  w  punkcie  1.  To 
koło  promienia  a  nazwano  kołem  toczenia  się. 

Gdy  jest  wiadomy  środek  A  koła  toozenia  się,  albo,  co  wy- 
chodzi na  jedno,  gdy  jest  znany  okrąg  przegięć,  wyznacza  się 
środek  krzywizny  K,  przedłużając  linię  MA  aż  do  spotkania  £ 
z  prostopadłą  lE  do  MI,  i  prowadząc  przez  punkt  E  równo- 
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ległf  EK  do  CC.  Ck)  jest  właśnie  wykreśleniem  Samry^  zaslo- 
sowanem  do  przypadku  w  którym  środek  krzywizny  C  jest 
w  nieskończoności.  Zreszt^^  nietrudno  wprost  dowieśdź  tego 
wykreślenia  :  albowiem,  równoległa  Al  do  l^K  i  równoległa 
AB  do  El  daj9 


MK_ME  _  NU  . 
MI  ""  MA  ■"  MB ' 


zk^d 


— 3 

Mf  r^ 

MK  =  ^.  = 


MB       r  —  ados? 


75.  Wykreślenie  Stwory  rzadko  się  zastosować  może^  bo 
wymaga  znajomości  środków  krzywizny  C,  C  linii  ruchomej 
i  sti^ej,  a  wyznaczyć  te  dwa  środki  trudniej  jest^  w  ogóle,  niż 
znaleźć  środek  krzywizny  epicykloidy.  I  w  samej  rzeczy-  między 
punktem  opisującym  M,  środkiem  krzywizny  R  i  punktem  B 
jest  związek 

MK.MB  =  IM, 

który  wyznacza  punkt  B  okręgu  przegięć  gdy  punkta  M  i  K 
s^  dane.  Jeśli  więc  są  wiadome  środki  krzywizny  krętoych 
dwóch  punktów,  s^  temsamem  znane  dwa  punkta  okręgu  prze- 
gięć, i  ten  okręgi  przechodzący  przez  środek  chwilowy  I,  jest 
określony.  Zatem  będzie  można  otrzymać  środek  krzywizny 
kr^inej  punktu  jakiegokolwiek  M,  tworzęeego  trójkft  z  dwoma 
pierwszemi. 

Na  zastosowanie  rozwifimy  następujące  zagadnienie : 

Podst(wm  tUM."  trójkąta  niezmiennego  porusza  się  między 
dwiema  liniami  stałemi  L',  L" ;  znaleić  śfH>dek  krzywizny  krot- 
nej która  opisuje  wierzchołek  M  teyo  trójkąta. 
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Niech  będf  K'  i  K"  środki  krzywizny  linij  U  i  ]/  odpowie- 


dające  punktom  M'  i  M".  Normalne  M'R',  M'K*  do  tych  dwóch 
linij  przecinają  się  w  punkcie  I,  który  będzie  środkiem  chwi- 
lowym figury  ruchomej.  Jeśli  więc,  idąc  od  wierzchołków  ku 
odpowiedającym  środkom  krzywizny,  weźmiemy 

M'B'=  J^ , 
M'K' 

• 

2 

IM* 

M'B'  =  ^, 

znajdziemy  dwa  punkta  B',  B'  które  ze  środkiem  chwilowym 
wyznaczą  okrąg  przegięć.  Ten  okrąg  spotyka  w  B  normal- 
ne MT  do  krążnej  wierzchołka  M ;  zatem^  biorąc 

otrzymamy  środek  krzywizny  K  tej  krąitnej. 

Mając  okrąg  przegięć,  weimy  środek  chwilowy  A  drugiego 
rzędu  i  połączmy  MA;  jeśli  z  punktu  I  wyprowadzimy  prosto- 
padłe lE  do  Ml  aż  do  spotkania  E  z  prostą  MA,  i  potem  przez 
punkt  E  poprowadźmy  prostą  EK  równoległą  do  Al,  ta  ró- 
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wnoiegła  przetnie  MI  w  punkcie  K  który  będzie  środkiem  kńy- 
wizny  kręinej  wierzchołka  M.  To  drugie  wykreślenie  jest 
sprawdzeniem  pierwszego. 

Gdy  dane  linie  L',  U  s§  proste,  wtedy  M'R'=oo,  M'K'=roo; 
zatem  M'B'  =  O,  M^B'  =  0.  Go  być  powinno,  ponieważ  pun- 
kta  M',  M",  opisując  linie  proste  L',  U,  leżą  na  okręgu  przegięć 
który  przechodzi  przez  punkt  spotkania  tych  dwóch  linij  (7A). 

76.  Twierdzenie  Bobtlier*a.  Gdy  dwa  boki  trójkąta  ślizgają 
odpowiednio  na  dwóch  okręgach  stałych,  trzeci  bok  oudeka  trzeci 
okf*ag. 


Niech  będzie  ABG  trójkąt  ruchomy  którego  bok  AB  zostaje 
cięgle  styczny  do  okręgu  O,  a  bok  AG  ciągle  styczny  do  okrę- 
gu O'.  Normalne  Oc,  0'ft  do  tych  okręgów  w  punktach  ich 
zetknięć  z  bokami^  przecinają' się  w  punkcie  I  który  jest  środ- 
kiem chwilowym  ruchu  trójkąta;  a  ponieważ  kąt  010'  jest 
stateczny  jako  spełnienie  kąta  A,  punkt  I  należy  do  okręgu 
wykreślonego  na  cięciwie  00'  odpowiedającej  temu  kątowi. 
Więc  okrąg  010'  jest  miejscem  środków  chwilowych  wirowa- 
nia trójkąta  ABG. 

Aby  znaleźć  owłokę  trzeciego  boku  BG^  Uważajmy  że  pros- 
topadła la,  spuszczona  z  punktu  1  na  bok  BG,  jest  normalną 
do  tej  owłoki,  i  przechodzi  przez  jej  środek  krzywizny  który 
oznaczymy  przez  a.  Owoż^  kąty  Ola,  ABG,  mające  ramiona 
prostopadłe,  są  równe  albo  spełniające ;  zatem  kąt  Ola  jest 


EUCH  UJLŁADU  BRYŁOWEGO.  125 

stateczny,  i  jego  wierzchołek  I  opisuje  okr^^  wykreślony  na 
cięciwie  Oa  przeciwległej  temu  katowi.  Więc  ten  okręg  musi 
się  schodzić  z  okręgiem  010'^  bo  inaczej  punkt  I  byłby  nie- 
ruchomy. Zt§d  wynika  że  środek  krzywizny  a  znajduje  się  na 
okręgu  010'^  i  łuk  Oa  mierzący  k§t  stateczny  B  jest  ilości{^ 
stateczne.  Co  dowodzi  że  normalne  we  wszystkich  punktach 
owłoki  boku  BC  przechodzę  przez  punkt  stateczny  « ;  więc  tę 
owłokę  jest  okręg  promienia  aa. 

Gdyby  boki  AB^  AG  ślizgały  nie  na  okręgach  ale  na  krzy- 
wych jakichkolwiek^  możnaby  za  te  krzywe^  przez  czas  nie- 
skończenie mały  dł,  podstawić  koła  przylegajęce  w  punk* 
tach  bf  c,  i  wykreślić  jako  wyżej  środek  krzywizny  a  owłoki 
boku  BC. 

Normalne  do  krzywej  opisanej^  na  przykład,  przez  wierzcho* 
łek  A  trójkęta  AfiC^  jest  prosta  lA.  W  ogóle^  żeby  wyznaczyć 
normalne  albo  styczne  do  krężnej  wierzchołka  keta  A,  którego 
ramiona  AB,  AG  ślizgaję  na  dwóch  krzywych  jakichkolwiek^ 
dość  jest;  na  cięciwie  zetknięć  be,  wykreślić  odeijiek  koła  obej- 
mujęcy  kęt  A;  okręg  bc\  będzie  styczny  do  krężnej  wierz- 
chołka A. 

TOCZENIE  SIĘ  1  ŚLIZGANIE  LIN  U  PŁASKICH. 

77.  Gdy  sę  dane  dwie  linie  płaskie^  jedna  ruchoma  a  druga 
stała,  które  muszę  zostawać  w  cięgłem  zetknięciu,  wtedy,  jaka- 
kolwiek jest  ustawa  przemieszczania  punktu  zetknięcia  na  tych 
liniach,  trzeba  odróżnić  trzy  następujęce  rodzaje  ruchu  : 

I""  Jeśli  łuki  nieskończenie  małe,  przebieżone  przez  punkt 
zetknięcia  na  obydwóch  liniach,  maję  tę  sarnę  długość,  mówi 
się  że  jest  toczenie  się. 

2^  Jeśli  jeden  z  dwóch  łuków  jest  zero,  ruch  jest  prostem 
ślizganiem. 
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30  W  każdym  innym  przypadku  ruch  jest  mieszany,  zarazem 
toczenie  się  i  ślizganie. 

Ruch  nieskończenie  mały  jednej  linii  płaskiej  na  drugiej 
może  być  w  ogóle  uważany  jako  złożony  z  toczenia  się  i  ślizga- 
nia. Jakoż,  żeby  sprowadzić  linię  ruchoma  z  jednego  położenia 
na  nieskończenie  bliskie  które  bierze  na  linii  stałej,  można  j^ 
najpierwej  toczyć  na  tej  linii  całym  nieskończenie  małym  łu- 
kiem dsy  i  potem  sun^ć  ostalni  punkt  zetknięcia  łuku  ds  aż 
przyjdzie  do  położenia  które  ma  zajmować  na  linii  stałej. 

Żeby  ślizganie  było  zero^  w  ruchu  dwóch  linij  które  musz^ 
się  ciągle  stykać  z  sob^,  oczywiście  trzeba  i  dość  jest  żeby  punkt 
zetknięcia  tych  linij  schodził  się  ze  środkiem  chwilowym  wiro* 
wania  względnego. 

Toczenie  się  jest  zero  i  ruch  prostem  ślizganiem,  gdy  punkt 
zetknięcia  jest  niezmienny  na  linii  ruchomej  albo  na  linii  sta- 
łej. Zl«^d  wynikają  dwie,  godne  uwagi,  widoczne  własności : 

Gdy  krzywa  ruchoma  ślizga  na  krzywej  stałej;  której  dotyka 
zawsze  tym  samym  punktem,  jej  normalna  w  tym  punkcie 
toczy  się  na  rozwitej  Unii  stałej. 

A  gdy  jedna  krzywa  porusza  się  dotykając  drugiej  krzywej 
w  tym  samym  punkcie,  rozwita  krzywej  ruchomej  toczy  się  na 
normalnej  stałej  punktu  zetknięcia. 

ZAGADNIENIE  ODWROTNE  EPICYKLOID. 

78.  Zagadnienie.  Majgc  dane  na  jednej  płasczyznie  dwie 
linie  AB,  CD,  wyznaczyć  trzecią  MN  taka  ieby^  gdy  się  toczy 
na  pierwszej  AB,  punkt  stale  z  nią  związany  kreślił  drugą 
linię  CD. 

Ż  punktu  P,  w  którym  szukana  linia  MN  styka  się  z  pod- 
stawą AB,  spuśćmy  prostopadłe  PQ  na  linię  CD.  Gdy  linia 
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ruchoma  MN  toczy  się  ketem  nieskończenie  małym  na  linii  AB^ 
punkt  Q  opisuje  nieskończenie  mał^  czfstkę  linii  CD,  normal- 


na do  PQ.  Wyobraźmy  sobie  na  linii  MN  punkt  R  nieskoń- 
czenie sąsiedni  punktu  P,  i  weźmy  na  AB  łuk  PS  =  PR. 
Owoż,  w  toczeniu  się  linii  MN  na  AB,  punkt  R  przychodzi 
do  S;  jeśli  więc  z  punktu  S  spuścimy  na  linię  CD  prostopa- 
dłe ST,  wyznaczymy  poloienie  T  punktu  który  opisuje  kręż- 
nę  CD ;  bo  oczywiście  ST  jest  położeniem  jakie  bierze  prosta 
RQ  w  skutku  toczenia  się  linii  MN  na  AB.  Zatem  długość 
ST  =  RQ,  i  k§t  S,  utworzony  pr/ez  prosię  ST  z  krzywa  sta* 
łę  AB;  jest  równy  katowi  R  jaki  czyni  prosta  RQ  z  krzywa 
ruchoma  MN. 

Nazwijmy  r  długość  prostej  ST  normalnej  do  CD ;  między 
t^  długością  i  ketem  S  jest  zwięzek  dany  przez  określenie  linij 
AB  i  CD ;  jeśli  więc  weźmiemy  punkt  Q  za  biegun  i  pros- 
te QR  za  promień  wodz§cy  r,  będziemy  mieli 


r~  =  slyR  =  slyS. 
dr 


równanie  biegunowe  szukanej  linii  MN. 

79.  Zastosujmy  to  do  następujęc^o  przykładu*  Dane  sd  dwie 
proste  AB,  CD  które  się  przecinają  pod  katem  «;  jaką  linię  trteba 


128  ROZDZIAŁ  II. 

toczyć  na  prostej  AB^  aby  punkt  stale  z  ma  związany  opisał  pros- 
te CD? 


Poprowadźmy  normalne  ST  do  CD ;  będzie 


r^  =styS  =  dol«. 

dr  ^ 


Całkując,  i  nazywając  A  stateczne  dowolna,  otrzymujemy 
równanie 

r  =  Ae      , 

które  przedstawia  spiralne  logarytmiczna.  Ta  spiralna  przecina 

promienie  wodzące  ppd  k§tem  statecznym   ^  —  «>  i  ma  za 

biegun  punkt  niemaltyczny  T.  Gdy  rzeczona  spiralna  toczy 
się  na  linii  prostej  AB,  jej  biegun  T  opisuje  linię  prosta  CD 
która  tworzy  z  pierwsza  kąt  a. 

Figura  pokazuje  inną  ciekawą  własność  spiralnej  logarytmicz- 
nej. Łuk  tej  krzywej^  poczynając  od  punklu  zetknięcia  S  aź  do 
bieguna  T^  około  którego  okrąża  nieskończoną  liczbę  razy, 
jest  ilością  skończoną  i  równa  się  linii  prostej  SO. 

80.  Rozwiążmy  jeszcze  drugie  zagadnienie.  Jest  dana  łań- 
cuszkowa CD,  odniesiona  do  osi  odciętych  AB  względem  której 
rzędna  minimum  równa  się  parametrowi  a.  Jaka  linie  trzeba 
toczyć  na  AB,  ieby  punkt  stale  z  nig,  zwigzany  kreślił  tę  łańcusz- 
kowe? 
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Równanie  łańcuszkowej  jest 
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a  I    a    \  "a] 


a   B 


Aby  znaleźć  związek  między  normalna  SF  =  r  i  styS^  uwa* 
łajmy  że,  w  trójkącie  prostokątnym  FPS,  mamy 


wstS  = 


FP 
FS 


Owożi  wiemy  (tom  I^  n*  1&7)  że 


EP  =  OH  =a,       FP  =  y^FS  .FG  =  V^i 


co  daje 


wstS 


'=/!' 


zatem 


ar         '^  V    r  ^a 


Trzeba  więc  całkować  równanie 


=  v/S 


rfr 


ryr  —  a 


MKCHAfllKA. 


H. -• 
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Wedle  zwyczajnych  prawideł  rachunku  całkowego,  uczyńmy 

/•  —  a=z  au^ ; 
zk§d 

dr  =z  :lattdu. 

Podstawiając  le  wartości,  będzie 

"Idu 


dQ  =  1 


1  +  M 

Zt§d,  całkując,  otrzymujemy 


de  +  C  =  2łuk Sty M  =  2\uksiy\/- — ^  . 


Owoź,  w  punkcie  najniższym  łańcuszkowej  powinno  być 


r=«,      9=:0;     zalcm    G  =  0. 


Co  daje 


rz=./(l  +sly^^-) 


albo 


_         n  la 

2 

równanie  paraboli  odniesionej  do  ogniska  i  osi.  Więc  łańcusz- 
kowa jest  miesjcem  opisanem  przez  ognisko  paraboli  która  się 
toczy,  nie  ślizgając,  na  linii  prostej. 

FKiURA  SFEinC/AA  IlUCH  »viA  NA  i^FKRZK. 

81.  Stosując  do  figury  sferycznej  rozumowania  użyte  w  ru- 
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chu  figury  płaskiej  na  jej  płasczyznie,  i  zastępując  linie  proste 
przez  łuki  kół  wielkicti,  dowiedzie  się  łatwo  ie  : 

!•  Figura  sferyczna,  rucłioma  na  swojej  sferze,  może  być 
sprowadzona^  z  jakiegokolwiek  położenia  na  inne,  rucłiem  wi- 
rowym około  jednego  punktu  powierzchni  sferycznej  jako  bie- 
guna^ albo  co  tosamo^  ruchem  wirowym  około  jednej  średnicy 
sfery  jako  osi. 

2o  Ruch  nieskończenie  mały  figury  sferycznej  na  sferze  jest 
nieskończenie  małem  wirowaniem  około  średnicy  sfery.  Ta 
średnica  nazywa  się  osia  chwilową  wirowania^  a  punkta  w  któ- 
rych spotyka  powierzchnię  sferyczna  s§  biegunami  ckwilowemi. 

Bieguny  chwilowe  wirowania  sc  punktami  w  których  się 
zbiegają  wszystkie  łuki  kół  wielkich,  poprowadzone  przez  każdy 
punkt  figury  ruchomej  normalnie  do  kr^żnej  tego  punktu. 

3<»  Cały  ruch  figury  na  sferze  jest  ciągiem  nieskończenie  ma- 
łych wirowań,  i  może  się  otrzymać  przez  toczenie  się  linii 
sferycznej,  stale  związanej  z  figura  ruchoma,  na  linii  stałej  nn 
sferze.  To  jest,  jednem  słowem,  ruch  cięgły  figury  ruchomej  na 
sferze  jest  ruchem  epicykloidalnym  sferycznym, 

RUCH  UK1.ADU  BRYŁOWKGO  MAJ4CEGO  PUNKT  STAŁY. 

82.  Uważajmy  układ  bryłowy  niezmienny  który  się  porusza 
około  punktu  stałego  O ;  przetnijmy  go  powierzchnia  sferyczne 


jakiekolwiek  8,  maj§c§  punkt  O  za  środek,  i  nazwijmy  A  figurę 
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sferyczną  wyDikającą  z  tego  przecięcia.  Gdy  układ  obraca  się 
około  punktu  O,  figura  sferyczna  A,  s(ale  z  nim  zwięzana, 
porusza  się  na  sferze  S.  Owoż,  widzieliśmy  że  ruch  nie-koń- 
czenie mały  figury  sferycznej  na  swojej  sferze  jest  nieskończe- 
nie małem  wirowaniem  około  pewnej  średnicy  sfery;  więc 
ruch  nieskończenie  mały  układu  bryłowego^  około  punktu  sta- 
łego 0^  jest  nieskończenie  małem  wirowaniem  około  osi  chwi- 
lowej, przechodzącej  przez  ten  punkt;  albo,  mówiąc  po  prostu  : 
gdy  układ  bryłowy  w  ruchu  ma  punkt  stały,  istnieje  w  każdej 
chwili  wewnątrz  niego  linia  prosta  której  wszystkie  punkta  są 
nieruchome  przez  tę  chwilę.  Znajdujemy  tym  sposobem  nastę- 
pujące^  ważne  twierdzenie  D'Alemberta,  ściśle  dowiedzione 
przez  Eulera  : 

Twierdzenie  d^Alembert^a.  Ruch  ciała,  które  się  obraca  spo- 
sobem  jakimkolwiek  około  punktu  stciego,  jest  wirowaniem  około 
osi  chwilowej,  która  przechodzi  zawsze  przez  ten  punkt  ale  co  chwila 
zmienia  kierunek.  , 

To  znaczy  innemi  słowy^  że  prędkości  wszystkich  punktów 
ciała^  obracającego  się  około  punktu  stałego,  są  takie  same  jak 
gdyby  się  ono  istotnie  obracało  około  jednej  osi  przez  czas  dt. 
Na  końcu  każdej  chwili  oś  wirowania  nie  jest  ta  sama  co  na 
początku,  ruch  ciała  jest  jeszcze  prostem  wirowaniem  ale  już 
około  innej  osi.  Wprawdzie  rzeczy  dzieją  się  tak  że  ruch  ciała 
około  punktu  stałego  jest  nieprzerwanym  ciągiem  wirowań 
około  coraz  innej,  ustawicznie  zmiennej  osi^  która  dlatego  na- 
zywa się  osia  c/umlowa  wirowania.  Żeby  to  jeszcze  lepiej  pokazać, 
i  wyjaśnić  trudność  pojmowania  tych  wirowań  ciągle  zmien- 
nych, przedstawimy  widoczny  obraz  całego  ruchu. 

Wiemy  już  że  wszelki  ruch  figury  sferycznej  A  na  sferze  S 
jest  to  samo  co  ruch  toczenia  się  krzywej  ruchomej  ss,  zwią- 
zanej z  figurą  A,  na  krzywej  stałej  aa  leżącej  na  tej  sferze. 
Ten  ruch  epicykloidalny  sferyczny  wyznacza  zupełnie  ruch  ciała 
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bryłowego.  Owoż,  możemy  sobie  wyobrazić  że  linie  ss  \  Cj  s^ 
kierownicami  dwóch  stożków  mających  punkt  O  za  spoiny 
wierzchołek;  toczenie  się  krzywej  ss  na  krzywej  <7(t  odpowieda 
toczeniu  się  stożka  ruchomego  (O,  s)  na  stożku  stałym  (O,  g\ 
Mamy  więc  ostatecznie  ogólne  twierdzenie  które  podał  Potnsot, 

TwiEBDZBNiE  Poiiisot'a.  Jakimkolwkk  sposobem  cioio  $%€  ołnmca 
okido  punktu  0tałego^jego  ruch  najogólniejszy  jest  iawsze  ruchetn 
pewnego  stoika  z  niem  związanego^  który  ma  ten  punkt  za  wierzchom 
łekf  I  który  się  toczy,  nie  ślizgając,  na  drugim  stoiku,  stałym 
w  przestrzeni  i  mającym  ten  sam  wierzchołek. 

Widzimy  teraz  dobrze  że  oś  chwilowa  wirowania  jest,  przez 
czas  dt^  spoiną  krawędzie  zetknięcia  stożka  ruchomego  ze 
stożkiem  stałym. 

83.  Cecha  osi  chwilowej.  Wyłożone  twierdzenie  niewątpli- 
wie pokazuje  że  oś  chwilowa  musi  być  zarazem  zmienna  w  ciele 
i  w  przestrzeni,  albo  nieruchoma  w  obydwóch.  Ta  własność  jest 
cechą  osi  chwilowej.  Jeśli  więc  spostrzegamy  ciało  obracające 
się  około  osi  która  się  nam  zdaje  nieruchoma  wewnątrz  niego, 
ale  które  zmienia  położenie  w  przestrzeni,  możemy  być  pewni 
że  ta  oś  nie  jest  osią  chwilową  około  której  odbywa  się  rze- 
czywiste wirowanie  uważanego  ciała.  Dwa  następujące  przy- 
kłady potwierdzają  te  rozumowania : 

Ruch  dzienny  ziemi.  Dawniej  uważano  ruch  dzienny  słorica  i 
nieba  z  gwiazdami  jako  jednostajny  wirowy  około  linii  biegu- 
nów czyli  osi  świata,  poprowadzonej  przez  dwa  punkta  na  nie- 
bie, średnicowo  przeciwne,  które  zdają  się  być  w  spoczynku^ 
na  pewny  czas  przynajmniej ;  przypuszczano  bezzasadnie  że  (a 
oś  przechodzi  przez  środek  ziemi.  Hipparch^  najsławniejszy 
astronom  starożytności  który  żył  na  150  lat  przed  GHRYSTOSEtf^ 
odkrył  pierwszy  że  oś  ziemi  nie  ma  kierunku  statecznego 
w  przestrzeni,  i  w  okresie  26000  lat  opisuje,  około  prostopadłej 
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(lo  płasczyziiy  ekliptyki,  stożek  prosty^  w  którym  połowa  kąta 
prry  wierzchołku  zawiera  prawie  23"  27'  30"'.  Ten  ruch  niezmier- 
nie powolny,  który  przemieszcza  co  rok,  niemal  o  50  sekunda 
linię  przecięcia  ekliptyki  z  równikiem,  stanowi  w  astronomii 
tak  zwane  cofanie  się  punktów  równonocnyek.  Mniemano  z  nieja- 
kim pozorem  prawdy  że^  podczas  gdy.  ziemia  obraca  się  jedno- 
stajnie około  swojej  osi)  ta  oś  ma  pewny  ruch  w  przestrzeni 
skutkiem  którego  opisuje  rzeczony  stoiek.  Ale  Bradlet  dowiódł 
później  ie  oś  ziemi  nie  kreśli  dokładnie  stożka  Htppargha,  tylko 
oscylluje  na  kilka  sekund  około  jego  powierzchnia  w  okresie 
blisko  lat  18.  Ten  ruch  nazywa  się  kołysaniem  ziemi.  Aby  więc 
sobie  wytłumaczyć  ruch  dzienny  zieiui,  wyobrażono  stożek 
bardzo  mało  otwarty,  mający  wierzchołek  w  środku  ziemi  i 
stanowiący , z  nią  jedno  ciało,  a  potem  drugi  stożek,  mający  ten 
sam  wierzchołek,  ale  stały  w  przestrzeni ;  i  przypuszczono  że 
pierwszy  stożek  toczy  się  na  drugim  wykonywając  na  nim  każ- 
dego dnia  jeden  całkowity  obrót. 

Ten  sposób  pojmowania  ruchu  dziennego  ziemia  chociaż  się 
przedstawia  naturalnie^  nie  jest  całkiem  prawdziwy,  szczegól- 
niej z  przyczyny  rocznego  ruchu  ziemi  około  słoiSca  Ogranicza- 
jąc się  na  samym  ruchu  cofania  się  punktów  równonocnych^ 
a  zaniedbując  kołysanie  i  inne,  znaleziono  że  biegun  istotnego 
wirowania  ziemi  opisuje  każdego  dnia  na  jej  powierzchni 
pewną  krzywe,  która  jest  bardzo  małym  okręgiem  koła,  mają- 
cym zaledwie  1«,68^  długości.  Ten  przybliżony  wynik  dowodzi 
że  wirowanie  chwilowe  rzeczywiste  bieguna  ziemi  różni  się 
bardzo  mało  od  wirowania  pozornego. 

Wirowanie  pocisków  podłużnych.  Wiadomo  że,  dla  zmniej- 
szenia oporu  powietrza,  dają  dzisiaj  pociskom  kształt  podłużny 
i  udzielają  im  ruch  wirowy  około  osi  figury.  Te  pociski  wycho- 
dząc z  broni,  opisują  krążnę  mniej  więcej  krzywą;  zatem  przed- 
stawiają się  pochyło  do  oporu  powietrza  dopóki  oś  figury 
zachowuje  kierunek  początkowy,  to  jest  kierunek  stycznej  do 
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krainą  w  punkcie  wyjścia.  Jeśliby  chciano,  dla  zmniejszenia 
oporu,  żeby  oś  figury  pocisku  zostawała  styczna  do  jego  kr^- 
inej  w  całym  przebiegu,  wtedy  ta  oś  zmieniając  cięgle  położe- 
nie w  przestrzenia  przestałaby  już  być  osie  wirowania;  bo 
z  określenia  oś  wirowania  jest  w  każdej  chwili  linię  której  kie- 
runek zostaje  stały  zarazem  w  ciele  i  w  przestrzeni. 

RUCH  UKŁADU  BRYŁOWEGO  RÓWINOLEGLE  DO  PŁASiZYZNY. 

84.  Niech  będzie  układ  bryłowy  którego  wszystkie  punkta 
.przemieszczają  się  równolegle  do  płasczyzny  stałej  P.  Prze- 
tnijmy ten  układ  płasczyznę  P'  równoległe  do  P ;  otrzymamy 
figurę  płaskę  która  się  będzie  zarazem  z  nim  poruszała,  zostajęc 
cięgle  na  swojej  płasczyznie.  Owoż,  wszelki  ruch  nieskończenie 
mały  tej  figury  jest  ruchem  wirowym  około  pewnej  osi  chwi- 
lowej, prostopadłej  do  płasczyzny  P' ;  więc  wszelki  ruch  nie- 
skończenie mały  układu  bryłowego^  którego  punkta  prze- 
mieszczaję  się  równolegle  do  płasczyzny  stałej  P,  jest  ruchem 
wirowym  około  osi  chwilowej  prostopadłej  do  tej  płasczyzny. 
Miejscem  tych  osi  chwilowych,  ciągiem  po  sobie  idęcych,  jest 
powierzchnia  walcowa,  prostopadła  do  płasczyzny  P. 

Może  się  zdarzyć  że  oś  chwilowa  wirowania  znajduje  się 
w  nieskończoności ;  wtedy  ruch  układu  bryłowego  o  którym 
mowa  jest  ruchem  przeniesienia. 

Pojmuje  się  ruch  skończony  układu  bryłowego  równolegle 
do  płasczyzny,  wyobrażając  sobie  dwa  walce  styczne,  jeden 
wewnętrz  tego  układu  i  z  nim  ruchomy,  a  drugi  stały  w  przes- 
trzeni, i  przypuszczając  że  pierwszy  walec  toczy  się,  nie  ślizga- 
jęc,  na  drugim. 

Kuch  figur  na  płasczyznie  i  ruch  układów  bryłowych  równo- 
legle do  płasczyzny  są  szczególnemi  przypadkami  ruchu  układu 
mającego  punkt  stały.  Albowiem  sfera  O  jest  płasczyzną  gdy 
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jej  promień  staje  się  nieskończenie  wielkim ;  wtedy  środek  O 
oddala  się  w  nieskończoność^  i  stożki  (O, «),  (O,  9]  staj^  się 
walcami^  a  linie  88,  w  przecięciami  tych  walców  prostopadłe- 
mi  do  ich  krawędzi.  Zt§d  zaraz  wynikają  twierdzenia  któreśmy 
poprzednio  wyłożyli. 

RUCH  UKŁADU  BRTŁOWEGO  W  PRZESTRZENL  RUCH  HELIGOWT. 

85.  Ruch  nieskończenie  mały  układu  BaTŁOWECO.  Uważajmy 
najpierwej  ruch  nieskończenie  mały  układu  bryłowego  który 
się  przemieszcza  sposobem  jakimkolwiek  w  przestrzeni.  Wiemy 
już  że  można  sprowadzić  ten  układ  z  jednego  położenia  na  inne 
sąsiednie,  dajęc  mu  nieskończenie  małe  przeniesienie,  i  potem 
zaraz  nieskończenie  małe  wirowanie  około  osi  tego  samego 
kierunku  co  przeniesienie.  Ale  trzeba  dobrze  uważać  że  te  dwa 
ruchy  nie  stanowię  rzeczywistego  ruchu  żadnego  z  punktów 
układu  bryłowego;  all)owiem^  każdy  punkt  układu  ruchomego 
opisuje  w  czasie  dt  nieskończenie  małą  czystkę  swojej  krężnej ; 
gdy  tymczasem  w  dwóch  rzeczonych  ruchach  po  sobie  idących, 
ten  punkt  przebiega  dwie  linie  prostokątne,  to  jest  linię  prosię 
i  luk  koła  normalny  do  niej.  Owoż,  gdy  śruba  przenika  we- 
wn§trz  stałej  mutry,  każdy  jej  punkt  opisuje  helicę ;  i  te  wszys- 
tkie helice,  l)cdęce  kr§żnemi  punktów  śruby^  znajduję  się  na 
różnych  powierzchniach  walcowych  spfólnej  osi,  i  maję  ten  sam 
krok.  Ruch  tego  rodzaju  nazywa  się  tn/ckem  helicowym.  W  tym 
ruchu,  jako  łatwo  widzimy^  śruba  przechodzi,  z  położenia  które 
ma  na  poczęlku  czasu  dt  do  położenia  które  zajmuje  na  końcu 
tego  czasu,  za  pomoce  nieskończenie  małego  przeniesienia 
wzdłuż  swojej  osi,  i  zarazem  nieskończenie  małego  wirowania 
około  tej  osi.  Te  dwa  ruchy  sę  jednoczesne.  Ztęd  wnosimy  że 
przemieszczenie  układu  ruchomego  w  przestrzeni,  otrzymane 
przez  nieskończenie  małe  przeniesienie  wzdłuż  linii  prostej  i  po 
niein  idęce  nieskończenie  małe  wirowanie  około  osi  równo* 
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tegłej  do  tej  prostej,  może  się  uskutecznić  odrazu,  przez  nie- 
skończenie mały  ruch  helicowy  około  tej  samej  osi.  Więc  ruch 
nieskończenie  mały  najogólniejszy  jaki  ukiad  bryłowy  wziąć  mote 
w  przestrzeni  jest  ruchem  heUcowym^  to  jest  podobnym  do  ruchu 
śruby  która  wchodzi  do  mutry. 

Na  tern  zależy  twierdzenie  podane  przez  Giuuo  Mozzr. 

Oś  GB^iŁOWA  WIROWANIA  I  ŚLizGAiTiA.  Gdy  śruba  porusza  się 
wewnątrz  mutry,  mo^.na  j§  uważać  jakoby  miała  dwa  rucłiy 
jednoczesne,  to  jest  mówić  że  się  posuwa  (ślizga)  wzdłuż  swojej 
osi,  i  zarazem  się  obraca  około  tej  osi.  Tym  sposobem  ruch 
nieskoiiczenie  mały  układu  w  przestrzeni  może  być  uważany 
jako  pochodzący  z  dwóch  ruchów  spółistniej§cych,  wirowania 
około  pewnej  osi  i  ślizgania  wzdłuż  tej  osi. 

Linia  prosta,  około  której  układ  bryłowy  się  obraca  i  wzdłuż 
której  ślizga^  w  każdym  ze  swoich  nieskończenie  małych  ru- 
chów^ zmienia  w  ogóle  co  chwila  położenie  w  przestrzeni.  Dla- 
tego dano  tej  linii  nazwisko  osi  chwilowej  wirowania  i  ślizgania. 

86.  Nazwijmy  c  nieskończenie  mał§  ilość  którą  się  układ 
bryłowy  posuwa  wzdłuż  osi  chwilowej  wirowania  i  ślizgania, 
przez  czas  nieskończenie  mały  dt-y  pojmujemy  łatwo  że  odpo* 
wiedające  rzuty  przemieszczeń  punktów  układu,  uczynione  na 
tej  osi,  s§  wszystkie  równe  ilości  c.  Owoż,  otrzymuje  się  pręd- 
kość punktu  jakiegokolwiek^  dzieląc  jego  przemieszczenie 
w  czasie  dt  przez  tenże  czas ;  otrzyma  się  więc  rzut  tej  pręd- 
kości na  osi  wirowania  i  ślizgania,  dzieląc  dt  przez  dt.  Zatem, 
gdy  układ  bryłowy  porusza  się  w  przestrzeni,  rzuty  prędkości 
jego  punktów^  w  chwili  jakiejkolwiek,  na  osi  chwilowej  wiro- 
wania i  ślizgania  względnej  do  tej  chwili,  są  wszystkie  równe 

między  sobą  jako  wyrażone  przez    -j.  • 

Wynika  ztąd  ważne  następstwo.  Jeśli  wyprowadzimy  z  jakie- 
gokolwiek  punktu  O  przestrzeni  linie  proste,  przedstawiające  wiel- 
kość i  kierunek  prędkości  któremi  róine  punkta  układu  sa  otywione 
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W  danej  chwili-  skrajności  tych  linij  będą  wszystkie  na  jednej  płas- 
czyznie,  prostopadłej  do  odpowiedajacej  osi  chwilowej  wirowania 
i  ślizgania.  Zatem  prostopadła  spuszczona  z  punktu  O  na  tę 
płasczyznę  jest  równoległa  do  osi  chwilowej.  Owoż,  trzy  punkta 
nie  w  linii  prostej  wyznaczają  płasczyznę;  więc,  aby  mieć  kie- 
runek osi  chwilowej  wirowania  i  ślizgania  w  danej  chwili,  dość 
jest  przez  punkt  O  przestrzeni  poprowadzić  trzy  linie  proste 
Oa,  Oh,  Oc,   przedstawiające  wielkość  i  kierunek   prędkości 


0<^=^ 


jednoczesnych  trzech  punktów  A,  B,  C  układu;  i  z  punktu  O 
spuścić  na  płasczyznę  abc^  przechodząca  przez  skrajności  a,  b,  c 
tych  trzech  prostych,  prostopadłe  OP  która  wyznaczy  kierunek 
szukanej  osi.  Żeby  się  to  wykreślenie  udało,  trzy  wzięte  pręd- 
kości nie  powinny  być  równoległe  do  jednej  plasczyzny.  Gdy 
zaś  prędkości  wszystkich  punktów  układu  s§  równoległe  do 
jednej  płasczyzny,  natenczas  ruch  tego  układu  jest  ruchem  wi- 
rowym około  OS!  prostopadłej  do  rzeczonej  płasczyzny. 

Połączmy  Pa,  Pft,  Pc;  możemy  uważać  prędkość  Oa  jako 
wynikowe  dwóch  prędkości  przedstawionych  co  do  wielkości 
i  kierunku  przez  proste  OP  i  Pa;  tak  samo  prędkość  Ob  jest 
wynikową  prędkości  OP  i  Pb,  a  prędkość  Oc  wynikową  pręd- 
kości OP  i  Pc.  Trzy  prędkości  skierowane  wedle  OP  składają 
się  w  jedną  wynikowe,  która  przedstawia  wielkość  i  kierunek 
prędkości  przeniesienia  układu.  Prędkości  Pa,  P6,  Pc,  równo- 
ległe do  płasczyzny  abc^  są  prędkościami  wierzchołków  trój- 
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k§ta  ABC  w  ruchu  wirowym  około  osi  chwilowej  równoległej 

do  OP.  Zatem,  jeśli  oznaczymy  przez  Aa  odległość  punktu  A 

od  osi  chwilowej,  prędkość  wirowania  w  całego  układu  wy- 

.    .  Prt 

razi  się  przez    w  i=  -^  . 

Poprowadźmy  teraz  jakkolwiek  pochyłe  OPi  do  płasczyz- 
ny  obCy  i.  rozłóżmy  prędkość  Oa  na  dwie  prędkości  jedno- 
czesne  0P|  i  P|a;  rozłóżmy  tak  samo  prędkość  Ob  na  skła- 
dowe OPi  i  Pi6;  nakoniec  rozłóżmy  prędkość  Oc  na  skła- 
dowe OPł  .i  PiC  Trzy  prędkości  skierowane  wedle  OPi  składają 
się  w  jedne  wynikowe  która  przedstawia  prędkość  przeniesienia 
układu  wedle  OPi ;  drugie  składowe,  równoległe  do  płasczyzny 
abcy  odnoszą  się  do  ruchu  wirowego  punktów  A,  B,  C  około 
osi  chwilowej  prostopadłej  do  płasczyzny  abc\  ta  oś  nie  jest 
równoległa  do  OPi  ale  do  OP. 

Więc,  w  różnych  sposobach  rozkładania  ruchu  układu  bry- 
łowego na  nieskończenie  małe  przeniesienie  i  wirowanie, 
kierunek  przeniesienia  jest  dowolny ;  gdy  przeciwnie  kierunek 
osi  wirowonia  jest  wyznaczony  w  każdej  chwili.  Nadto,  pręd- 
kość przeniesienia  wedle  osi  wirowania  i  ślizgania  jest  naj- 
mniejsza możebna,  bo  w,  tym  przypadku  ma  za  miarę  prosto- 
padłe OP  do  płasczyzny  abc\  gdy  tymczasem,  w  każdym  innym 
przypadku  prędkość  przeniesienia  jest  mierzona  przez  pochyłe 
do  tej  płasczyzny. 

87.  Ruch  skończony  układu  bryłowego.  Wiemy  że  wszelki 
ruch  punktu  materyalnego  może  się  otrzymać  za  pomocą  prze- 
niesienia i  potem  wirowania  około  osi  przez  ten  punkt  prze- 
chodzącej. Więc,  biorąc  zawsze  ten  sam  punkt,  widzimy  że  ruch 
układu  bryłowego  w  przestrzeni  jest  przeniesieniem  wziętego 
punktu  i  wirowaniem  około  tego  punktu.  Ztąd  wynika  że  wszelki 
ruch  układu  może  być  uważany  jako  toczenie  się  stożka  z  nim 
związanego,  na  stożku  spólnego  wierzchołka,  który  ma  w  tym 
samym  czasie  ruch  przeniesienia  w  przestrzeni. 
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Ale  ten  obraz  ruchu  nie  jest  dość  wyraźny ;  bo  zależy  od 
branego  punktu  układu,  a  tych  punktów  jost  mnóstwo.  Prze- 
ciwnie, oś  wirowania  i  ślizgania  jest  jf dyna  w  każdej  chwili; 
łatwiej  więc  będzie,  opierając  się  na  tej  własności,  szukać  jakby 
najlepiej  można  sobie  wyobrazić  ruch  układu  bryłowego  wol- 
nego w  przestrzeni.  Co  właśnie  uczynimy. 

Widzieliśmy  że  ruch  nieskończenie  mały  układil  bryłowego, 
przez  czas  dt,  jest  ruchem  helicowym^  to  jest  może  być  uważany 
jako  pochodzący  z  dw*óch  ruchów  spółistniejęcych  :  z  wirowego 
około  osi  chwilowej^  przechodzącej  przez  jeden  z  punktów 
układu,  i  z  postępowego  wzdłuż  lej  osi.  Aby  mieć  jasne  pojęcie 
całego  ruchu  i  niejako  widoczny  jego  obraz,  uważajmy  naj- 
pierwej  że  położenia  po  sobie  idęce  osi  chwilowej  wirowania 
i  ślizgania  tworzą  powierzchnię  prostorodną,  stałe  w  przestrzeni ; 
a  położenia  tej  osi,  ustawicznie  zmienne  wewnątrz  układu, 
tworzą  drugą  powierzchnię  prostorodną,  ruchomą  z  tym  ukła- 
dem. Oś  chwilowa  wirowania  i  ślizgania  znajduje  się  zarazem 
na  obydwóch  powierzchniach ;  albo  innemi  słowy,  wszystkie 
linie  rodzące  powierzchni  ruchomej  przychodzą  jedna  po  dru- 
giej do  odpowiedających  linij  powierzchni  stałej,  i  do  nich 
przystają;  tak  że  każda  z  nich  jest  z  kolei  osią  chwilową  wiro* 
wania  i  ślizgania.  Owoż,  w  chwili  gdy  wirowanie  około  spólnej 
linii  rodzącej  sprowadza  do  przystawania  dwie  odpowiedne 
linie  rodzące,  powierzchnie  prostorodne,  mając  dwie  linie 
rodzące  spólne,  są  styczne  w  całej  rozciągłości  tych  linij.  Ztąd 
wynika  ogólne  twierdzenie  które  podał  Poncelet.  • 

Twierdzenie  Pongblet*a.  Pi  aj  ogólniej ny  mch  układu  bryło- 
wego wolnego  w  przestrzeni  jest  ruchem  powierzchni  prostorodnej, 
z  nim  związanej^  na  powierzchni  prosicrodnej  stałej,  tak  te  po- 
wierzchnia ruchoma  zostaje  styczna  wedle  całfj  linii  rodzącej  do 
powierzchni  stałej,  na  której  sję  toczy  i  zarazem  śuzga  wzdłut 
tej  limi. 

Krok  śruby  która  daje  wyobrażenie  ruchu  helicowego  może 
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być  niekiedy  zero ;  gdy  się  to  zdarza,  wtedy  cały  rach  układu 
bryłowego  przywodzi  się  do  prostego  wirowania  około  stałej 
osi.  Ale,  ogólnie,  niema  w  układzie  żadnego  punktu  nierucho* 
mego,  nawet  przez  jedn§  chwilę;  chociaż  jest  zawsze  w  każdej 
chwili  linia  prosta  zachowująca  położenie  niezmienne  przez 
czaą, nieskończenie  mały. 

88.  Figura  płaska  ruchoma  w  przestrzeni.  Niech  będą  F  i  F 
dwa  różne  położenia  w  przestrzeni  tej  samej  figury  płaskiej, 
albo  co  to  samo,  F  i.F'  dwie  figury  równe  w  przestrzeni; 
nazwijmy  P  i  F  płasczyzny  tych  dwóch  figur.  Dwie  płas- 
czyzny  P,  P'  przecinają  się  w  ogóle  wedle  pewne]  lini  pros- 
tej LL';  zatem,  biorąc  prosię  LL'  za  oś  i  obracając  około 
niej  płasczyznę  P,  w  jedną  albo  w  drugą  stronę,  widzimy  łatwo 
że  ntożna  nielylko  sprowadzić  figurę  F'  na  płasczyznę  P,  ale 
jeszcze  dać  jej  położenie  F*  takie,  żeby  dwie  figury  równe 
F  i  F%  lezące  na  płasczyznie  P,  mogły  przystawać  do  siebie  bez 
przewrócenia  jednej  z  nich.  W  tem  położeniu  przywiedzie  się 
figurę  P  na  F  przez  wirowanie  około  pewnego  punktu  O  płas- 
czyzny P,  albo  raczej  przez  wirowanie  około  pewnej  osi  00' 
prostopadłej  do  tej  płasczyzny.  Można  więc  zawsze  sprowadzić 
figurę  płaską  z  położenia  F'  na  położenie  F  w  przestrzeni,  za 
pomocą  dwóch  wirowań  prostokątnych,  z  których  jedno  około 
linii  LL'  przecięcia  się  plasczyzn  dwóch  figur  F,  F',  a  drugie 
około  prostej  00'  prostopadłej  do  płasczyzny  figury  F. 

Ztąd  wynika  że  nieskończenie  mały  ruch  figury  płaskiej 
w  przestrzeni  jest  wynikową  dwóch  nieskończenie  małych  wi- 
rowań około  dwóch  osi  prostokątnych,  z  których  jedna  leży 
na  płasczyznie  figury  a  druga  jest  normalną  do  tej  płasczyzny. 

Oś  LTy,  przecięcie  się  płasczyzny  P  z  jej  nieskończenie  są- 
siędnicm  położeniem  F  jakie  bierze  na  końcu  czasu  dty  jest 
jedną  z  linij  rodzących  powierzchni  rozwijalnej  którą  płas- 
czyzna  P  owleka.  Ta  oś  LL'  nazywa  się  chat*akterystykq,  płas- 
czyzny P. 


162  "rozdział  u. 

Druga  oś  00%  około  której  odbywa  się  wirowanie  figury 
płaskiej  ł\  jest  prostopadła  do  płasczyzny  P  i  przecina  j^ 
w  punkcie  O.  Ten  punkt  O  nazywa  się  ognishiern  płasczyzny  P. 
Dwie  proste  prostokątne  LL'  i  00'  w  przestrzeni,  około  których 
odbywają  się  dwa  nieskończenie  małe  wirowania  figury  płas- 
kiej^ są  osiami  sprzężonemi  dwócb  wirowań  jednoczesnycli  tej 
(igury;  będzie  o  nich  mowa  w  składaniu  wirowań. 

SKŁADANIE  RUCHÓW  POJEDYNCZYCH  NIESKOŃCZENIE  MAŁYCH. 

89.  Ruchami  pojedynczemi,  jakośmy  już  widzieli,  są,  pi*ze- 
niesienie  i  wirowanie.  Przeniesienie  jest  wyznaczone  gdy  jego 
prędkość,  kierunek  i  strona  są  znane.  Linia  prosta  skończo- 
na AB,  wzięta  w  stronę  AB,  wyrażająca  wielkość,  kierunek 
i  stronę  prędkości  przeniesienia  w  danej  chwili,  określa  zupeł- 
nie to  przeniesienie.  Będzie  albowiem  wiadomo  źc  w  rzeczonej 
chwili  przeniesienie  odbywa  się  równolegle  do  AB  i  w  stro- 
nę AB  to  jest  od  A  do  B,  z  prędkością  wyrażoną  przez  AB ; 
tak  że,  w  czasie  nieskończenie  małym  dt,  uważany  układ 
w  ruchu  przebiega  drogę  AB.dt,  Ztąd  wynika  że  linia  prosta  AB, 
przedstawiająca  przeniesienie,  może  przecbodzić  przez  jakikol- 
wiek punkt  przestrzeni,  byle  tylko  jej  wielkość,  równoległość 
i  strona  zostawały  te  same. 

Wirowanie  jest  określone  gdy  położenie  jego  osi,  prędkość 
kątowa  i  strona  obrotu  są  dane.  Wiemy  że  wirowanie  może 
być  przedstawione  przez  linię  prostą  (45).  Oto  jakim  sposobem : 
prosta  AB,  mająca  położenie  wyznaczone  w  przestrzeni,  jest 
w  danej  chwili  osią  wirowania  układu  bryłowego ;  jej  dłu- 
gość AB,  przedstawiająca  prędkość  kątową  {prędkość  wirowa- 
7łia)y  wyraża  długość  łuku  opisanego  w  jedności  czasu  przez 
punkt  obracającego  się  układu  leżący  na  jedność  odległości  od 
osi.  Ale  nie  dość  jest  znać  położenie  osi  i  prędkość  kątową 
ruchu  układu,  trzeba  jeszcze  wiedzic^ć  w  którą  stronę  ruch  się 
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odbywa.  W  tym  celu,  na  oś  wirowania  poniesiono  długość  AB, 
która  wyraid'  prędkość  k^tow§,  w  tak§  stronę  żeby  widz,  ma- 
jący nogi  na  początku  A  tej  długości  a  głowę  na  jej  końcu  B, 
spostrzegał  ruch  wykonywający  się  od  lewej  ręki  ku  prawej, 
jako  ruch  indeksów  zegarka.  Mówić  źe  oś  ma  kierunek  AB 
jest  lo  powiedzieć  że  widz,  oparty  wzdłuż  AB,  spostrzega  ruch 
wirowy  układu  idący  w  tak§  stronę  w  jaką  się  odbywa  ruch 
pozorny  słońca.  Tym  sposobem  prosta  AB  przedstawia  zarazem 
oś  geometryczną  wirowania  układu,  prędkość  kątową  ruchu 
i  stronę  obrotu. 

Na  mocy  tej  ugody,  możemy  odróżniać  znakami  więcej  albo 
mniej  wirowania  układu  bryłowego,  około  osi  spółrzędnych 
prostokątnych  0X,  OY,  OZ,  według  jak  się  odbywają  w  jedn^ 
stronę  albo  w  stronę  praeciwną.  I  tak,  gdy  układ  wiruje  około 
osi  rzędnych  ZZ',  osią  wirowania  będzie  pół-oś  OZ  jeśli  wiro- 
wanie odbywa  się  od  X  do  Y;  bo  wtedy  dostrzegacz  oparty 
wzdłuż  OZ,  mając  nogi  w  O  a  głowę  w  Z,  będzie  widział 
ruch  wirowy  idący  od  lewej  ręki  do  prawej.  W  tym  przypadku 
osią  wirowania  jest  pół-oś  rzędnych  dodatnych^  i  dlatego  mówi 
się  że  wirowanie '}qsX  dodatne.  Jeśli  przeciwnie  wirowanie  od- 
bywa się  od  Y  do  X,  osią  wirowania  będzie  pół-oś  OZ'  rzęd- 
nych  odjemnych,  i  dlatego  powie  się  że  wirowanie  jest  odjemne. 

Tak  samo  około  osi  YY';  wirowanie  dodatne  odbywa  się 
około  OY  od  Z  do  X,  a  odjemne  około  OY'  od  X  do  Z. 
Nakoniec,  około  osi  0X  wirowanie  idące  od  Y  do  Z  jest  do- 
datne, a  wirowanie  idące  od  Z  do  Y  odjemne.  Widzimy 
więc  że  wirowania  mają  te  same  znaki  co  pół- osie  spółrzęd-  . 
nych  prostokątnych. 

To  ustaliwszy,  będziemy  szukali  prawideł  składania  i  rozkła- 
dania ruchów  pojedynczych  nieskończenie  małych,  które  układ 
bryłowy  posiada  jednocześnie,  i  które  teraz  są  przedstawione 
przez  linie  proste  co  do  wielkości,  położenia  i  strony. 

Zagadnienie  składania  ruchów  pojedynczych  jednoczesnych 
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układu  bryłowego  zależy  na  szukaniu  niełiu,  któryby  mógł 
zastąpić  dwa  po  sobie  id§ce,  nieskoiiczenie  małe  przemieszcze- 
nia tego  układu.  Trzy  główne  przypadki  s^  do  uwaiania : 

Składanie  dwóch  przeniesień^ 
Składanie  dwóch  wirowań, 
Składanie  przeniesienia  i  wirowania. 

90.  Składanie  dwóch  przeniesień.  Gdy  układ  bryłowy  ma 
zarazem  dwa  nieskończenie  małe  ruchy  przeniesienia,  to  jest 
gdy  jego  ruch  względny  i  ruch  uniesienia  s^  oba  ruchami  prze- 
niesienia, każdy  punkt  tego  układu  opisuje^  na  mocy  ruchu 
wynikowego  (13),  przekątne  równoległoboku  wystawionego  na 
nieskończenie  małych  liniach,  któreby  przebiegał  na  mocy  ru- 
chów składowych.  Owoi,  te  wszystkie  równoległoboki,  odpo* 
wiedajęce  ruchom  punktów  układu,  maj§  boki  równe  i  równo- 
ległe ;  więc  ich  przekątne  s§  takie  równe  i  równoległe.  Zt§d 
wnosimy  że  ruch  wynikowy  układu  jest  ruchem  przeniesienia. 
Do  tego  widzimy  jeszcze  że  prędkość  układu  w  tym  ruchu  jest 
przedstawiona,  co  do  wielkości  i  kierunku,  przez  przekątne 
równoległoboku  zbudowanego  na  liniach  prostych  które  przed- 
stawiają prędkości  ruchów  składowych.  Więc  ruch  złoiwiy 
z  dwóch  nieskończenie  małych  przeniesień  jest  ruchem  przeniesie' 
nia^  którego  prędkość  Jest  wynikowa  prędkości  ruchów  składowych. 

Jakakolwiek  jest  liczba  nieskończenie  małych  przeniesień  do 
składania,  ruch  wynikowy  będzie  zawsze  przeniesieniem^  któ- 
rego prędkość  wywiedzie  się  z  prędkości  ruchów  składowych 
przez  wielokąt  prędkości  jednoczesnych.  Można  więc  zawsze 
zastąpić  wszystkie  nieskończenie  małe  pi-zeniesienia  jednoczesne 
układu  bryłowego  przez  jedno  przeniesienie.  Nawzajem,  można 
wieloma  sposobami  rozłożyć  dane  przeniesienie  układu  na 
dwa  albo  na  trzy  przeniesienia  jednoczesne,  tak  jak  się  rozkłada 
prędkość,  za  pomocą  równoległoboku  albo  równoległościanu. 
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SKŁADANIE  WIBOWAN. 

Przypuśćmy  że  ruch  względny  układu  bryłowego  jest  wiro- 
waniem około  pewnej  osi^  i  że  ta  oś^  względnie  nieruchoma, 
należy  do  innego  układu  który  się  obraca  około  osi  stałej 
w  przestrzeni.  Będziemy  szukali  jakim  sposobem  można  skła- 
dać dwa  takie  ruchy  jednoczesne,  nieskończenie  małe^  zaczyna- 
jąc od  przypadku  w  którym  oś  wirowania  względnego  i  oś  wi- 
rowania uniesienia  s§  na  jednej  płasczyznie;  te  osie  mog^  się 
spotykać  albo  być  równoległe.  Potem  zajmiemy  się  ogólnym 
przypadkiem  w  którym  osie  dwóch  wirowali  nie  leż§  na  jednej 
płasczyznie. 

91.  Składanie  d\^ógh  wirowań  któryou  osie  spotykają  sie. 
Niech  będzie  układ  bryłowy  raajęcy  dwa  wirowania  jednoczesne 
nieskończenie  małe,  około  dwóch  osi  0X,  OY  przechodzących 
przez  punkt  O.  Oznaczmy  przez  «•  i  J  prędkości  k§towe  od- 
powiedające  tym  dwom  wirowaniom.  Punkt  przecięcia  O  dwóch 
osi,  jako  nieruchomy  w  dwóch  wirowaniach  składowych,  zos- 
taje niezmienny  w  ruchu  wynikowym;  więc  ruch  wynikowy 
jest  wirowaniem  około  osi  poprowadzonej  przez  punkt  O  (82). 
Aby  wyznaczyć  kierunek  tej  osi,  trzeba  znaleźć  drugi  punkt 
mający  prędkość  zero.  Takiego  punktu  trzeba  szukać  na  płas- 
czyznie XOY;  albowiem  dwie  składowe  prędkości  punktu  leżą- 
cego poza  tą  płasczyzną,  nie  będąc  skierowane  wedle  tef  samej 
linii  prostej,  nie  mogą  się  niszczyć,  i  dlatego  oś  wirowania  wy- 
nikowego nie  może  być  poza  płasczyzną  dwóch  osi  wirowań 
składowych. 

Przypuszczając  wirowania  składowe  odbywające  się  od  lewej 
ręki  do  prawej  około  osi  0X,  OY,  uważajmy  punkt  C  wewnątrz 
kąta  XOY,  i  spuśćmy  prostopadle  CD,  CE  na  ramiona  0X,  OY, 
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Na  mocy  wirowania  tadł  około  osi  0X,  przez  czas  dt,  punkt  C 
zniża  się  pod  płasczyznę   XOY   ilością  u(f/.CD;  a  na  mocy 


wirowania  i^'dt  około  osi  OY,  i  w  tym  samym  czasie,  ten  sam 
punkf  G  wznosi  się  nad  płasczyznę  XOY  ilością  fJdUG&\  więc 
punkt  C  zostaje  nieruchomy  jeśli  istnieje  równość 


«•(/^CD 

—  ••'rf^.CE, 

""7 

GE 
""CD* 

albo  proporcya 


Owoż^  połączmy  OG,  a  przez  punkt  G  poprowadźmy  równo- 
ległe GB  do  0X  i  równoległe  GA  do  OY.  Dwa  trójkąty  pros- 
tokątne GBE,  GAD  są  podobne  i  dają 

CE_CB_OA 
GD  ""  CA  ~  OB  * 

* 

Pofównywając  tę  równość  z  poprzedzającą,  otrzymujemy 

«  __  OA 
«~0B' 

Ostatnia  proporcja  pokazuje  *e  oś  wirowania  wynikowego 
ma  kieruncK  przekątnej   OC   równoległoboku  OAGB,  wysta- 
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wionego  na  diYÓch  liniach  OA,  OB,  które  przedstawiają  kie- 
runki dwóch  osi  wirowań  składowych  a  zarazena  wielkość 
stronę  prędkości  kitowych  tych  wirowań. 

Przekątna  OG  przedstawia  jeszcze  wielkość  i  stronę  pręd- 
kości kitowej  wirowania  wynikowego.  Na  dowodzenie  tego, 
uważajmy  ruch  jakiegokolwiek  punktu  B  leiącego  na  osi  OY,  i 
spuśćmy  prostopadłe  BH^  BK  na  OA,  OG.  Punkt  B,  na  mocy 
wirowania  około  OA  przez  czas  di,  przemieszcza  się  ilością 
tadt.EB,  a  nie  przemieszcza  się  bynajmniej  na  mocy  wirowania 
około  OB;  zatem  %idt. EB  jest  jego  całem  przemieszczeniem. 
Jeśli  więc  podzielimy  to  przemieszczenie  przez  KBdt,  nazywa 
j^c  O  prędko&ć  kętow^  ruchu  wirowego  około  osi  OG,  bę- 
dziemy mieli 

" — kF- 

Owoż^  wieloczyny  OA.HB  i  OC.KB  s^  równe,  jako  miary 
powierzchni  równoległoboku  OACB ;  zk^d  wynika 

HB^OC 
KB       OA' 

Podstawiając  tę  wartość,  otrzymujemy 

albo 

Q  w 

OC  ~  OA ' 

Go  było  do  okazania. 

RÓWNOLEGŁOBOK  wiEOWAŃ.  Z  tego  CO  poprzedza  łatwo  wno< 
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simy  że  wirowanie  wynikowe  dwóch  nieskończenie  małych  wiro- 
wań  jednoczesnych  których  osie  spotykają  sie,  jest  przedstawione ^ 
co  do  wielkości,  kierunku  i  strony,  przez  przekątne  równoległoboku 
wystawionego  na  osiach  tych  wirowań. 

Nietrudno  teraz  \vidziec  źe  wirowania  nieskończenie  małe 
jednoczesne,  w  liczbie  jakiejkolwiek,  których  osie  przechodzą 
wszystkie  przez  jeden  punkt,  składają  się  w  jedno  wirowanie 
wynikowe,  tak  jak  się  składają  prędkości  jednoczesne  punktu 
ruchomego.  To  jest,  buduje  się  wielokęt  którego  boki  przedsta- 
wiają kierunki  osi  wirowań  składowych,  a  zarazem  wielkości 
stronę  prędkości  kitowych  tych  wirowali ;  linia  zamykająca 
wielokąt  wskazuje  kierunek  osi  wirowania  wynikowego,  i  temsa- 
mem  wyraża  wielkość  i  stronę  jego  prędkości  kitowej.  To  wy- 
kreślenie, za  pomoce  którego  znajduje  się  wirowanie  wynikowe 
układu  bryłowego,  mającego  jednoczesne  wirowania  około  osi 
przechodzących  przez  jeden  punkt,  nazywa  się  wielokątem  wi* 
rcwań, 

W  przypadku  szczególnym,  gdy  wirowania  składowe  są, 
w  liczbie  trzech,  a  ich  osie  przechodzące  przez  jeden  punkt  nie 
leż§  wszystkie  trzy  ńa  jednej  płasczyznie,  można,  zamiast  wie- 
lokąta wirowań,  użyć  równoległościanu  wirowań.  Zl§d  wynika 
że  wirowanie  którego  oś  i  prędkość  kitowa  sę  dane,  może  się 
zawsze  rozłożyć  na  trzy  wirowania  jednoczesne  około  trzech 
osi  prostokątnych  albo  pochyłych,  które  się  krzyżuje  w  jednym 
punkcie  danej  osi. 

92.  Składanie  wirowań  których  osie  sa  równoległe.  Niech 
będzie  układ  bryłowy  mający  jednocześnie  dwa  wirowania  około 
dwóch  osi  równoległych,  zrzutowanych  w  O  i  O';  i  niech  w,  «' 

^o^       ^r> 

o'  p  o 

oznaczają  prędkości   kęiowe   tycli  wirowań.   W  jakakolwiek 
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stronę  odbywają  się  wirowania  układu^  widzimy  zawsze  źe  obie 
składowe  prędkości  każdego  z  jego  punktów  sa  na  płasczyznie 
prostopadłej  do  osi  O  i  O' ;  więc  wszystkie  punkta  układu  maj^ 
prędkości  równoległe  do  tej  płasczy/ny,  i  przeto  ruch  całego 
układu  jest  wirowaniem  około  osi  równole^ej  do  danych  osi 
wirowań. 

Aby  łatwiej  wyznaczyć  oś  wirowania  wynikowego,  przypuść- 
my najpierwej  że  oba  nieskończenie  małe  wirowania  odbywają 
się  w  jedn^  stronę  jako  wskazuje  figura,  i  uważajmy  na  linii 
00'  punkt  P.  Na  mocy  wirowania  około  osi  O  punkt  P  wznosi 
się,  przez  czas  rf/,  nad  linię  00'  ilością  wrf/.OP;  a  w  tym  sa- 
mym czasie,  na  mocy  wirowania  około  osi  O',  punkt  P  zniża 
się  pod  linię  00'  ilością  JdCO'?;  więc  punkt  P  zostanie  nie- 
ruchomy, z  przyczyny  spółistnienia  dwóch  przeciwnych  wiro- 
wali, jeśli  jest  równość 

«(//.OP™«*oMjP. 

Ztęd  wynikają  dwie  równości 

OP       0'P         00 


+^'' 


które  wyznaczają  położenie  osi  P  między  osiami  O  i  O'. 

Te  równości  dowodzą  łe  oś  P  wirowania  wynikowego, 
równoległa  do  osi  wirowań  składowych,  leży  na  płasczyznie 
tych  osi,  i  dzieli  ich  odległość  00'  na  dwa  odcinki  PO,  PO' 
odwrotnie  proporcyonalne  do  prędkości  kitowych  w,  w^ 

Trzeba  jeszcze  znaleźć  prędkość  kątowa  O  wirowania  wyni- 
kowego. Aby  ]^  wyznaczyć,  dość  będzie  uważać  ruch  jakiego- 
kolwiek punktu  leżęcego  na  osi  O'.  Całe  przemieszczenie  tego 
punktu,  przez  czas  dt,  pochodzi  jedynie  z  wirowania  u>dt  około 
osi  O,  i  równa  się  wieloczynowi  iadt.OO\  Owoż,  to  przemieszczenie 
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może  być  uwaiane  za  pochodzące  z  wirowania  wynikowego 
Qdt  około  OSI  P,  które  się  równa  wieloczynowi  Odi.PO^;  mamy 
więc  równość 

O.PO'  =  w-OCy  =  UOP  +  PO'). 

Zt§d,  zastępując  wieloczyn  oi.OP  przez  wieloczyn  równy 
••'.PO',  otrzymujemy 

(1)  Q  =  »4-«. 

Więc  prędkość  kątowa  wirowania  wynikowego  dwóch  wiro- 
wań  równoległych  (mających  osie  równoległe)^  i  w  tę  samą 
stronę^  jest  równa  summie  ta-^J  prędkości  kątowych  tych 
wirowań. 

93.  Weźmy  teraz  przypadek  w  którym  dwa  wirowania  sUa- 
dowe  około  osi  równoległych  O,  O'  odbywają  się  w  strony 
przeciwne.  Rozumując  jako  w  przypadku  poprzedzającym^  znaj- 


O'  o  P 


dziemy  łatwo  że  oś  wirowania  wynikowego,  równoległa  do 
osi  O  i  O'  wirowań  składowych,  leży  na  płasczyznie  tych  osi, 
zewnątrz  nich,  i  przechodzi  przez  punkt  P  dany  przez  równość 

W.OP  =  w'.0'P. 

Zkąd,  przypuszczając  *»  >  » ,  wyprowadzamy 


.^.  OP      0'P         OC 


w  (O  w M 
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Znajdzie  się  prędkość  k§tow§  D  wirowania  wynikowego, 
wyrażając  ruch  jakiegokolwiek  punktu  leż^ego  na  osi  O'.  Co 
zaraz  daje  równanie 

O.?0'  =  w.OO'  =  »(P0'  —  PO), 

z  którego,  podstawiając  za  m.PO  wieloczyn  równy  *>'.P0^  otrzy- 
mujemy 

(3)  O  =  »  —  » . 

m 

Równania  f2)  i  (3)^  wyznaczające  położenie  osi  P  i  prędkość 
k^tow^  O,  dowodzą  że  :  1<*  prędkość  kitowa  wirowania  wyni- 
kowego jest  równa  różnicy  w  —  «'  prędkości  kitowych  dwóch 
wirowań  składowych,  i  ma  kierunek  prędkości  k§towej  więk- 
szej w.  2^  oś  wirowania  wynikowego,  równoległa  do  obydwóch 
osi  wirowad  składowych,  leży  na  płasczyznie  tych  osi,  zewnątrz 
nich  i  ze  strony  osi  O  która  odpowieda  prędkości  kątowej 
większej.  3**  odległości  PO,  PO'  osi  wirowania  wynikowego  od 
osi  wirowań  składowych  są  odwrotnie  proporcyonalne  do  od- 
powiedającycb  prędkości  kątowych  w,  «>'. 

9k.  Przypadek  osobliwy.  Im  się  mniej  prędkości  kątowe  u,  ca' 
różnią  między  sobą,  tem  mniejsza  jest  prędkość  kątowa  «  —  *»' 
wirowania  wynikowego,  i  tem  więcej  oś  tego  wirowania  oddala 
się  od  osi  wirowań  składowych.  Jeśli  więc  «»  =  »,  wtedy 
prędkość  kątowa  wirowania  wynikowego  jest  zero,  i  jego  oś 
jest  nieskończenie  oddalona  od  osi  O  i  O'.  Ten  wynik  nie  po- 
kazuje nic  więcej  tylko  to,  że  niema  w  układzie  bryłowym  ru-^ 
chomym  żadnego  punktu  stałego.  Zatem,  rzeczywisty  ruch  tego 
układu  nie  jest  wirowaniem.  I  w  samej  rzeczy,  nietrudno  do- 
wieśdź  że,  w  tym  osobliwym  przypadku,  ruch  układu  bryło- 
wego jest  prostem  przeniesieniem. 

Niech  będą  tedy  O  i  O^  osie  dwóch  wirowań  składowych, 
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mających  prędkość  k^tow^  spoina  u.  Weźmy  jakikolwiek  punkt 
M  układu  ruchomego,  i  połączmy  MO,  MO'.  Wirowanie  około 


osi  O  daje  temu  punktowi,  w  czasie  dt,  przemieszczenie  MH 
normalne  do  MO  i  wyrażone  przez  u(/^OM;  wirowanie  około 
osi  O'  daje  mu,  w  tym  samym  czasie,  przemieszczenie  MK 
normalne  do  MO'  i  wyrażone  przez  •»d^O'M;  więc  nieskończe- 
nie małe  przemieszczenie  wynikowe  jest  przedstawione  przez 
przekątne  MN  równoległoboku  MHNK  zbudowanego  na  bo- 
kach MH,  MK.  Owoż,  w  dwóch  trójkątach  MHN,  MOO'  kęty 
MHN,  OMO',  mające  boki  prostopadłe  i  podobnie  ułożone,  są 
równe;  nadto,  boki  MH  i  HN  są  proporcyonalne  do  boków 
MO  i  MO' ;  więc  dwa  rzeczone  trójkąty  MHN  i  MOO',  mające 
kąt  równy  zawarty  między  dwoma  bokami  proporcyonalnemi, 
są  podobne.  Ztąd  wynika  że  bok  MN  jest  normalny  do  odpo- 

wiednego  boku  00',  i  stosunek     ^r^r^    jest  ilością  stateczną 

której  wartość  równa  się 

MN       MH  ,, 

5rv  =  Mó  =  "^'- 

Zkąd 

MN  =  «A.OO'. 

To  dowodzi  że  wielkość  MN  jest  niezależna  od  punktu  M. 
Więc,  gdy  układ  bryłowy  ma  jednocześnie  dwa  wirowania 
równoległe  i  równe  ale  w  strony  przeciwne,  wszystkie  jego 
punkta  są  ożywione  tą  samą  prędkością,  stateczną  co  do  wieU 
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kości  i  kierunku.  Co  właśnie  cechuje  ruch  przeniesienia,  któ- 
rego prędkość  wyraża  się  przez 

dt 

To  przeniesienie,  prostopadłe  do  płasczyzny  dwóch  osi  O,  O', 
jest  skierowane  w  stronę  w  które  idą  punkta  zawarte  między 
temi  osiami  pod  wpływem  dwóch  prędkości  kątowych. 

DwoJANY  wiROWAŃ.  Dwa  wirowania  równe,  równoległe  i 
w  strony  przeciwne,  wzięte  razem  stanowią  to  co  nazwano 
dwojanem  wirowań, 

Dwojan  wirowań  jest  równowarty  przeniesieniu  prostopa- 
dłemu do  jego  płasczyzny  (do  płasczyzny  dwóch  osi).  Wielo- 
czyn  w. 00',  wyrażający  prędkość  tego  przeniesienia,  nazywa 
się  momenfem  dwofanu,  a  odległość  00'  dwóch  osi  ramieniem 
diwigni  dwojanu. 

Dwojan  może  być  przeniesiony  na  swojej  płasczyznie,  albo 
na  płasczyznie  równoległej,  i  obrócony  jak  się  podoba;  bo 
wszystkie  dwojany  tak  otrzymane  są  zawsze  równowarte  temu 
samemu  przeniesieniu,  a  zatem  równowarte  między  sobą. 

Dla  tej  przyczyny  można  zmieniać  wielkość  prędkości  kąto- 
wej u  i  wielkość  ramienia  dźwigni  00',  byle  tylko  nie  zmie- 
niano momentu  dwojanu  u  .  00'. 

Nawzajem,  mając  dane  jakiekolwiek  przeniesienie,  można  je 
zastąpić  przez  dwojan  wirowań  którego  płasczyzna,  przecho- 
dząca przez  jakikolwiek  punkt  przestrzeni,  jest  prostopadła  do 
kierunku  prędkości  v  tego  przeniesienia.  Nadto,  można  brać 
dowolnie  na  płasczyznie  dwojanu  spoiny  kierunek  osi  dwóch 
wirowań  składowych,  i  jeszcze  dowolnie  jedną  z  dwóch  ilości 
6»  i  00',  wyznaczając  drugą  przez  równanie 


u 


.  00'  =  V. 
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Wprowadzenie  dwojanów  wirowań  do  cynematyki  nie  moŁe 
logicznie  mieć  na  celu  przemiany  ruchu  przeniesienia  na  dwa 
wirowania  równe,  równoległe  i  przeciwne;  boby  to  było,  za 
wyobrażenie  jasne,  podstawiać  wyobrażenie  mniej  więcej  zawiłe. 
Dwojany  służ§  jako  sposób  przekształcania  ruchu,  aby  uprościć 
rozumowanie  i  ułatwić  rozwiązanie  zagadnień. 

I  tak^  za  pomoce  dwojanów  wirowań,  można  zastąpić  wiro- 


0 


wanie  około  osi  OA  przez  wirowanie  równe  około  Osi  0'A' 
równoległej  do  OA,  i  przez  przeniesienie  0'B  prostopadłe  do 
płasczyzny  AOO'.  Jakoż,  nazywając  tó  prędkość  kątową  wi- 
rowania około  OA,  możemy  przyłożyć  do  osi  O' A'  dwa  wiro- 
wania O' A',  O^A"",  mające  oba  prędkość  kątową  «i  ale  w  strony 
przeciwne.  Te  dwa  wirowania,  równe  i  wprost  przeciwne,  nisz- 
czą siei  nie  naruszająwniczem  wirowania  około  O  A.  Ale  teraz 
dwa  wirowania  OA,  O' A"  równe,  równoległe  i  w  strony  prze- 
ciwne, stanowią  dwojan  (OA,  0'A''),  który  jest  równowarty 
przeniesieniu  0'B  prostopadłemu  do  płasczyzny  AOO'.  Zostaje 
więc  wirowanie  około  O' A'  z  prędkością  kątową  w,  i  przenie- 
sienie 0'B  z  prędkością  i;  =  «.00'.  Tym  sposobem  wirowa- 
nie OA  przenosi  się  równolegle  do  siebie  samego  z  punktu  O 
do  punktu  O'. 

95.  Gdy  układ  bryłowy  ma  zarazem  kilka  wirowań  równo- 
ległych i  w  tę  samą  stronę,  znajduje  się  łatwo  ruch  wynikowy, 
składając  najpierwej  dwa  z  tych  wirowań  w  jedno,  jakośmy 
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widzieli  szczegółowo  w  numerze  92;  poczem,  tak  otrzymane 
wirowanie  wynikowe  składa  się  z  trzeciem  wirowaniem  danem, 
a  zt^d  wynikające  wirowanie  składa  się  z  czwartem  danem ; 
i  tak  dalej.  Ruch  wynikowy  będzie  oczywiście  wirowaniem 
równoległem  do  wirowali  składowycli,  jego  prędkość  kitowa 
będzie  równa  summie  prędkości  kitowych  tych  wirowań  i  w  tę 
sam^  stronę. 

W  przypadku  gdy  jedne  z  wirowań  składowych  równole- 
głych id^  w  jedną  stronę  a  drugie  w  stronę  przeciwną,  znajduje 
się  ruch  wynikowy^  składając  najpierwej  w  jedno  wszystkie 
wirowania  idące  w  tę  samą  stronę,  a  potem  składając  także 
w  jedno  wszystkie  te  które  idą  w  stronę  przeciwną;  nakoniec 
składa  się  dwa  wirowafiia  wynikowe  częściowe.  Ostatecznie 
ruch  wirowy  uMadu  będzie  wirowaniem  albo  przeniesieniem, 
według  jak  prędkości  kątowe  dwóch  wirowań  wynikowych 
przeciwnych  będą  nierówne  albo  równe. 

96.  Składanie  przeniesienia  i  wirowania.  Uważajmy  naj- 
pierwej układ  bryłowy  mający  przeniesienie  i  zarazem  wirowa- 
nie około  osi  prostopadłej  do  tego  przeniesienia.  Niech  będzie 
AB  kierunek  przeniesienia,  i,  na  płasczyznie  przechodzącej 


B 


(A  A 

'"^^  li 


,L 


o  HI 


przez  AB,  rzut  O  osi  około  której  odbywa  się  wirowanie. 
Oznaczmy  przez  v  prędkość  przeniesienia  i  przez  u  prędkość 
kątową  wirowania,  obie  idące  w  strony  wskazane  przez  strzały. 
To  mając,  z  punktu  O  spuśćmy  na  AB  prostopadłe  OH,  i  na 
jej  kierunku  szukajmy  punktu  P  któryby  zostawić  niezmienny 
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Z  przyczyny  spółistnienia  dwóch  ruchów.  Na  ipocy  wirowania 
ntdt  okoto  osi  O,  przez  czas  dt^  punkt  P  zniża  się  pod  linię  OH 
ilością  fodt.  OP,  a  na  mocy  przeniesienia  ten  punkt  wznosi  się, 
w  tym  samym  czasie,  nad  linię  OH  ilością  vdt ;  więc  punkt  P 
zostanie  nieruchomy  jeśli  jest  równość 

«.OP  =  t;, 

kl4')ra  daje 

Cd 

Zt^d  wnosimy  że  ruch  wynikowy  układu  jest  wirowaniem 
około  osi  przechodzącej  przez  punkt  P>  i  równoległej  do  osi  O 
wirowania  składowego. 

Nietrudo  znaleźć  prędkość  kątowe  z  jaką  się  odbywa  wiro- 
wanie wynikowe.  Widzimy  albowiem  że  wszelki  punkt  osi  O 
przemieszcza  się,  przez  czas  dty  ilością  vdt  na  mocy  prze- 
niesienia AB,  a  nie  przemieszcza  się  bynajmniej  na  mocy  wi- 
rowania około  osi  O;  zatem  całe  przemieszczenie  każdego 
z  punktów  osi  O  jest  równe  vdt.  Ale  możemy  uważać  to  prze- 
mieszczenie jako  pochodzące  z  wirowania  wynikowego  Qdt 
około  osi  P,  i  wyrazić  je  praez  Orf^.PO;  mamy  więc 

Cidt .  PO  =  vdt ; 

zkąd^  podstawiając  za  v  jego  wartość  u .  PO,  wyprowadzamy 

Q  =  u. 

To  dowodzi  że  wirowanie  wynikowe  ma  prędkość  kątową  «» 
wirowania  składowego. 

97.  Dobrze  jest  znać  inny  sposób  otrzymania  tego  wyniku. 
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Dochodzi  się  do  niego  2a  pomoce  dwojanu  wirowan.  Jakoż, 
możemy  uważać  przeniesienie  AB  jako  dwojan  wirowań  któ- 
rego płasczyzna  jest  prostopadła  do  AB ;  to  jest  rozłożyć  to 
przeniesienie  na  dwa  wirowania  równe  i  przeciwne,  mające  oba 
prędkość  kątową  u,  jedno  około  osi  O  w  stronę  przeciwną 
wirowania  składowego,  drugie  około  osi  P  wyznaczonej  przez 
równanie 

oi.OP  =  t;. 

» 

Owoż,  dwa  wirowania  równe  i  przeciwne  około  osi  O  niszczą 
się;  zostaje  więc  wirowanie  około  osi  P,  równe  danemu 
wirowaniu  któreby  przeniesiono  na  oś  P. 

98.  Gdy  układ  bryłowy  ma  przeniesienie  i  zarazem  wirowa- 
nie około  osi  nieprostopadłej  do  kierunku  przeniesienia,  trzeba 
rozłożyć  przeniesienie  na  dwa  składowe,  z  którychby  jedno 
było  równoległe  do  osi  wirowania  a  drugie  do  niej  prostopadłe. 
Poczem»  składa  się  pierwsze  składowe  przeniesienie  z  wirowa- 
niem; co  daje  wirowanie  równe  około  osi  równoległej  do 
drugiego  składowego  przeniesienia.  Zostaje  nakoniec  wirowanie 
i  przeniesienie  równoległe  do  jego  osi.  Te  dwa  nieskończenie 
małe  ruchy  jednoczesne  układu  bryłowego  stanowią  ruch  he- 
licowy. 

Nietrudno  mieć  wyrażenie  prędkości  jakiegokolwiek  punktu 
układu  ruchomego.  Jakoż,  nieskończenie  mały  ruch  helicowy 
może  być  uważany  jjako  pochodzący  ze  składania  ruchu  wiro- 
wego około  osi  chwilowej  wirowania   i  ślizgania,  i  z  ruchu 

przeniesienia  wzdłuż  tej  osi;  jeśli  więc  oznaczymy  przez  v  pręd- 
kość przeniesienia,  przez  oi  prędkość  kątową  wirowania,  przez 
r  odległość  uważanego  punktu  od  osi  chwilowej  wirowania 
i  ślizgania,  będziemy  mieli  dwie  składowe  v  i  rw  prędkości 
tego  punktu;  a  ponieważ  te  składowe  są  prostokątne,  prędkość 
wynikowa  wyrazi  się  przez 
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Ta   wartość  pokazuje  źe  prędkość  jakiegokolwiek   punkt 
układu  jest  tern  większa  im  więcej  punkt  jest  oddalony  od  osi 
chwilowej  wirowania  i  ślizgania;  a  rzeczona  oś  jest  miejscem 
punktów  majęcycb  prędkość  minimum.  Wynik  już  wiadomy. 

99.  Możemy  sobie  wyobrazić  najogólniejszy  ruch  nieskoń- 
czenie mały  układu  bryłowego,  przywiązując  stale  do  jakiego- 
kolwiek punktu  O  tego  układu  trzy  osie  prostok§tne9  mające 
ruch  przeniesienia  którego  prędkość  jest  równa  prędkości 
zmiennej  OA  tego  punktu.  Ruch  układu  względem  tych  trzech 


osi  spółrzędnych  jest  wirowaniem,  z  prędkością  kętową  w 
około  osi  OH  przechodzącej  przez  punkt  O.  Weźmy  jeszcze 
drugi  jakikolwiek  punkt  O'  układu,  i  przydajmy,  do  dwóch 
powyższych  ruchów  przeniesienia  OA  i  wirowania  OH,  dwa 
wirowania  równe  i  przeciwne,,  około  osi  O^H'  równoległej 
do  OH,  z  prędkością  kątową  w  =  0'H'  =  0'H\  Ruch  układu 
nie  jest  w  niczem  zmieniony;  ale  teraz  składa  sięzdwojanu 
wirowań  (OH,  0'H*),  z  wirowania  0'H'  i  z  przeniesienia  OA. 
Owoż,  dwojan  wirowań  (OH,  0'H'')  jest  równowarty  przenie- 
sieniu OA',  prostopadłemu  do  płasczyzny  HOO',  i  mające  mu 
prędkość  u .  00' ;  to  przeniesienie  składa  się  z  przeniesieniem 
OA  w  jedno  wynikowe  OA''.  Zostaje  więc  przeniesienie  0A% 
i  wirowanie  0'H'  które  jest  właśnie  wirowaniem  OH  prze- 
niesionem  do  punktu  O'.  To  dowodzi  że,  jakikolwiek  obrano 
punkt  O  układu  bryłowego  za  początek  spółrzędnych  rucho- 
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mych,  znajduje  się  zawsze  tę  sam^  linię  prosta,  która  przed- 
stawia wielkość  prędkości  kitowej,  kierunek  i  stronę  osi  wiro- 
wania układu.  Oczywiście  ta  linia  jest  równoległa  do  osi 
chwilowej  wirowania  i  ślizgania,  zwanej  także  osią  środkowa. 

Ruch  przeniesienia  zmienia  się  z  punktem  obranym  za  po- 
czętdL  spcUrzędnych  ruchomych,  ale  zostaje  ten  sam  dla  wszys- 
tkich punktów  prostej  OH,  równoległej  do  osi  chwilowej  wi- 
rowania i  ślizgania.  Prędkość  przeniesienia  jest  najmniejsza 
możebna  w  ruchu  helicowym.  Jakoż,  niech  będą,  jako  wyżej, 
OH  oś  wirowania  i  OA  prędkość  przeniesienia  układu.  Rozłóżmy 


przeniesienie  OA  na  dwa  składowe  prostokątne,  jedno  OC 
równoległe  a  drugie  OB  prostopadłe  do  osi  wirowania  OH. 
Przeniesienie  OB  jest  równowarte  dwojanowi  wirowaó  leżą- 
cemu na  płasczyznie  prostopadłej  do  OB.  Owoż»  można  się 
zawsze  tak  urządzić  żeby  jedno  z  wirowań  tego  dwojanu  nisz- 
czyło wirowanie  OH;  punkt  O'  w  którym  trzeba  przyłożyć 
drugie  wirowanie,  będzie  jednym  z  punktów  osi  chwilowej 
wirowania  i  ślizgania;  będziemy  więc  mieli  ruch  helicowy 
około  osi  O^H'  z  prędkością  ślizgania  OC  mniejszą  od  OA, 
ponieważ  OC  jest  rzutem  z  OA  na  osi  OH.  To  co  poprzedza 
już  jest  wiadome  (86);  przydaliśmy  drugie  dowodzenie  dlatego 
że  nastręcza  geometryczny  sposób  wyznaczenie  osi  chwilowej 
wirowania  i  ślizgania,  gdy  są  wiadome,  z  wielkości  i  kierunku, 
przeniesienie  OA  i  wirowanie  OH ;  wtedy  albowiem  kierunek 
osi  chwilowej  wirowania  i  ślizgania  jest  dany  przez  oś  OH, 
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a  punki  O,  jeden  z  jej  punktów  otrzymuje  się  przez  równanie 

OH.  00  =08. 

W  przypadku  gdy  OC^  prędkość  minimum  przeniesienia^ 
jest  zero,  układ  ma  tylko  ruch  wirowy  około  osi  chwilowej 
0'H',  przez  czas  dt. 

SKŁADANIE   RUCHÓW  JAKICHKOLWIEK. 

100.  żeby  składać  nieskończenie  małe  ruchy  jednoczesne 
które  układ  bryłowy  posiada  w  danej  chwili,  dość  jest  wzi§ć 
w  przestrzeni  dowolny  punkt  O,  i  do  niego  przenieść  wszys- 
tkie wirowania.  Te  wirowania  złoź§  się  w  jedno  wirowanie, 
do  którego  trzeba  dołączyć  wynikowe  otrzymaną  ze  składania 
wszystkich  przeniesień,  tak  danych  jako  i  tych  które  pochodzę 
z  przeprowadzenia  wirowań  do  punktu  O.  Ostateczną  wyni- 
kową tych  wszystkich,  nieskończenie  małych,  ruchów  jedno- 
czesnych jest  ogólnie  ruch  helicowy. 

Przeniesienie  i  wirowanie,  do  których  się  przywodzi  wszelki 
ruch  nieskończenie  mały  układu  bryłowego,  wolnego  w  przes- 
trzeni, mogą  się  wyrazić  przez  dwa  wirowania  około  osi  nie 
leżących  na  jednej  płasczyznie.  Można  albowiem  zastąpić  prze* 
niesienie  wynikowe  przez  dwojan  wirowań,  w  którym  jedna 
z  dwóch  osi  spotyka  oś  wirowania  wynikowego,  i  potem 
złożyć  w  jedno  wynikowe  dwa  wirowania  mające  osie  zbieżne. 
Tym  sposobem  nieskończenie  mały  ruch  układu  przywodzi  się 
do  dwóch  wirowań  których  osie  nie  leżą  na  jednej  płasczyznie. 

Te  dwie  osie  są  liniami  sprzężonemi;  jedna  z  nich  może  być 
wzięta  dowolnie. 

Działając  tak  jak  w  dwojanach  sił,  nietrudno  okazać  że  ruch 
nieskończenie  mały  układu  bryłowego  może  się  w  ogóle  przy- 
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wieśdź  do  dwóch  wirowań  których  osie  s§  prostopadłe  między 
sob^  w  przestrzeni. 

To  wszystko  pokazuje  ie  wirowania  i  przeniesienia  składają 
się  jako  siły  i  dwojany  sił ;  tosamość  jest  zupełna,  byle  przyró- 
wnano wirowania  do  sił  i  uważano  przeniesienia  za  dwojany 
wirowań. 

101.  Rozkład  nieskończenie  małego  auchu  układu  bryło- 
wego  NA  TRZY  PRZENIESIEiSlA    RÓWNOLEGŁE  DO  TRZECH   OSI   SPÓŁ- 

RZĘDNYCH    PROSTOKĄTNYCH,    I    NA    TRZY    WIROWANIA    OKOŁO    TYCH 

OSI.  Widzieliśmy  źe  nieskończenie  mały  ruch  układu  bryłowego 
może  być  uważany  jako  wynikowy,  z  nieskończenie  małego 
przeniesienia  O  A  punktu  O  należącego  do  układu,  i  z  wiro- 
wania OH  około  osi  przez  ten  punkt  przechodzącej  (48).  Owoż, 
jeśli  przez  punkt  O  poprowadzimy  trzy  osie  spółrzędne  pros- 
tokątne, będziemy  mogli  oczywiście  rozłożyć  przeniesienie 
OA  na  trzy  przeniesienia  wedle  tych  osi,  a  wirowanie  OH  na 
trzy  wirowania  około  tych  samych  osi  (91).  Więc  wszelki  ruch 
nieskończenie  mały  układu  bryłowego,  wolnego  w  pi'zestrzeni9 
może  się  zawsze  rozłożyć  na  trzy  przeniesienia  równoległe  do 
ti*zech  osi  spółrzędnych  prostokątnych,  poprowadzonych  do- 
wolnie przez  jakikolwiek  punkt  O  układu,  i  na  trzy  wirowania 
około  tych  osi. 

102.  Równanie  osj  chwilowej  wirowania  i  śuzgania.  Niech 
będzie  układ  bryłowy  odniesiony  do  trzech  osi  ruchomych 
prostokątnych  0X,  OY,  OZ,  które  przechodzą  przez  jeden  z  jego 
punktów.  Aby  łatwo  znaleźć  równania  osi  chwilowej  wirowania 
i  ślizgania,  weźmy  jakikolwiek  punkt  M  układu,  i,  oznaczając 
przez  X,  y,  z  jego  spółrzędne,  pizez  Uxy  Uyy  u%  składowe  pręd- 
kości przeniesienia  u  równoległe  do  osi  spółrzędnych,  przez 
p,  9*  r  składowe  prędkości  kątowej  w  około  tych  osi,  wy- 
raźmy w  funkcyi  ilości  /),  g,  r  składowe  prędkości  względnej 
tego  punktu  równoległe  do  osi   ruchomych.    W  tym  celu, 
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zrzutujmy  najpierwej  puukt  M  na  płasczyznie  YZ,  i  uważajmy 
że  wirowanie  p,  przypuszczając  je  dodatne,  sprowadza,  przez 
czas  dt,  punkt  M  na  M'^  obrotem  około  0X  w  stronę  YZ. 
Poprowadźmy  proste  MN,  MW  równoległe  do  OZ,  proste  ML 
równoległa  do  OY,  i  połączmy  OM,  MM'.  Widzimy  zaraz  że. 


Y^ 


w  założeniu  />>0,  rzędna  z  punktu  M  zwiększa  się  ilością  LM', 
a  zaś  odcięta  y  zmniejsza  się  ilością  ML.  Stałoby  się  cdkiero 
przeciwnie,  gdyby  było  p  <  0.  Owoż,  dwa  trójkąty  MLM'  i 
OMN,  majęce  boki  odpowiednio  prostopadłe,  s§  podobne  i  daj^ 


ML  _LM' 

MN  ~  ON 


mm; 

OM  ' 


albo 


ML       LM'         ,,. 

z  V         ' 


zk§d,  bioręczprzyzwoitemi  znakami  ilości  ML,  LM',  p,  otrzy- 
mujemy zawsze 

ML  =  —  pzdt  Ui!  =  -f  pydł. 


Więc  wirowanie  p    około  0X,  dodatne  albo  odjemne,  daje 
następujęce  składowe  nieskończenie  małego  przemieszczenia 


RUCH  UKŁADU   BRYŁOWEGO.  i  53 

punktu  My 

—  pzdt    równoległe  do  OY, 
-|-  pydi    równoległe  do  OZ. 

Rozumujęc  tak  samo,  znajdziemy  że  wirowanie  g  około  OT 
daje  składowe  przemieszczenia 

—  qxdt    równoległe  do  OZ, 
-|-  cidt    równoległe  do  0X. 

Nakoniec  wirowanie  r  około  OZ  daje  przemieszczenia 

—  rydt    równoległe  do  0X, 
-)-  rxdł    równoległe  do  OY. 

Zbierając  w  jedn§  summę  składowe  przemieszczenia,  równo- 
ległe do  każdej  z  trzech  osi  spółrzędnycb,  będziemy  mieli 

(yz  —  ry)dt,       {rx  —  pz)dt,      (py  —  qx)dt. 
Ztcd 

qz  —  ry,  rx  —  pz,  py  —  cx, 

składowe  prędkości  względnej   punktu  M  około  punktu  0^ 
któreśmy  innym  sposobem  otrzymali  w  Dynamice. 

Ale  punkt  M  ma  jeszcze  ruch  przeniesienia  z  prędkością  u\ 
dodając  składowe  trx,  Uy,  u»  tej  prędkości  do  poprzedzających, 
znajdujemy  ostatecznie 

UrĄ-gz  —  ry,  u^  -|-  rx  —  ps,  «,  -f-py  —  qx, 

składowe  prędkości  jakiegokolwiek  punktu   M  układu^   ró- 
wnoległe do  trzech  osi  spółrzędnycb  ruchomych. 
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Owoi,  punkta  osi  chwilowej  wirowania  i  ślizgania  odróżniają 
się  od  wszystkich  innych  t§  cechującą  własnością  że  ich  pi*ze- 
niieszczenia  s^  równoległe  do  kierunku  tej  osi ;  jeśli  więc  punkt 
M  jest  jednym  z  punktów  rzeczonej  osi,  jego  prędkość  jest 
prędkością  ślizgania,  której  wartość 

„do8(«,«)=&+-?!lŁ±i:!i= 

r 

może  się  wyrazić  przez  każd§  z  trzech  ilości 

«x  +  ?2  —  ry         Uy  -f-  rx  —pi         u.  -f  pt/  -f  qx 

Ł  i  L 

ta  W  u» 

Zt§d  wnosimy  że  równania  osi  chwilowej  wirowania  i  śliz- 
gania, odniesione  do  trzech  osi  prostokątnych  ruchomych,  sc 

^r -j-Ci— m  _uvĄ-rx^ pz _  Ui-\- py -- gx  _ pUr-Ą^tfĄ-^ru 
p  q  r  p'^  +  ?*  T  ^ ' 

Te  trzy  równania,  oczywiście  zgodne  między  sob^,  tworze 
dwa  tylko  równania  oddzielne. 

Żeby  mieć  równania  osi  chwilowej  wirowania  i  ślizgania 
względem  trzech  osi  spótrzędnych  stałych  w  przestrzeni,  trzeba^ 
za  pomoce  wiadomych  formuł  przekształcania  spółrzędnycb, 
wyrazić  x,  y,  z  yf  funkcyi  spółrzędnych  odniesionych  do  osi 
stałych.  Tym  sposobem  oś  chwilowa  wirowania  i  ślizgania  jest 
wyznaczona  w  każdej  chwili  względem  układu  bryłowego  w  ru- 
chu, albo  względem  osi  niezmiennych  w  przestrzeni;  przy- 
puszczając że  Ux,  t/y,  ^*9  Pf  9v  s§  funkcyami  czasu  t. 

Rugując  czas  t  między  dwoma  równaniami  osi  chwilowej 
wirowania  i  ślizgania,  otrzyma  się  równanie  powierzchni  pros- 
torodnej,  która  jest  miejscem  położeń,  po  sobie  idących,  tej 
osi  w  układzie  ruchomym  albo  w  przestrzeni. 


RUCH  UKŁADU  BRYŁOWEGO.  465 

nUCH  WZGLCDNY  DWÓCH  UKłADÓW  BRY?.OWrCH. 

103.  Gdy  dwa  układy  bryłowe  A,  B  poruszają  się  w  przes- 
trzeni, aby  znaleźć  ruch  układu  A  względny  do  układu  fi, 
dość  jest  myśl^  nadać  ogółowi  dwóch  układów  ruch  równy 
i  przeciwny  ruchowi  układu  B.  T^sn  ruch  spoiny  nie  znnieni 
w  niczem  ruchu  względnego;  ale  za  pomocą  niego  układ  B 
zostanie  sprowadzony  do  spoczynku,  a  ruch  własny  ukludu  A, 
złożony  z  ruchem  nadanym,  sprawi  ruch  wynikowy  który  bę- 
dzie szukanym  ruchem  względnym  układu  A.  Otrzymuje  się 
to  wszystko  składając,  podług  wiadomych  prawideł,  ruch 
własny  układu  A  z  ruchem  równym  i  przeciwnym  ruchowi 
osi  spółrzędnych  ściśle  związanych  z  układem  B^  i  z  nim  ru- 
chomych. Tym  właśnie  sposobem  przywodzi  się  ruch  względny 
do  ruchu  samoistego. 

Na  zastosowanie  weźmy  dwa  następujące  przykłady. 

Zagadnienie  L  Dwa  walce  proste,  mcgace  za  podstawy  koła 
OA,  0'A  styczne  w  punkcie  A,  obracają  się  kaidy  około  swojej 
osi  O,  O'  w  strony  przeciwne^  tak  te  prędkości  wszystkich  punk- 
tów ich  powierzchni  sa  równe.  Jaki  jest  fuch  walca  O'  względem 
waka  O? 


Oznaczmy  przez  R,  R'  promienie  dwóch  podstaw,  przez  t; 
prędkość  spoiną  wszystkim  punktom  dwóch  powierzchni  wal- 
cowych; prędkość  kątowa  wirowania  około  osi  O,  dla  punktów 
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leżących  na  pierwszej  powierzchni  walcowej,  wyrazi  się  przez 
^ ;  a  prędkość  kitowa  wirowania  około  osi   0\  dla  punktów 

leż§cych  na  drugiej  powierzchni  walcowej,  będzie   ^,  .    Jeśli 

nadamy  całemu  układowi  dwóch  walców  ruch  spoiny,  równy 
i  przeciwny  ruchowi  walca  O,  wtedy  walec  O  zostanie  w  spo- 
czynku, a  walec  O'  weźmie  ruch  doiony  ze  swojego  własnego 
ruchu  i  z  ruchu  nadanego;  ten  ruch  wynikowy  będzie  ruchem 
względnym  szukanym. 

Mamy  więc  teraz  do  składania  wirowanie  -^    około  osi    O' 

z  wirowaniem  równem  i  przeciwnem  wirowaniu  r^,  około  osi 

O.  Wirowanie  wynikowe  tych  dwóch  wirowań  równoległych 
i  w  jedne  stronę,  jest  do  nich  równolegle  w  tę  samg.  stronę, 

i  równa  się  ich  summie  ^  +  dT  •  ^^  wirowania  wynikowego 

il   *    łi 

dzieli  odległość  00'  dwóch  osi  wirowań  składowych  w  sto- 
sunku odwrotnym  prędkości  kątowych;  co  daje 

V 

il      R'       AO' 


v^~  R  ~  AO 
R' 

Równość  pokazuje  że  ta  oś  przechodzi  przez  punkt  zetknię- 
cia A  podstaw  dwóch  walców;  zatem  okręg  O'  toczy  się  je- 
dnostajnie na  okręgu  O  (77),  i  to  stanowi  jego  ruch  względny. 
Prędkość  k§towa  wirowania  okręgu  ruchomego,  około  punktu 
zetknięcia  z  okręgiem  stałym,  wyraża  się  przez  już  wiadomą 
formułę 


Ks+s') 
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któreśmy  znaleźli  innym  sposobem  w  teoryi  ruchu  epicykloi- 
dalnego. 

To  wszystko  stosuje  się  do  każdego  dwojanu  okręgów  stycz- 
nych^ leżących  na  dwóch  walcach;  ztąd  wnosimy  że  ruch 
względny  walca  O'  jest  toczeniem  się  jednostajnem  na  walcu 
O,  a  prędkość  kętowa  wirowania  walca  ruchomego  około  kni« 

-  wędzi  zetknięć  z  walcem  stałym  równa  się   v(  ^  _|-  :^, 

Zagadnienie  II.  Dwa  dała  obracają  się  jednostajnie  około  osi 
nie  łeigcych  na  jednej  ptasczyznie  ;  znaleić  ruch  jednego  z  dwóch 
ciał  względem  drugiego^  i  wyznaczyć  oś  chwilową  wirowania  i 
ślizgania  w  tym  ruchu. 


Niech  będ§  OP,  OT'  osie  dwóch  wirowali  danych  09,  »'. 
Poprowadźmy  najkrótszą  odległość  00'  tych  osi^  i  uczyńmy 
00'  =  h.  Chcąc  mieć  ruch  Względny  pierwszego  ciała  odnie- 
siony do  drugiego,  trzeba  składać  pierwsze  wirowanie  OP  =» 
z  wirowaniem  0'P|  =  — w'  które  jest  równe  i  przeciwne  wi- 
rowaniu drugiego  ciała.  Żeby  zaś  ułatwić  to  składanie,  wpro- 
wadźmy dwa  wirowania  równe  i  przeciwne  OP2,  OP3  około 
osi  równoległej  do  CP',  z  prędkością  kątową  w';  przez  co 
nie  zmienimy  w  niczem  uważanego  ruchu.  Ale  teraz  wirowa- 
nia OP^  OP2  składają  się  w  jedno  wynikowe  OR^  i  nadto 
mamy  dwojan  wirowań  (OP3,  OT,)  który  jest  równowarty 
przeniesieniu  OA  prostopadłemu  do  plasczyzny  O^OPj. 

Więc  ruch  względny  szukany  składa  się  z  wirowania  OR  ma- 
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j§cego  prędkość  k^tow^  O,   i  z  przeniesienia  OA  mającego 
prędkość  Jh. 

Szukajmy  nakoniec  osi  chwilowej  wirowania  i  ślizgania  w  ru- 
chu względnym.  Wiemy  łe  ta  oś  jest  równoległa  do  osi  OR 
wirowania  wynikowego;  żeby  więc  wyznaczyć  jej  położenie 
w  przestrzeni,  dość  znaleźć  jeden  z  jej  punktów.  W  tym  celu 
rodóżmy  przeniesienie  OA  na  dwa  składowe,  jedno  OB  wedle 
osi  OR  a  drugie  OG  prostopadłe  do  OR.  Wartości  tych 
dwóch  przeniesień  składowych  s^  : 

0B  =  «'AwslR0P2, 
0C  =  w'*dosR0P2. 

Owoż;  możemy  zastąpić  przeniesienie  OC  przez  dwojan  któ- 
regoby  jedno  z  wirowań  niszczyło  wirowanie  OR;  drugie  wi- 
rowanie będzie  się  odbywało  około  osi  leżącej  na  płasczyznie 
ROO'  prostopadłej  do  OG.  Niech  będzie  DE  ta  oś;  jeśli  na- 
zwiemy z  ramie  dźwigni  dwojanu,  otrzymamy 

02  =«'AdosR0P2. 

Oś  DE,  wyznaczona  tern  równaniem,  jest  osif  chwilowa 
wirowania  i  ślizgania  w  ruchu  względnym. 

Można  odrazu  otrzymać  powyższe  równanie  osi  chwilowej 
wirowania  i  ślizgania^  stosujęc  ogólne  równania  tej  osi  któ- 
reśmy wskazali  w  numerze  102.  Jakoż,  weźmy  za  osie  ruchome 
spółrzędnych  trzy  osie  prostokątne  OR,  OG,  00';  będziemy 
mieli 

p=Q,    ^  =  0,    r=0,    ite=»'AwstR0P2,   t4»  =  «'AdosROPj, 

t*«=0. 
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Podstawiając  te  wartości  w  równaniach'ogólnych  o  których 
mowaj  znajdujemy 

c/AwstR0P2_  to^AdosRÓPj  --  Oz  _  Q.y 
O         ~  O  "~  "o  * 

Więc  równania  osi  chwilowej  wirowania  i  śliz^-*nia  w  uwa- 
żanym ruchu  względnym  są  : 

Qz  —  »'AdosROP2  =  0,       y  =  0. 

Uwaga.  Z  powyższych  równań  wywodzimy 

»'AdosROPi      .     ,       _      c.»A 


,    i     A  — 2  =  ^*dosROP 


Q         '  Q 

zważając  na  związek 

O  =  wdosROP  -j-  w^dosROPj. 
Mamy  zatem 


Ale 


z      _  J    dosROPą 
A  —  z "~  «  '  dosROP  ' 


J       wstROP  . 
M  —  wstROP/ 


więc 


dotROP 


2 


A  —  2  ~  dotROP 


Gdy  osie  OP,  CP'  dwóch  danych  wirowań  są  prostokątne, 
wtedy  kąty  ROP,  ROP2  są  dopełniające;  co  daje 

T-i—  =  dot^ROPa  =  ^ . 
A  —  z  u^ 
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Więc  oś  chwilowa  tdrowonia  i  ślizgania  dzieli  najkrótsza  od- 
ległość dwóch  prostokątnych  osi  wirowań  w  stosunku  odwrotnym 
kwadratów  prędkości  kątowych, 

104.  Toczenie  sie  i  ślizganie  ciał  bryłowych  jednych  na 
DRUGICH.  Gdy  dwa  ciała  bryłowe  poruszają  się  jedno  względem 
drugiego  tak^  że  ich  powierzchnie  stykają  się  w  jednym  tylko 
punkcie^  miejscem  tego  punktu  na  każdej  powierzchni  jest 
ogólnie  linia  krzywa.  Wtedy,  jeśli  pierwsza  z  dwóch  linij  krzy- 
wych toczy  się  na  drugiej  (77),  albo  co  to  samo,  jeśli  w  każdej 
chwili  łuki  przebieżone  przez  punkt  zetknięcia  na  dwóch  po- 
wierzchniach maJ9  długości  równe,  mówi  się  że  pierwsze  ciało 
toczy  się  na  drugiem.  Toczenie  się  jest  ciągiem  nieskończenie 
małych  wirowali  około  osi  chwilowych^  z  których  każda  prze- 
chodzi przez  punkt  zetknięcia,  odpowiedaj^cy  danej  chwili-  i 
leży  na  płasczyznie  stycznej  spólnej  dwom  ciałom. 

Ale^  gdy  dwa  ciała  bryłowe  w  ruchu  zostaje  ci^le  styczne 
tak,  że  jedno  dotyka  zawsze  tym  samym  punktem  drugiego 
w  różnych  jego  punktach^  wtedy  mówi  się  że  pierwsze  ciało 
ślizgana,  drugiem.  Ruch  ślizgania  jest  przeniesieniem  równole- 
głem  do  płasczyzny  stycznej  spólnej. 

W  ruchu  dwóch  ciał  bryłowych  stykających  się  może  być 
zarazem  toczenie  się  i  ślizganie.  To  się  łącznie  nazywa  ślizganiem 
mieszanem,  i  zdarza  się  wtedy  gdy  punkt  spólnego  zetknięcia 
dwóch  ciał  przebiega  na  ich  powierzchniach  dwa  łuki  równej 
długości.  Ślizganie  mieszane  nazywają  styczennem  gdy  dwie 
linie  punktów  zetknięć,  po  sobie  idących^  s§  styczne  w  punkcie 
zetknięcia  dwóch  ciał],  a  zaś  katowem  gdy  te  linie  przecinają  się 
pod  pewnym  kątem  w  punkcie  zetknięcia,  na  płasczyznie 
stycznej  spólnej. 

Określenia  toczenia  się  i  ślizgania  jednego  ciała  na  drugiem 
nie  przypuszczają  bynajmniej  żeby  jedno  z  dwóch  ciał  było 
w  spoczynku.  Toczenie  się  jest  samoiste  albo  względne^  według 
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jak  jedno  z  dwóch  ciał  zostaje  nieruchome  albo  oba  się  poru- 
szają. Ale  toczenie  się  względne  mołe  się  przywiesdź  do  to- 
czenia się  samoistego  takim  samym  sposobem  jakim  się  spro^ 
wadzą  ruch  względny  do  ruchu  samoistego.  To  wszystko  stosuje 
się  do  ślizgania  które,  w  tych  samych  okolicznościach,  jest  takie 
samoiste  albo  względne.  Będziemy  więc  tylko  mówili  o  tocze- 
niu się  samoistem  i  o  ślizganiu  samoistem. 

105.  Jeśli  dwa  ciała  bryłowe  w  ruchu  maj§  więcej  nii  jeden 
punkt  zetknięcia,' ruch  względny  jest  toczeniem  się,  ślizganiem, 
albo  zarazem  jednem  i  drugiem,  wedłuR  warunków  jakim 
wszystkie  punkta  zetknięć  czynię  zadość. 

W  tym  przypadku  trzeba  jeszcze  odróżnić  ruch  kręcenia  się 
jednego  ciała  na  drugiem,  który  ma  miejsce  gdy  pierwsze  ciało 
w  zetknięciu  z  drugiem  obraca  się  około  osi  prostopadłej  do 
niego.  Ten  ruch,  jako  łatwo  widzimy,  jest  ślizganiem  ciida 
ruchomego  na  ciele  względnie  stałem. 

Gdy  jest  toczenie  się  w  każdym  punkcie  zetknięć  dwóch  ciał 
bryłowych,  ciało  ruchome  obraca  się  około  osi  przechodz§cej 
przez  ten  punkt  na  płasczyznie  stycznej  spólnej ;  zatem  wszystkie 
punkta  zetknięć  leżę  na  jednej  i  tej  samej  linii  prostej.  Żeby 
więc  jedno  ciało  mogło  się  toczyć  na  innem  wzdłuż  linii  zet- 
knięć^ przez  czas  jakikolwiek^  trzeba  żeby  powierzchnie  tych 
dwóch  ciał  były  powierzchniani  prostorodnemi.  Co  się  łatwo 
zdarza,  gdy  naprzykład  walec  toczy  się  na  płasczyznie  albo  na 
innym  walcu,  albo  gdy  stożek  toczy  się  na  płasczyznie  albo  na 
innym  stożku.  Walec  toczy  się  w  linii  prostej  na  płasczyznie; 
ale,  na  tej  płasczyznie,  stożek  nie  może  mieć  ruchu  prostolinij- 
nego ani  walec  ruchu  kołowego,  bez  ruchu  kręcenia  się. 

Jeśli  powierzchnie  dwóch  ciał  s§  prostorodne,  ruch  jednego 
z  nich  Względem  drugiego  może  być  nieskończenie  małem 
wirowaniem  około  linii  punktów  zetknięć  i  przeniesieniem 
wzdłuż  tej  linii,  która  jest  linię  rodzęcę  dwóch  powierzchni. 
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Więc,  w  tym  przypadku,  clalo  ruchome  może  się  toczyć  i  za- 
razem  ślizgać  na  ciele  stałem. 

W  takim  ruchu  dwóch  ciał,  nieskończenie  małem  ślizganiem 
jest  ilość  o  jak^  się  oddaliły  od  siebie  dwa  punkta  które  były 
razem  w  zetknięciu  dwóch  powierzchni;  a  prędkością  ślizgania 
jest  zawsze  prędkość  tego  punktu  który  należy  do  ciała  rucho- 
mego. Ślizganie  i  odpowiędaj^ca  mu  prędkość  maj§  zawsze 
kierunek  na  płasczyznie  stycznej  spólnej  dwom  ciałom. 

Gdy  ciało  bryłowe  w  ruchu  dotyka  ciała  nieruchomego  wie* 
loma  punktami,  wtedy  do  każdego  z  tych  punktów  stosuje  się 
wszystko  cośmy  powiedzieli  ojednym  punkcie  zetknięcia.  Ślizga* 
nie  i  prędkość  ślizgania  w  tych  punktach  wyznaczają  się  w  każ- 
dym jak  gdyby  dwa  ciała  dotykały  się  jednym  tylko  punktem. 

ZASADY  ZAZĘBIAŃ, 

106.  Zazębianie  stanowię  koła  opatrzone  zębami  na  całym 
okręgu,  czyli  jako  się  mówi  koła  zębate^  osadzone  stale  na  ma- 
teryalnych  osiach  z  któremi  się  obracają;  zęby  koła  przystoso- 
wanego do  jednej  osi  przenikają  między  zęby  koła  przymocowa- 
nego do  drugiej,  i  te  dwa  koła  zazębiają  między  sobą  tak,  że 
pierwsze  nie  może  się  obracać  nie  obracając  drugiego ;  tym  spo- 
sobem przeprowadza  się  ruch  od  jednego  koła  do  drugiego.  Głó- 
wnym przedmiotemzazębiańjestprzekształcenieruchu  wirowego 
około  jednej  osi  na  ruch  wirowy  około  drugiej.  Zazębiania  prze- 
kształcają także  ruch  wirowy  na  ruch  prostolinijny,  i  nawzajem; 
co  jest  szczególnym  przypadkiem  zagadnienia  ogólnego.  Zęby 
dwóch  kół  są  tak  urządzone  żeby,  jeśli  ruch  wirowy  pierwszego 
koła  jest  jednostajny,  ruch  ztąd  wynikający  dla  drugiego  był 
także  jednostajny,  albo  co  to  samo,  żeby  stosunek  prędkości 
kątowych  dwóch  kół  zostawać  stateczny,  jakikolwiek  jest  ruch 
jednego  z  tych  kół. 
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Zazębiania  odróżniają  się  między  sobą  położeniem  dwóch 
geometrycznych  osi  około  których  odbywają  się  wirowania* 
Te  osie  mogą  być  równoległe  albo  zbiegające,  a  nawet  mogą 
nie  leżeć  na  jednej  płasczyznie.  Zląd  trzy  następujące  przy- 
padki zazębiali  : 

Zazębianie  którego  osie'  są  równoległe  ma  zęby  walcowe, 
i  na^wa  się  zazębianiem  walcowem. 

Zazębianie  którego  osie  schodzą  się  w  jednym  punkcie  ma 
zęby  stożkowe^  i  nazywa  się  zazębianiem  itoikowem. 

Do  trzeciego  przypadku  zazębiań,  których  osie  nie  są  na  je- 
dnej płasczyznie^  należą  szczególniej  :  zazębianie  hiperboloidowe 
mające  osie  pochyłe,  i  śruba  bez  końca  w  której  osie  są  prosto- 
kątne. Ten  trzeci  przypadek  może  się  przywiesdi  do  dwóch 
pierwszych  za  pomocą  osi  posiłkowej,  spotykającej  dwie  osie 
dane  które  nie  leżą  na  jednej  płasczyznie.  Nie  będziemy  się 
nim  zajmowali  w  szczególności,  dlatego  zwłaszcza  że  tylko 
ogólne  wyobrażenie  o  zazębianiach  w  Mechanice  rozumowej 
dać  przystoi. 

107.  Niech  będą  O,  O'  rzuty  dwóch  osi  równoległych  na 
płasczyznie  prostopadłej  do  ich  kierunku.  Jeśli  chcemy  prze- 
kształcić ruch  wirowy  około  osi  O,  odbywający  się  z  pręd- 
kością kątową  u,  na  ruch  wirowy  wykonywający  się  około 
osi  O'  z  prędkością  kątową  J,  aby  pojąć  przekształcenie,  mo- 
żemy sobie  wyobrazić  dwa  koła  materyalne,  mające  punkta 
O,  O'  za  środki,  których  okręgi  wywierają  na  siebie  pewne 
parcie.  Widzimy  łatwo  że  koło  O,  doznając  tarcia  na  kole  O', 
będzie  je  obracało  około  jego  osi,  i  tym  sposobem  swój  ruch 
mu  przeszłe. 

Gdy  punkt  A,  uważany  jako  należący  do  pierwszego  okręgu 
O,  weźmie  położenie  Ai,  punkt  drugiego  okręgu,  który  się 
z  nim  schodził  w  położeniu  A,  przejdzie  na  położenie  A'|  i 
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loki  AA|,  AA'  będf  równe.  Nadto,  prędkości  k§towe  dwóch 
kót,  mające  za  miarę  kfty  AOA|,  AC^A'  opisane  w  tym  samym 


/ 
/ 


czasie,  wyraiaj§  się  przez 

AA|  ,      AA' 

OA  '  CKA 

i  stosunek  tych  prędkości  równa  się 

«'       OA 

6>  '^  0'A ' 

Więc  prędkości  kętotee  dwóch  kół  sci  iv  stosunku  odwrotnym  pro- 
mieni. 

Ten  stosunek  jest  stateczny ;  co  dowodzi  te  ruch  przesłany 
dnigiemu  kołu  będzie  jednostajny  jeśli  ruch  pierwszego  jest 
jednostajny.  Można  więc  zawsze  dać  drugiemu  kołu  tak§  pręd- 
kość kgtow^  jaka  się  podoba,  nic  zmieniając  bynajmniej  pręd- 
kości  kitowej  pierwszego  koła;  dość  tylko  wzi^ć  promienie 
dwóch  kół  w  stosunku  odwrotnym  ich  prędkości  kitowych, 
to  jest  podzielić  odległość  00'  danych  osi  tak  żeby  było 

^  0'A       w 


Oeometrya  daje  dwa  punkta  A,  na  linii  środków  00',  za- 
dość czy ni§ce  temu  równaniu;  jeden  z  tych  punktów  A  leży 
między  dwoma  środkami  O,  0'^  drugi  znajduje  się  zewn§trz. 
Więc,  jeśli  z  punktów  O,  O'  jako  środków  promieniami  O  A,  0'A 
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nakreślimy  dwa  okręgi,  w  przypadku  punktu  A  wewnętrznego 
te  okręgi  będ§  styczne  zewnętrznie,  i  ich  wirowania  będ^  się 
odbywały  w  strony  przeciwne  jako  pokazuje  figura;  w  przy- 
padku punktu  A  zewnętrznego  dwa  okręgi  będ^  styczne  we- 
wnętrzne, i  ich  wirowania  będą  się  odbywały  w  tę  sam§  stronę. 
Rzeczone  okręgi,  styczne  zewnętrznie  albo  wewnętrznie,  graj§ 
główna  rolę  w  zazębianiach,  i  nazywaj§  się  oh^egami  pierwo^ 
inemi  zazębiania.  Według  połoźienia  tych  okręgów  stycznych, 
zazębiania  są  zewnętrzne  albo  wewnętrzne.  Używa  się  jednych 
albo  drugich  stosownie  do  kierunku  ruchu  jaki  wydać  trzeba. 
Jakiekolwiek  są  dwa  okręgi  pierwotne,  styczne  zewnętrznie 
albo  wewnętrznie,  zawsze  łuk  opisany  w  czasie  it  przez  punkt 
okręgu  OA,  w  jego  ruchu  około  osi  O,  równa  się  tadt.Ok', 
podobnie,  łuk  opisany  w  tym  samym  czasie  przez  punkt  okrę- 
gu 0'A,  w  jego  ruchu  około  osi  O',  równa  się  M'rf/.0'A;  więc 
te  dwa  łuki  są  równe  na  mocy  równania  (1).  Ztąd  wnosimy  ie, 
gdy  dwa  koła  OA,  0'A  obracają  się  około  swoich  osi,  z  pręd- 
kościami kątowemi  «»,  J  które  zadość  czynią  warunkowi  (1), 
łuki  równe  okręgów  pierwotnych  przechodzą  w  tym  samym 
czasie  przez  linię  środków ;  więc  te  okręgi  toczą  się  jeden  na 
drugim  bez  ślizgania  (77).  Ten  sposób  przekształcania  ruchu 
przez  tarcie  jednego  koła  na  drugiem  jest  używany  w  niektó- 
rych okolicznościach.  Dla  utrzymania  dostatecznego  tarcia,  bez 
którego  pierwsze  koło  ślizgałoby  na  drugiem  nie  obracając  go, 
dzwona  obydwóch  kół  są  utworzone  z  maleryi  przylegającej, 
albo  nawet  okryte  pasami  rzemiennemi  chropowatemi.  Przy- 
Ignienie  sprawia  że  niema  ślizgania.  Ale  materya  prędko  ^ię 
zużywa,  i  wkrótce  koła  przestają  się  stykać  ściśle;  przylgnienie 
maleje  coraz  bardziej,  i  nakoniec  znika;  aby  je  przywrócić 
trzeba  zbliżać  osie  kół.  To  wszystko  jest  niedostateczne,  gdy 
koło  O'  przeciwstawi  kołu  O  opór  przewyższający  tarcie; 
wtedy  jest  tylko  ślizganie  koła  O  bez  ruchu  koła  O'.  Trzeba 
vyięc  szukać  sposobów  skuteczniejszych  do  przesłania  ruchu 
pierwszego  kota  drugiemu.  W  tym  właśnie  celu  obsadzono 
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koła  zębami.  Zęby  kół  stanowi§cych  zazębiania  maj9  różne 
kształty^  stosowne  do  ich  przeznaczenia;  zajmiemy  się  naj- 
pierwej  ziizębianiami  walcowemi. 

108.  Zazębiania  walcowe.  Biorąc  na  powierzchnie  zębów 
kół  powierzchnie  walcowe,  których  linie  rodzice  sę  równoległe 
do  osi  tych  kół^  aby  mieć  kształt  zębów  dość  tylko  wyznaczyć 
kształt  podstaw  powierzchni  walcowych,  to  jest  znaleźć  profile 
zębów.  Profil  zębów  jednego  koła  może  być  wzięty  dowolnie, 
z  niego  się  wyprowadza  profil  zębów  drugiego  koła;  a  ponieważ 
ruch  ma  przechodzić^  za  pośrednictwem  zębów,  od  jednego 
koła  do  drugiego,  trzeba  i  dość  jest  żeby  okręgi  pierwotne  za- 
zębiania toczyły  się  jeden  na  drugim.  Zęby  jednego  koła  po- 
winny wchodzić  bez  zawady  ani  uderzenia  w  części  wycięte 
w  drugiem  kole ;  więc,  dla  ciągłości  ruchu  dwóch  kół  zazębia- 
jących, muszą  profile  zębów  w  złączeniu  być  styczne  między 
sobą  tak  żeby,  gdy  dwa  zęby  stykać  się  przestają^  dwa  nastę- 
pujące zaraz  stykać  się  zaczynały. 

Uważajmy  zazębianie  zewnętrzne,  i  niech  będzie  AB  profil 


koła  O'.  Jeśli  damy  kołom  O,  O'  ruchy  niezależne,  z  prędkpś 
ciami   o,  co';   profil  odpowiedającego  zebu  koła  O  powinien 
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zostawać  styczny  do  profilu  AB,  dopóki  tylko  długości  dwóch 
zębów  wystarczają  do  zetknięcia.  Rzeczy  będ§  się  jeszcze  miały 
tak  samO;  jeśli  ogółowi  dwóch  kół  nadamy  ruch  spoiny  wiro- 
wania, równy  i  przeciwny  ruchowi  koła  O;  w  tym  spólnym 
ruchu  koło  O  zostanie  w  spoczynku^  a  kolo  O'  będzie  miało 
ruch  samoisty  który  będzie  jego  ruchem  względnym  odnoszącym 
się  do  koła  O.  Owoź^  ruch  względny  koła  O'  jest  oczywiście 
toczeniem  się  okręgu  pierwotnego  0'A  na  okręgu  OA^  jak  gdyby 
ten  ostatni  zostawtd  nieruchomy;  więc  profil  ADE  jaki  dać 
trzeba  zębowi  koła  O  jest  owłoka  położeń  po  sobie  id^ych 
krzywej  AB^  uniesionej  ruchem  okręgu  0'A  toczącego  się  na 
okręgu  OA. 

Dla  wykreślenia  owłoki  ADE,  uważajmy  położenie  O''  okrę- 
gu ruchomego  0'A  na  okręgu  OA^  i  niech  będzie  C  punkt 
zetknięcia  tych  okręgów.  Aby  znaleźć  odpowiedaj^ce  położenie 
profilu  AB^  weźmy  na  okręgu  0'^  poczynając  od  punktu  C^ 
łuk  CA'=CA;  punkt  A'  będzie  położeniem  punktu  A^a  zatem 
profil  AB  zajmie  położenie  A'B'.  Jeśli  teraz  z  punktu  G,  który 
jest  środkiem  chwilowym  wirowania  figury  0'^  spuścimy  nor- 
malne CD  na  A'B',  otrzymamy  punkt  D  w  którym  krzywa  AB^ 
mająca  położenie  A'B',  dotyka  swojej  owłoki.  Jakoż^  w  ruchu 
toczenia  się  figury  Of  na  okręgu  OA^  wszelki  punkt  D  nale- 
ż§cy  do  krzywej  A'B'  opisuje  kr^nę  której  normalną  jest  CD; 
a  jeśli  do  tego  jeszcze  punkt  D  jest  punktem  zetknięcia  krzy- 
wej  A'B'  z  owłoką  ADE,  wtedy  kierunkiem  ruchu  punktu  D^ 
w  nieskończenie  małym  czasie  dt^  jest  styczna  spoina  tym 
dwom  krzywym ;  ale  kierunkiem  ruchu  tego  samego  punktu  D 
jest  także  styczna  do  jego  krążnej;  zt§d  wnosimy  że  w  ruchu^ 
o  którym  mowa,  normalna  w  punkcie  zetknięcia  krzywej  A'B' 
z  jej  owłoką  ADE,  przechodzi  przez  środek  chwilowy  C  wiro- 
wania figury  O''.  Ważna  własność  wteoryi  zazębiań.  Na  mocy 
tej  własności  punkt  D  należy  do  owłoki  ADE.  Można  więc 
tym  sposobem  otrzymać  tyle  punktów  szukanego  profilu  ile 
się  podoba. 

MitCUANllŁA.  u. — i  2 
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Ale  łatwo  widziiuy  ze  niema  potrzeby  przemieszczać  koła  O' : 
dość  tylko  wzi§ć  na  jego  okręgu  łuki  Ay,  A/,...  równe  łukom 
AC^  AC',...  i  spuścić  normalne  y9,  /^v*'  "^  krzywe  AB;  te 
normalne  będ^  równe  normalnym  CD,  CD',,..;  poczem^  trzeba 
poprowadzić  przez  punkta  C,  C,...  linie  proste  równe  nor- 
malnym yi,  /*',.••  i  czyniące  z  okręgiem  O  A  k§ty  odpowie- 
dnio równe  tym  które  te  normalne  czynie  z  okręgiem  0'A ; 
skrajności  tak  wykreślonych  linij  będ^  punktami  D,  D'...  żą- 
danego profilu  ADE. 

W  praktyce,  zamiast  wyznaczać  osobno  punkta  D,  D',.-- 
kreśl§łuki  kół  promieniami  yi,  /^,...,  z  punktów  C,  O  jako 
środków^  dostatecznie  bliskich  jeden  drugiego,  i  potem  prowadza 
linię  krzywa  styczna  do  tych  łuków^  która  będzie  przybliżonym 
profilem   ADE. 

109.  Wyprowadziwszy  profil  zębów  koła  O  z  dowolnie  wzię- 
tego profilu  dla  zębów  koła  0^  uważajmy  w  położeniu  jakiem- 


kolwiek  oba  profile^  dany  BC  i  wykreślony  DE,  i  niech  będzie 
M  ich  punkt  zetknięcia;  na  mocy  t6go  cośmy  wyżej  powie- 
dzieli^ prosta  AM  jest  spoina  normalna  tych  profilów.  Dopiero 
co  widzieliśmy  że  ruch  względny  koła  0'^  odnoszący  się  do 
koła  O,  jest  ruchem  toczenia  się  okręgu  pierwotnego  0'A   na 
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okręgu  OA;  zt^d  wynika  że  ruch  względny,  nieskończenie 
mały^  koła  O'  jest  nieskończenie  małem  wirowaniem  około 
punktu  zetknięcia  A  dwóch  okręgów  pierwotnych.  W  tem 
wirowaniu^  przez  czas  nieskończenie  mały  dt,  profil  BC  ślizgana 
profilu  DE.  Abyznaleźć  wartość  tego  ślizgania,  przypomnijmy 
sobie  że,  w  rucha  toczenia  się  koła  O'  na  kole  O,  prędkość 
kitowa  każdego  punktu  kcda  ruchomego  zewnętrznego  wyraża 
się  przez  (70) 

/I.,    i\c(f. 
\R  ■+■  ^jdt ' 

gdzie  R,  R'  znac^  promienie  dwóch  okręgów  pierwotnych, 
a  zaś  ds  drogę  przebieżon^  przez  punkt  zetknięcia  w  czasie  dt. 
Jeśli  więc  nazwiemy  p  długość  normalnej  AM^  łuk  jaki  punkt 
M  przebiega  na  profilu  DE  przez  czas  dty  będzie  równy  ilości 


n  +  ff  )'«''• 


która  właśnie  przedstawia  nieskończenie  małe  ślizganie  tego 
punktu.  * 

Znaleziona  wartość  pokazuje  że  łuk  ślizgania  jest  proporcyo- 
nalny  do  długości  p\  a  ponieważ  ten  łuk  ślizgania  wchodzi 
jako  czynnik  do  wyrażenia  j^rocy  tan^cia  (*)^  trzeba  się  starać  żeby 


(*)  Oto  in^yrażenie  nieskończenie  małej  pracy  tartia  w  itazęblamu  ze- 
wnętrznem 


<+R')p^' 


W  którem  Q  znaczy  opór  kola   (/  a  /*  spiUczfnnik  tarcia^  Zobaczymy 
to  później. 
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W  zazębiaiiiach  długość  p  była  zawsze  najmniejsza  moźebna. 
Go  będzie  miało  miejsce,  jeśli  zetknięcie  zębów  przypada 
w  punkcie  A^  bo  wtedy  p=  O  i  nieskończenie  małe  ślizganie 
jesl  zero.  Dlatego  tez  daje  się  stosowna  długość  zębom^  aby 
utrzymać  p  w  pewnej  granicy.  Gdzie  z§b  się  kończy  tam  ze- 
tknięcie dwóch  profilów  ustaje;  ale  ciągłość  ruchu  wymaga- 
jakośmy  już  powiedzieli,  żeby  zaraz  w  tej  samej  chwili  dwa 
nowe  profile  dotykały  się  w  punkcie  A.  Te  dwa  profile  prze- 
mieniają się  jednocześnie  jako  poprzednie ;  a  gdy  ich  zetknię- 
cie ustaje,  zetknięcie  znowu  ma  miejsce  w  punkcie  A  za  po- 
moce dwóch  następnych  profilów;  i  tak  dalej. 

110.  Pojmuje  się  łatwo  że  musi  być  pewna  zależność  między 
długością  zębów  i  przedziałem  dwóch  po  sobie  idących  pro- 
filów. Ten  przedział  nazwany  krokiem  zazębiania,  mierzony  na 
jednym  z  dwóch  okręgów  pierwotnych,  składa  się  z  grubości 
zebu  koła  0^  z  grubości  zebu  koła  CK,  i  jeszcze  z  pewnej  wiel- 
kości tem  mniejszej  im  zazębianie  doskonalsze^  to  jest  bliższe 
geometrycznego  kształtu. 

Aby  dwa  koła  zazębiały  regularnie^  trzeba  żeby  zęby  były 
równe  i  równo  rozstawione  na  obydwóch  kołach^  (o  jest  żeby 
miały  ten  sam  krok.  Jeśli  temu  warunkowi  staje  się  zadość^  jaki- 
kolwiek jest  kształt  zębów,  przesłanie  ruchu  od  jednego  koła 
do  drugiego  będzie  okresowo  jednostajne;  ponieważ  za  każdym 
razem  jak  punkt  zetknięcia  przebiegnie,  na  okręgach  pierwo- 
tnych, przestrzeń  równ§  krokowi  zazębiania^  oba  koła  będ^  się 
znajdowały  w  tem  samem  położeniu  względnem. 

Gdy  krok  zazębiania  jest  przyzwoicie  mały,  można  otrzymać 
z  przybliżeniem  wartość  łuku  ślizgania^  od  chwili  w  której  ze- 
tknięcie dwóch  profilów  sprzężonych  ma  miejsce  w  punkcie  A, 
aż  do  chwili  w  której  przestaje.  Przez  ten  czas  dwa  kota  zrobiły 
jeden  krok.  Przypuszczają  rzeczony  krok  dostatecznie  mały, 
widzimy  łatwo  że  normalna  p  mało  się  różni  od  łuku  AD  =  «; 
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jeśli  więc,  zastępuj|c  p  przez  <,  zcatkujemy  nieskończenie  mały 
tuk  ślizgania  w  granicach  O  i  S,  oazywając  S  krok  zazębiania^ 
znajdziemy  dla  całego  ślizgania  następująca,  pr^bliłonfi  war- 
tość 


a+^)x-=Kś^ 


p; 


111.  Zazębiania  z  rozwijaj^cehi  kola.  Powiedzieliśmy  ie 
licby  kół  mogfi  niieu  ró^.ne  kszLally;  jako  przykład  wskażemy 
ziizęhianie  w  którem  profilami  zębów  są  roiwijające  koła. 

^iech  będzie  linia  prosta  BAB'  przecłiodzęca  przez  punkt 
zetknięcia  A  dwóch  kół  00' ;  poprowadźmy  dwa  kola  OD,  0'U' 


<>tyczne  do  tej  linii  i  spółśrodkowe  z  danemi ;  promienie  OB, 
0'B'  będę  proporcyonalne  do  promieni  OA,  0'A.  Wyobraźmy 
sobie  teraz  te  prosta  BA  loczy  się  na  kole  OB;  jej  skrajność  A 
opisze  rozwijające  CA  tego  koła,  mające  początek  w  punkcie  C 
dla  którego  luk  BC  =  BA.  To  pokazuje  ie  okręg  OB  jest  roz- 
wit§  krzywej  CAj  więc  prosta  BA,  styczna  do  łuku  BC,  jest 
normalnęi  do  rozwitej    CA    w  punkcie  A.    Tak   samo,  jeśli 
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prosta  B'A  toczy  się  na  okręgu  0'B',  jej  skrajność  A  opisuje 
rozwijające  CA  tego  okręgu,  który  nawzajem  jest  rozwit^ 
krzywej  CA ;  więc  prosta  B'A  jest  normalna  do  rozwijającej  CA 
w  punkcie  A.  Zt^d  wynika  że  prosta  BB'  jest  normalna 
w  punkcie  A  do  obydwóch  rozwijających  CA,  CA ;  więc  te 
rozwijające  są  styczne  do  siebie  w  punkcie  A. 

Przypuszczając  rozwijające  CA,  CA'  przymocowane  do  od- 
powiedających  kół  O,  0\  jeśli  obrócimy  te  koła  tak  żeby  punk- 
ta  C,  C  opisały  łuki  równe  CD,  CD',  obie  rozwijające  zostaną 
przeniesione  na  położenia  Dor,  D'a  w  których  będą  się  stykały 
w  punkcie  A'  leżącym  na  prostej  stałej  BAB'.  Jakoż,  weźmy 
długość  AA' =  łuk. CD;  punkt  A  będzie  na  nowcm  położe- 
niu Da  rozwijającej  CA;  ale  także  długość  AA'  jest  równa 
łukowi  CD';  więc  punkt  A'  jest  na  położeniu  DV  drugiej 
rozwijającej  CA.  Te  dwie  nowe  rozwijające  Da,  Da',  które 
przechodzą  przez  punkt  A',  są  styczne  w  tym  punkcie  bo  mają 
spoiną  normalne  BAB'.  Owoż,  kąty  COD,   Giyiy  mające  za 

CD      CD' 
miarę  stosunki    -^9    jy^    są  odwrotnie  proporcyonalne  do 

promieni  OB,  0'B'  i  temsamem  do  promieni  OA,  CA;  więc, 
jeśli  będziemy  obracali  koło  O  w  stronę  wskazaną  przez  strzałę, 
rozwijająca  CA  będzie  pchała  rozwijające  CA,  do  której  jest 
ciągle  styczną  w  punktach  leżących  na  prostej  stałej  BAB', 
i  wirowania  «,  w'  kół  O,  O'  będą  w  stosunku  odwrotnym  pro- 
mieni. To  dowodzi  że  zęby  dwóch  kół  OA,  0'A  mogą  mieć  za 
profile  linie  CA,  CA^  rozwijające  okręgów  kół  OB,  0'B'. 

Zazębianie  nazywa  się  wzajemnem  gdy  koło  które  prowadzi 
drugie  może  nawzajem  być  przez  nie  prowadzone.  Zazębianie 
z  rozwijającemi  kół  jest  najdoskonalszym  układem  zazębiań, 
i  przedstawia  następujące  korzyści :  1°  to  zazębianie  jest  wza- 
jemne i  każdy  jego  ząb  jest  utworzony  z  jednej  tylko  krzywej ; 
2""  jedno  koło  może  zazębiać  z  innem  kołem  jakiegokolwiek 
promienia,  byle  tylko,  ma  się  rozumieć,  kroki  zazębiań  były  te 
same  w  obydwóch;  3®  odległość  środków  kół  może  się  zmieniać 
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bez  naruszania  regularności  zazębiania;  U^  wzajemne  parcie 
dwócb  kół  na  siebie  ma  kierunek  stały,  wedle  spólnej  normal- 
nej BAB' ;  zatem  zużycie  profilów  przez  ślizganie  jest  prawie 
proporcyonalne  do  tarcia,  i  nie  zmienia  znacznie  geometrycz* 
nycb  warunków  zazębiania.  Jedyny  zarzut  jaki  można  uczynić 
temu  zazębianiu  leży  w  tem,  że  działanie  zębów  na  siebie,  skie- 
rowane wedle  spólnej  normalnej,  jest-pochyłe  do  linii  środków 
kół;  co  stanowi  dynamiczne  niedogodność. 

112.  Nazywajęc  S  krok  zazębiania,  oznaczmy  przez  m  liczbę 
zębów  koła  O  i  przez  m'  liczbę  zębów  koła  O',  otrzymamy 
następujące  związki 

wS  =  2irR     • 

(2) 

m'S  =  2wR' ; 

zk§d 

2irFl  /        2irR 

S   '  S 

Te  wartości  pokazuje  że  krok  S  jest  częścię  podwielowną 
każdego  z  dwóch  okręgów  pierwotnych,  albo  jeszcze  że  krok  S 
jest  spoiną  miarą  tych  okręgów. 

Równania  (2)  dają 

R  _m  . 
R'  ~  m' ' 

owoż,  prędkości  kątowe   <o,  o'  dwóch  kół  zazębiających  są 
w  stosunku  odwrotnym  ich  promieni ;  mamy  zatem  proporcyę 


co' m 
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która  dowodzie  że  prędkości  kątowe,  dwóch  kół  zazębiajo/ych  są 
odwrotnie  proporcjonalne  do  liczb  zębów  tych  kół. 

Więc  użycie  kół  zębatych  wymaga  żeby  ich  prędkości  ki- 
towe były  spółmierrie  między  sobę.  Aby  można  urządzić  zazę- 
bianie w  stosunku  danym,  trzeba  niezbędnie  żeby  ten  stosunek 

tn 
był  wyrażony  przez  iloraz  — r  dwóch  liczb  csdkowitych,  i  trzeba 

m 

nawet,  jako  niebawem  zobaczymy,  żeby  te  liczby  nie  były  ani 
za  małe  ani  za  wielkie^  mniej  więcej  od  8  do  120.  Jeśli  liczby  m 
i  m'  s§  pierwsze  między  sob§,  każdy  z§b  jednego  z  kół  przy- 
chodzi następnie  do  zetknięcia  z  wszystkiemi  zębami  drugiego 
koła.  To  rozstawienie  zębów  jest  pożądane  w  praktyce,  bo  czyni 
równem  ich  zużycie.  Zegarmistrze,  przeciwnie,  wyszukują 
dwóch  liczb  m,  m'  mających  spólne  czynniki,  dlatego  żeby 
wyznaczony  zab  jednego  koła  przychodził  zawsze  do  zetknięcia 
z  temi  samemi  zębami  drugiego  koła ;  przez  co  zapewnia  się 
większe  regularność  zazębiania. 


Nazywa  się  stosunkiem  zazębiania  iloraz    ^     z  prędkości  k^ 


towej  drugiego  koła  przez  prędkość  kętowę  pierwszego ;  ten 
iloraz  bierze  się  ze  znakiem  -|-  albo  — ,  według  jak  wirowania 
odbywają  się  oba  w  jedną  stronę  albo  w  strony  przeciwne. 

113.  Zazębiania  WALCOWE  WEWNĘTRZNE.  Zazębiania  wewnętrzne 
opierają  się  na  tych  samych  zasadach  co  zazębiania  zewnętrzne; 
a  że  wykreślenia  obydwóch  zazębiań  do  teoryi  machin  należą, 
przestajemy  więc  na  kilku  ogólnych  uwagach.  Zazębiania 
wewnętrzne  nie  są  tak  dogodne  jak  zewnętrzne,  i  nie  będąc 
wzajemne,  mniej  są  używane.  Ale  w  zazębianiu  wewnętrznem 
oba  koła  obracają  się  w  jedną  stronę;  co  niekiedy  stanowi  nie- 
zbędny warunek  ruchu.  Można  jednak  zachować  ten  ruch  a 
uniknąć  zazębiania  wewnętrznego,  wprowadzając  tak  zwane 
koło  luiiie.  Jakoż,  niech  będą  O,  O'  rzuty  dwóch  osi  około  któ- 
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rych  mają  się  obracać,  oba  w  jedn^  stronę,  dwa  koła  0^  O' 
promieni  R,  R'.  Weźmy  trzecie  koło  d  zazębiające  z  dwoma 


danemi^  mające  oś  Oi  i  promień  Rf  Jeśli  nazwiemy  w^m',  wi 
prędkości  kitowe  odpowiedajęce  tym  trzem  kołom,  będziemy 
mieli 


Ul R  <•>  R| . 

«>  R|  Mi  U 


zk^d 


fal       R 


Ten  wynik  pokazuje  że  stosunek  prędkości  kilowych  dwóch 
kół  danych  jest  niezależny  od  promienia,  prędkości  kętowej, 
i  liczby  zębów  koła  pośredniego ;  jedynym  skutkiem  tego  koła 
luźnego  jest  zmia.ia  strony  przeprowadzonego  ruchu ;  przez  co 
zachowuje  się  właśnie  dany  kierunek  dwóch  wirowali,  alo 
kosztem  powiększonego  tarcia. 

114.  Zazębiania  stożkowe.  Przedmiotem  zazębiań  stożkowych 
jest  przekształcenie  ruchu  wirowego  który  się  odbywa  około 
linii  prostej  stałej,  na  inny  ruch  wirowy  około  innej  linii  prostej 
która  spotyka  pierwsza  pod  k^tera  jakimkolwiek.  Te  zazębiania 
dlatego  się  nazywają  stożkowemi  że  zęby  kół  zazębiających  sę 
zbudowane  loa  dwóch  stożkach  obrotowych,  mających  za  osie 
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dwie  rzeczone  linie  proste  a  za  spoiny  wierzchołek  ich  punkt 
spotkania.  Rozamujcc  jako  w  zazębianiach  walcowych,  wyzna- 
cza się  zęby  stożkowe  sposobami  podobnemi  teorycznie  chociaż 
różnemi  w  praktyce. 


Niech  będ^  OH,  OH'  dwie  osie,  spotykające  się  w  punkcie  O, 
około  których  maj§  się  odbywać  dwa  wirowania,  jedno  około 
OH  z  prędkością  k§tow§  «,  drugie  około  OH'  z  prędkością 
k§tow^  «'.  Weźmy  na  płasczyznie  HOH'  punkt  A  taki,  żeby 
jego  odległości  AB,  AB'  od  odpowiedaj^cych  osi  OH,  OH'  były 
w  stosunku  odwrotnym  prędkości  kitowych  »,  w',  to  jest  żeby 
zadość  czyniły  warunkowi 


w 


AB 
AB' 


CO 


To  równanie  określa  przek§tnę  równoległoboku  zbudowa- 
nego na  k^cie  HOH'  z  dwoma  bokami  proporcyonalnemi  do 
prędkości  kitowych  6>,  u .  Wyobraźmy  sobie  teraz  że  prosta 
OA,  obracając  się  około  OH,  utworzyła  stożek  obrotowy  ma- 
jący oś  OH,  a  potem,  obracając  się  około  OH',  utworzyła  drugi 
stożek  obrotowy  mający  oś  OH'.  Te  dwa  stożki  są  styczne  ze- 
wnętrznie wzdłuż  całej  linii  rodzącej  OA ;  jeśli  więc  damy  im, 
około  osi  OH  i  OH',  ruchy  wirowe  z  odpowiedającemi  pręd- 
kościami kątowemi  w,  w'  w  strony  przeciwne,  to  one  nie  będą 
miały  ślizgania  jeden  na  drugim,  ponieważ,  na  mocy  równa- 
nia (6),  prędkości  kątowe  wszystkich  punktów  w  zatknięciu  są 
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równe  i  skierowane  w  tę  sarnę  stronę  w  przejściu  przez  płas- 
czyznę  HOH'.  Tak  utworzone  dwa  stożki  nazywają  się  stoikami 
pierwotnemi.  Za  pomoce  nich  można  przekształcić  wirowanie  w 
około  OH  na  wirowanie  «'  około  OH',  przez  proste  przylgnie- 
nie  powierzcłini  stożkowych  między  sobę,  tak  jak  się  prze- 
kształca wirowania  około  osi  równoległych  (107),  przez  przyl- 
gnienie  dwóch  powierzchni  walcowych  między  sobę. 

Zamiast  nietrwałego  przylgnienia,  daje  się  dwom  kołom 
osadzonym  na  osiach  OH,  OH',  zbiegajęcych  się  w  punkcie  O, 
zęby  stożkowe,  to  jest  zęby  których  powierzchnie  s§  stożkowe 
i  maję  punkt  O  za  spoiny  wierzchołek.  Wyznaczenie  i  budowa 
zębów  stożkowych  przedstawia  wielkę  trudność  w  zastosowa- 
niu teoryi  do  praktyki,  które  tylko  przybliżonem  wykreśleniem 
przezwyciężyć  potrafiono;  ale  szczęściem  to  przybliżenie  jest 
dostateczne.  Jednakże  teoryę  znać  trzeba.  Przypuśćmy  tedy  że 
jest  wiadoma  powierzchnia  stożkowa  zębów  jednego  koła.  Aby 
z  niej  wywieśdż  powierzchnię  zębów  drugiego  koła  które  ma 
stanowić  zazębianie  stożkowe  z  pierwszem,  opiszmy  sferę 
z  punktu  O  jako  środka  promieniem  dowolnym  OA ;  ta  sfera 
przetnie  dwa  stożki  pierwotne  wedle  okręgów  kół  BA,  B'A.  To 
uczyniwszy,  na  powierzchni  sferycznej,  zaczynając  od  punktu  A, 
nakreślmy  linię  krzywe,  przedstawiającą  profil  wiadomej  części 
wyciętej  koła  B'A,  na  przykład,  w  którą  będzie  wchodził  ząb 
koła  BA ;  i  potem  szukajmy  owłoki  położeń  po  sobie  idących 
tej  krzywej  sferycznej  w  ruchu  względnym  koła  B'A  odnoszą- 
cym się  do  koła  BA.  W  tym  ruchu,  który  jest  toczeniem  się 
pierwszego  koła  na  drugiem,  każdy  punkt  profilu  ruchomego 
opisuje  krzywe  epicykloidalną  sferyczną;  znajdzie  się  więc 
owłokę  położeń  profilu  na  sferze  tak  jak  się  znajduje  na  płas- 
czyznie  owłokę  profilu  zębów  walcowych,  zastępując  tylko  linie 
proste  przez  łuki  kół  wielkich.  Owłoka  sferyczna  będzie  kie- 
rownicą dwóch  powierzchni  stożkowych  mających  punkt  O  za 
spoiny  wierzchołek;  jedna  z  tych  powierzchni  jest  właśnie  szu- 
kaną powierzchnią  zebu  koła  BA,  druga  jest  odpowiedającą 
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powierzchnia  części  wyciętej  koła  B'A.  W  każdej  chwili,  jako 
łatwo  widzieć,  obie  powierzchnie  stożkowe  sę  styczne  wzdłuż 
linii  rodzącej,  i  płasczyzna  poprowadzona  przez  tę  linię,  nor- 
malnie do  rzeczonych  powierzchni  w  złączeniu,  przechodzi  przez 
linię  zetknięć  OA  dwóch  stożków  pierwotnych. 

To  ścisłe  rozwiązanie  zagadnienia  zazębiali  stożkowych,  zu- 
pełnie podobne  do  tego  któreśmy  dali  w  zazębianiacb  walco- 
wych, nie  jest  używane  w  praktyce,  z  przyczyny  trudności 
utworzenia  sfery  materyalnej,  na  którejby  można  kreślić  profile 
zębów;  a  powierzchnia  sferyczna  nie  jest  rozwijalna,  i  wykre- 
ślenia sferyczne  płaskiemi  się  zastąpić  nie  pozwalają.  Ale  są, 
jakośmy  wyżej  nadmienili,  praktyczne  sposoby  otrzymania  zę- 
bów stożkowych,  z  przybliżeniem  przyzwoitem  i  do  wykonania 
łatwem,  które  dają  zupełną  rękojmię  możebnej  materyalnej 
dokładności. 

115.  Możemy  jeszcze  wyznaczyć  nieskończenie  małe  ślizganie 
zębów  stożkowych,  w  punkcie  M  wziętym  na  ich  linii  zetknięć. 
Rozumując  jako  w  zazębianiacb  walcowych,  aby  znaleźć  ruch 
względny  koła  B'A  odnoszący  się  do  koła  BA,  dajemy  ogółowi 
dwóch  kół  ruch  spoiny,  równy  i  przeciwny  wirowaniu  koła  BA ; 
tym  sposobem  koło  BA  zostaje  przywiedzione  do  spoczynku, 
a  koło  B'A  ma  zarazem  prędkość  kątową  &>  około  osi  OH  i 
prędkość  kątową  u  około  osi  OH'^  obie  prędkości  skierowane 
w  tę  samą  stronę.  Owoż,  te  dwa  nieskończenie  małe  wirowania 
jednoczesne  składają  się  w  jedno  wynikowe  około  osi  OA^ 
którego  prędkość  kątowa  O,  przedstawiona  przez  przekąt- 
ne OA  (91)^  jeśli  dla  skrócenia  uczynimy  kąt  AOB  =  a  i  kąt 
AOB'  =  dt,    wyrazi  się  przez 

Q  =  wdos  a  -f"  M'dos  «' ; 

więc  kąt  opisany  przez  koło  B'A,  w  jego  ruchu  względnym 
około  osi  OA  przez  czas  dty  równa  się 

Qdł  =  (w  dos  oL-\-J  dos  ot')d(. 
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Nazwijmy  teraz  p  odległość  punktu  M  od  osi  OA  wirowania 
chwilowego  ;  ślizganie  tego  punktu  będzie 

Qpdt  =  (w  dos  a  +  w'  dos  a!)pdi. 

Nakoniec,  jeśli  oznaczymy  przez  ds  łuk  nieskończenie   mały 
jakim  każdy  z  okręgów  BA,  B'A  przechodzi  płasczyznę  HOH' 

w  czasie  nieskończenie  małym   dt,  i  przez  R,  R'  promienie 
tych  okręgów;  będziemy  mieli 


R '  ~  SŹ 


Więc  ostatecznie  wartość  nieskończenie  małego  ślizgania 
punktu  M  w  zazębianiu  stożkowem,  przez  czas  dt^  równa  się 
ilości 


( 


dOSa    ,    d0Sa'i     < 


Wartość  nieskończenie  małego  ślizgania  punktu  w  zazębia- 
niu walcowem,  któreśmy  na  swojem  miejscu  podali,  jest  szcze- 
gólnym przypadkiem  powyższej;  dość  tylko  uczynić  a  =  0 
i  oc'  =  O  w  ostatniem  wyrażeniu. 


PRZKPKOWADZENIE  RCCHU  WIROWEGO  MIĘDZY  DWIEMA  OSIAMI 
NIELEŻ^GEMI  NA  JEDNEJ  PŁASCZYZNIE. 

116.  Kiedy  U*zeba  przekształcić  ruch  wirowy  około  danej  osi 
na  ruch  wirowy  około  innej  osi,  która  nie  leży  na  jednej  płas- 
czyznie  z  pierwsza,  można  wykonać  to  przekształcenie  za  po- 
moce ruchu  posiłkowego  około  linii  prostej  spotykającej  dwie 
dane  osie. 
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Niech  będzie  ruch  wirowy  e»  około  osi  00,  który  chcemy 


przekształcić  na  ruch  wirowy  w'  około  osi  0'0'  nie  lezącej  na 
jednej  płasczyznie  z  osi^  00.  Przetnijmy  te  dwie  osie  Iini§ 
prosta  AB,  około  której  zaprowadzimy  ruch  ^wirowy  posiłkowy 
z  prędkością  k§tow§  e^i.  Możemy  najpierwej  przekształcić  wi* 
rowanie  w  na  wirowanie  e^i^  za  pomoce  zazębiania  stożko' 
wego  mającego  wierzchołek  w  A;  a  potem  przekształcić  wiro- 
wanie 6)1  na  wirowanie  ta\  za  pomoce  drugiego  zazębiania 
stożkowego  mającego  wierzchołek  w  B.  Jeśli  oznaczymy  przez 
m,  m'  liczby  zębów  dwóch  kół  osadzonych  na  osiach  00,  0'0', 
i  przez  p^  p'  liczby  zębów  dwóch  kół  osadzonych  na  osi  posił- 
kowej AB^  będziemy  mieli 


Cl) 


m 


(O 

«1 


—  —.ii 


zt{^d  wynika  waruuek 


któremu  podwójne  zazębianie  stożkowe  zadość  czynić  powinno. 
Ale  na  tem  niedosyć ;  dla  możebności  żądanego  przekształcę^ 
nia  trzeba  jeszcze  znaleźć  liczby  całkowite  m,  m'^  fi,  /  przy-^ 
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zwoicie  dobrane,  któreby  sprawdzały  powyższe  równanie.  Ten 
sposób  przeprowadzania  ruchu,  za  pośrednictwem  zazębiań 
posiłkowych^  przedstawia  niedogodność  w  praktyce,  bo  podwaja 
tarcia. 

POa^GI  KÓŁ  ZĘBATYCH. 

117.  Nazywa  się  cewą  albo  trybami  mniejsze  z  dwóch  kół 
zazębiających.  Koło  które  przesyła  ruch  drugiemu  w  zazębianiu 
jest  kołem  wiodccenif  a  to  które  ruch  odbiera  kotem  wiedzionem, 
W  ogóle  koła  zębate  maj^  przynajmniej  6  albo  lepiej  8  zębów^ 
a  rzadko  więcej  nad  120;  zatem  stosunek  prędkości  kitowych 
dwóch  kół  stanowiących  zazębianie  jest  praktycznie  ograni* 
czony. 

Dla  uniknienia  wielkiej  liczby  zębów  któreby  trzeba  dawać 
kołu  wiodącemu,  aby  otrzymać  ż^dan§  prędkość  k§tow§  koła 
wiedzionego,  używa  się  szeregu  kół  zębatych  który  nazywają 
pociągiem  albo  ekwipazem  tych  kół.  Pociąg  kół  zębatych  jest 
ciągiem  kół  zazębiaj^cychy  osadzonych  na  osiach  równoległych 
stałych,  w  którym  osie  skrajne  maj§  po  jednem  kole^  a  każda 
oś  pośrednia  ma  ich  dwa.  Prędkości  kitowe  kii  skrajnych  s^ 
dane  z  wielkości  i  kierunku,  a  prędkości  kitowe  kół  pośrednich 
dobierają  się  wedle  potrzeby  i  okoliczności  zagadnienia.  Przy- 
kład najlepiej  to  wyjaśni. 


a 


. 


Niech  będzie  do  przekształcenia  wirowanie  jednostajne  «» 
około  osi  a,  na  wirowanie  jednostajne  ta  około  osi  G  równo- 
ległej do  pierwszej.  Uskutecznia  się  tę  przemianę  ruchu  nastę- 
pującym sposoł)em : 
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Pierwsze  koło  a  zazębia  z  kołem  A ;  na  osi  drugiego  jest 
osadzone  koło  6,  które  zazębia  z  kołem  B;  na  osi  tego  ostat- 
niego jest  znowu  osadzone  koło  c,  które  zazębia  z  kołem  C ; 
i  tak  dalej.  Przypuszczając  że  koła  a  i  G  s§  skrajnemi  pocięgu, 
nazwijmy  w  i  «>'  ich  prędkości  kętowe^  a  zaś  wi,  «i>2,...  pręd- 
kości kątowe  kół  pośrednich.  Jeśli,  dla  skrócenia^  wyrazimy 
liczbę  zębów  każdego  koła  literą  przez  którą  je  mianujemy, 
yf  założeniu  że  wszystkie  zazębiania  są  zewnętrzne,  otrzymamy 


ciąg  równości : 

Wl  (Ł 

w            A 

coi b 

fii>i           B ' 

02 

zkąd 

ta'              abc 
0)  ~~      ABC  * 

G' 


co' 


Stosunek  — ,  prędkości  kątowej  ostatniego  koła  do  pręd- 

kości  kątowej  pierwszego,  nazywa  się  stosunkiem  pociągu  kół 
zębatych.  Ten  stosunek,  który  oznaczymy  przez  c,  powinien 
być  brany  ze  znakiem  -[>  albo  — ,  według  jak  wirowania  skraj- 
ne 61,  o'  odbywają  się  oba  w  jedną  stronę  albo  w  strony  prze* 
ciwne.  Mamy  więc  formułę 


,     abc 


która  pokazuje  że  stosunek  pociągu  kół  zębatych,  wzięty  ze 
znakiem  przyzwoitym,  jest  równy  wieloczynowi  liczb  zębów 
kół  wiotlacych  podzielonemu  przez  wieloczyn  liczb  zębów  kół 
unedzionych, 

118.  Wyrachowanie  Z£bów  kół  pociągu.  Mając  stosunek  t, 
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aby  wyznaczyć  liczbę  zębów  jak^  kaide  koło  pocięgu  mieć 
nioże^  trzeba  najpierwej  znaleźć  dwie  liczby  całkowite^  któ- 
ry eh  by  iloraz  wyrażał  t  dokładnie,  albo  z  przybliżeniem  jakiego 
dane  zagadnienie  ruchu  wymaga;  a  potem  rozłożyć  obie  liczby 
na  tę  sam^  liczbę  czynników;  te  zaś  czynniki,  aby  były  przy- 
datne^ to  jest  aby  mogły  oznaczyć  liczby  zębów  kół^  nie  po- 
winny być  niniejsze  od  8  ani  większe  od  120.  Gdy  stosunek  c 
jest  wyrażony  wielkiemi  liczbami,  rozwija  się  go  na  ułamek 
ci9gły»  a  z  pomiędzy  wartości  przybliżonych  ułamka  bierze  się 
tę  która  się  bardzo  mato  różni  od  prawdziwej  i  rozkłada  się  na 
czynniki  przyzwoitej  wielkości. 

Ułamki  cifgle,  odkryte  przez  Huygensa  (Huygkens)^  stanowią 
jedną  z  ważnych  metod  matematyki.  Ta  metoda  dlatego  jest 
wielce  użyteczna  do  wyrachowania  zębów  kół,  że  daje  wartość 
stosunku  t  przez  ułamek  wyrażony  oajmniejszemi  możebnemi 
liczbami^  i  bardziej  przybliżony  do  prawdziwego  niż  żaden  inny 
mający  wyrazy  mniejsze.  Ale  nie  zawsze  tak  wyznaczone  liczby 
służyć  mogą.  Czasem,  wiedząc  że  wartość  «  mieści  się  między 

j  i  ^,  można  wziąć  r-J4  za  •.  Gdy  dwa  ułamki  r  <  j 
zadość  czynią  warunkowi 

c  ^^a 1 

d      b~  bd' 

od  którego  jedynie  zależy  fundamentalna  własność  przybliżo- 
nych wartości  ułamków  ciągłych,  wtedy  wszelki  ułamek  za- 
warty między   ^  i  ^    ma  wyrazy  większe ;  w  tym  przypadku 

łatwo  widzieć  że  ułamek    ^  / -^    posiada  względem  każdego 

z  dwóch  danych  własność  wyrażoną  równaniem  powyższem ; 
więc  ten  ułamek  jest  najprostszy  z  ułamków  pośrednich. 

Weźmy  przykład.  Dajmy  na  to  że  trzeba  urządzić  pociąg  kół 

HBCHAKIKA.  "•  —  ^3 
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zębatych  którego  stosunek  jest  wyrażony  przez 

Próbujemy  najpierwej  rozkładu  na  czynniki^  ale  znajdujemy 

że  823  jest  liczba  pierwsza.  Szukamy  więc  wartości  przybliżo- 

823 
nej  i  najprostszej  możebnej  ułamka    r—r  y   rozwijając  go  na 

ułamek  ciągły 


'^^  45-J-l 


.+  -5 


Wartości  przybliżone  tf  go  ułamka  s§ 

2         91  366         823 

i'       45'       181'       407' 

Widzimy  zaraz  że  nie  można  brać  wartości    7—-    za  stosunek 
^  181 

pociągu,  bo  181  jest  liczbę  pierwsza  większa  od  120.  Próbujemy 

91       366 
ułamka  pośredniego  między    --    i  —- ;    dodając  wyrazami 

te  dwa  ułamki,  otrzymujemy 

91  +  366  _  457  . 
45  +  181  ""  226 ' 

ułamek  nieprzydatny,  bo  457  jest  liczbę  pierwsze. 

91 
Zostaje  nakoniec  ułamek    ---  ^   który  bierzemy  za  przybliżone 

wartość  stosunku  pocięgu.  Ten  pocięg  daje  się  uskutecznić  jako 
następuje  : 
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1®  Przez  zazębianie  pojedyncze ;  koło  mające  91  zębów  moie 
zazębiać  z  kołem  o  65  zębacb. 

2°  Przez  poci§g  dwóch  obracajęcych  się  wałów  z  kołami  zę- 
batemi;  albowiem 

91  =  7.13 
65  =  9.  5. 

Ale,  ponieważ  liczby  7  i  5  s§  mniejsze  od  granicy  niższej  8» 
mnożymy  je  przez  2,  czem  nie  nadwerężamy  stosunka  c.  Tym 
sposobem  mamy  poci^  którego  stosunek  wyraża  się  przez 

_  16  13 
*~"9    TÓ' 

i  w  którym  liczby  zębów  kół  s^ : 

a  =16,        A=   9, 
6  =  13  B=10. 

91 
Ułamek    —    różni  się  od  prawdziwej  wartości  stosunku  c 

ilością  mniejsza  niż 

1  1 


65.181       8165 

Bł^d  byłby  większy,  gdyby  zmieniono  jednościę  wyrazy 
ułamków  poprzednio  próbowanych,  aby  je  uczynić  rozkładał- 
nemi  na  czynniki  (Zob.  Cinćmatiqub  p,  Edouard  GoLUGrroN^ 
Parts,  1873). 

Na  drugi  przykład  weźmiemy  źagadnI£NI£.  zabudować  zegar 
dający  zarazem  czas  gwiazdowy  i  czas  średni. 

Można  otrzymać  taki  zegar,  umieszczając  z  tyłu  wskazówki 
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godzin  cyferblat  ruchomy,  mniejszy  od  zw)czajnego  i  z  nim 
spółśrodkoFwy.  Wskazówka  godzin,  wykonywajęc  całkowity 
obrót  w  2^  godzinach  słonecznych,  pokazuje  czas  średni  na 
cyferblacie  stałym;  ta  sama  wskazówka  pokaże  zarazem  godzinę 
gwiazdowa  na  cyferblacie  ruchomym^  jeśli  dano  temu  cyferbla- 
towi ruch  wsteczny  o  S^^SG^SSS  =  236%555  przez  dzień  średni. 
Owoi^  2ft  godzin  zawierają  86/iOO  sekund ;  więc  stosunek  pręd- 
kości wskazówki  do  prędkości  cyferblatu  ruchomego  jest 

86^00000       .,,  288000 


Ułamek     .....     daje  następujący  ułamek  ciągły 

47311 


288000       .  ,    1 
47S11  ~..    .  i 


2  +  1 


»+* 


1+... 


którego  wartości  przybliłoae  s§ 


6         67         140         487         627 
r        11*        23'       lO*        103  •"• 


Biorąc  ułamek    — ,    mamy 

627  _  3.11.19  _^   66    76. 
103  103  103 '  8  * 

rozwiązanie  z  wielkiem  przybliżeniem  (Zob.  Cours  de  Meganioue 
ET  DES  MACHINES^  p.  Edm.  Bour.  PoriSy  1865). 
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POCIĄGI  RPIGYKŁOIDALNE. 

119.  Gdy  ścisła  dokładność  jest  niezbędnym  warunkiem 
rozwiania  zagadnienia^  wtedy  pocięgi  kół  zębatych,  obracają- 
cych się  na  osiach  stałych^  nie  daj§  dostatecznego  przybliżenia, 
i  trzeba  wprowadzać  do  pocięgu  jedno  albo  kilka  kół  z  niebem 
epicykloidalnym.  O  tern  połączeniu  kół,  aby  tylko  dać  wyobra- 
żenie, kilka  słów  powiemy. 

Nazywa  się  pociągiem  epicykloidalnym  układ  kół  zębatych 
w  którym  jedno  koło  jest  osadzone  na  osi  stałej  O,  a  wszystkie 
inne  maj§  osie  przytwierdzone  do  ramy  albo  do  dźwigni  ON 


ruchomej  około  osi  O.  Jeśli ,  podczas  gdy  się  obraca  koło  0^ 
dano  dźwigni  ON  ruch  wirowy  około  osi  O,  istotny  ruch  wszys- 
tkich kół  dźwigni  będzie  ruchem  składanym,  wynikającym  ze 
związków  tych  kół  z  kołem  O  i  z  ruchu  dźwigni.  Dla  uproszcze- 
nia, przypuśćmy  że  pociąg  ma  tylko  dwa  koła,  jedno  O  stałe, 
drugie  ruchome  klórego  oś  N  jest  osadzona  na  dźwigni  w  punk- 
cie N;  ale  oś  N  mogłaby  nie  być  różna  od  osi  0.  Oznaczmy  przez 
w,  J  prędkości  kątowe  dwóch  kół  skrajnych  O,  N.  Prędkość 
kątowa  m  koła  ruchomego  N  powinna  być  odnoszona  do  dwóch 
osi  sp<Urzędnych  N:r,  Ny,  mających  kierunek  stateczny  i  popro- 
wadzonych na  płasczyznie  koła  N  przez  jego  środek.  Aby  łatwo 
znaleźć  stosunek  c  pociągu  epicykloidalnego,  dajmy  całemu 
układowi  ruch  wirowy  około  osi  O,  z  prędkością  kątową  ró- 
wną i  przeciwną  prędkości  u  dźwigni  ON.    Tym  sposobem 
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dźwignia  zostanie  przywiedziona  do  spoczynku,  a  prędkość 
kątowa  koła  O  względem  dźwigni  będzie  u  —  i^  (103^  zag.),  i 
prędkość  k§towa  koła  N  względem  tejże  dźwigni  będzie  także 
J  —  u.  Więc,  na  mocy  samego  określenia  ilości  §,  będziemy 
mieli 


w' —  u 
ta  —  u 


Ta  prosta  formuła,  podana  przez  R.  Willis*a^  zawiera  całą 
teoryę  pociągów  epicykloidalnych.  Przestaniemy  na  jednem 
jej  zastosowaniu  którem  zakończymy  cynematykę. 

120.  Paradoks  F£R6USSon'a.  Następujący  mechanizm  przed- 
stawia ciekawą  osobliwość  która  wyświeca  własności  kół  po- 
ciągów epicykloidalnych. 


Pierwsze  koło  A  tego  pociągu  jest  nieruchome,  przymoco- 
wane do  osi  stałej  AO;  około  tej  osi  obraca  się  rama  albo 
dźwignia  pozioma  BB^  na  której  są  osadzone  dwie  osie  a  i  (3 
równoległe  do  osi  OA;  około  osi  a  obraca  się  koło  pośre- 
dnie C,  zazębiające  z  jednej  strony  z  kołem  stałem  A  a  z  drugiej 
z  trzema  kołami  niezależnemi  P,  Q,  R,  które  się  obracają  na 
jednej  osi  p. 

Koło  stałe  A  ma  n  zębów;  z  trzech  kół  niezależnych  pier- 
wsze P  ma  n  >)- 1  zębów^  drugie  Q  ma  ich  n,  trzecie  R  ma 
n  —  1.  Go  do  koła  pośredniego  C^  liczba  jego  zębów  jest  obo< 
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jętna.  Zachodzi  tezaz  pytanie  :  gdy  dźwignia  BB'  obraca  się 
około  osi  AO  z  prędkością  k§tow^  u,  jakie  są,  prędkości  k§- 
towe  o>o  ft>2,  0)3  trzech  kół  P,  Q,  R? 

Każde  z  trzech  kół  niezależnych  P^  Q,  R  powinno  być  uwa- 
żane jako  ostatnie  koło  pocięgu  szczególnego;  co  daje  trzy 
pociągi  epicykloidalne  (A^  P)^  (A^  Q),  (A^  R).  Owoż,  formuła 
Wilus'a  jest  ogólna ;  ale,  żeby  się  stosowała  do  tych  pócięgów, 
trzeba  w  niej  uczynić  &>  =  O ;  mamy  więc  do  wyrachowania 
prędkości  kitowych  («>i,  ta-2^  a>3  formułę  szrzególng 


to 


'=W(1— c). 


Stosując  ostatnia  formułę  do  każdego  z  trzech  wymienionych 
poci*^gów,  otrzymujemy : 


n 


Dla  pierwszego  poci§gu  (A,  P)  c  =  —r-r  (i  17),  zatem 


w,  =  u  ( 1 -— - )  =  — — - ,    wartość  dodatna; 


\        w  -j-  1/       n  -\-  i 


dla  drugiego  (A,  Q) 


„,  =  «(l-^)  =  0; 


dla  trzeciego  (A,  R) 


«#3 


=  u(\ ~ — I  = — ,    wartość  odjemna. 

\        n —  1/  n  —  1 


Znalezione  prędkości  pokazuje  że  koło  P  obraca  się  w  tę 
sam§  stronę  co  dźwignia  BB.  Koło  O  zostaje  nieruchome^  a 
koło  R  obraca  się  w  stronę  przeciwna  obrotu  dźwigni.  Ten 
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wynik  jest  na  pozór  paradoksalny,  bo  się  zdaje  ie  trzy  koła 
P,  Q,  R,  majfce  to  samo  położenie  i  prawie  tę  sam§  liczbę  zę- 
bów, powinnyby  się  obracać  jednakowo. 

Pociągi  epicykloidalne  graj§  wainą  rolę  w  mechanizmach 
wymagających  wielkiej  dokładności.  Nie  mogąc  wchodzić  w  ża- 
dne szczegóły  zastosowań,  ł)o  one  nie  s§  przedmiotem  niniejszego 
dzieła^  kończymy  cynematykę  z  przekonaniem  teśmy  ją  wyło- 
żyli daleko  obszerniej  niż  tego  mechanika  rozumowa  potrzebuje. 


DYNAMIKA 

RUCH  UKŁADÓW  MATERYALNYCH 
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ZASADA  D'ALEMBERTA. 

121.  Niech  będzie  jakikolwiek  układ  materyalny  w  ruchii, 
złożony  z  punktów  połączonych  wedle  ustawy  jakiejkolwiek. 
Pojmuje  się  łatwo  że  siły  przyłożone  do  punktów  materyal- 
nych,  powiązanych  między  sob^,  nie  daj§  im  tego  samego 
ruchu  jak  gdyby  one  były  wolne  i  poruszały  się  osobno.  Na- 
zwano też  siła  bezwładności  punktu  materyalnego  siłę  równ§ 
i  przeciwna  tej  któraby  mu  nadawała,  gdyby  był  wolny,  ruch 
taki  jaki  ma  istotnie  w  układzie.  Siła  przyłożona  do  jednego 
z  punktów  materyalnych,  zwi§zanych  w  układ,  rozwija  w  każ- 
dym z  nich  siłę  bezwładności  która  jest  poprostu  oddziaływa- 
niem tych  punktów.  Owoż,  jeśli  nazwiemy  m  massę  punktu 
materyalnego^  którego  spółrzędne  s§  x,  y^^Zj  siła  nadająca 
istotny  ruch  temu  punktowi  będzie  miała  składowe^  równoległe 
do  trzech  osi  spółrzędnych^  wyrażone  przez 

iPX  flPy  J^X  . 

'"*?'        "rfl'        '"rf??' 

albo  jeszcze  jej  sktadowemi  będ^ 

siła  styczenna      m-j?  ,        i  siła  dośrodkowa         — ; 

cU  o 
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zatem  składowe  siły  bezwładności  punktu  m  s§  : 

(fix  d^y  d'h 

-"^W        -'"■S^^        ^""'dfi' 

albo  jeszcze 

siła  bezwładności  styczennna  —m-^y  i  siła  odśi*odkowa  — . 

dt  p 

Gdyby  więc  można  było  oszacować  siły  pochodzące  ze  związ- 
ków między  punktami  materyalnemi  układu^  przydając  te  siły 
wewnętrzne,  odpowiedaj^ce  każdemu  punktowi,  do  sił  ze- 
wnęti'znych  które  s§  do  niego  wprost  przyłożone,  możnaby 
uważać  wszystkie  punkta  stanowiące  układ  materyainy  jako 
osobne  wolne,  i,  stosując  do  nich  wiadome  równania  ruchu 
punktu^  mieć  temsąmem  równania  ruchu  całego  układu. 

Chociaż  siły  wewnętrzne  nie  są,  wiadome,  ten  sposób  rozbie- 
rania rzeczy  prowadzi  do  ważnego  twierdzenia^  znanego  pód 
nazwiskiem  zasada  d' Alemberta^  które  daje  odrazu  równania 
ruchu  układu  materyalnego  jakiegokolwiek.  Jakoż,  oznaczmy 
praez  X,  Y,  Z  składowe  wynikowej  sił  zewnętrznych,  wprost 
pi-zyłożonych  do  punktu  w,  a  przez  X,,  Y,,  Z,  składowe  wy- 
nikowej sił  wewnętrznych,  które  pochodzą  ze  związków  łączą- 
cych len  punkt  z  innemi  punktami  układu  i  wyrażają  ich  od- 
działywania. Przykładając  te  wszystkie  siły  do  punktu  m,  może- 
my go  uważać  jako  wolny,  i  mieć  tym  sposobem  następujące 
równania  jego  ruchu  : 

a  X   -wr       I      -^ 


albo 
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X-m^+X.  =  0 


(1)  Y-«^f+Y.=0 


Z -»»§•+ 5'-  =  O- 


Równania  (1)  wyrażają  że  jest  równowaga  między  siłami  po- 

ruszajęcemi   (X,  Y,  Z)    wprost  przyłożonemi  do  punktu  m, 

I  (Px  d'V  dH^ 

jego  sił§  bezwładności     (-*»»_,     —  m^,     ~  ^dc^ 

jak  gdyby  do  niego  była  przyłożona,  i  oddziaływaniami 
(Xl,  Tl,  Zi)  jakich  doznaje  od  wszystkich  innych  punktów 
inateryalnych,  z  przyczyny  związków  układu. 

To  co  poprzedza  stosuje  się  do  wszystkich  punktów  m^  m\ 
m"^...  układu  materyainego. 

Więc  >w  ruchu  jakiegokolwiek  układu  materyainego  punk- 
tów powiązanych  między  sobą,  i  podległych  siłom  jakimkolwiek, 
siły  zewnętrzne  poruszające  czynią  równowagę^  za  pomoce  sił 
wewnętrznych  wynikających  ze  związków,  siłom  równym  i 
przeciwnym  tym  któreby  nadawały  każdemu  punktowi  mate- 
ryalnemu,  gdyby  był  wolny,  ruch  jaki  ma  w  układzie. 

Albo  innemi  słowy  :  gdy  ukiad  ptmktów  materyalnyck  podda- 
nych związkom  jakimkolwiek,  porusza  się  pod  działaniem  sił  jakich- 
kolwiek, jest  w  katdej  chwili  r&wnowaga,  za  pomocą  tych  zwiąż-- 
ków,  między  siłami  przyłotonemi  i  siłami  bezwładności  wszystkich 
punktów. 

Na  tern  polega  sławna  zasada  podana  przez  d'Alemberta.  Na 
mocy  tej  zasady  wszystkie  kwestye  ruchu  przywodzą  się  do 
kwestyj  równowagi,  Dynamika  do  Statyki. 
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Gdy  układ  materyalny,  którego  ruch  wyznaczyć  chcemy,  jest 
prostym  tylko  zbiorem  punktów  osobnych^  mogących  się  po* 
ruszać  sposobem  jakimkolwiek  jedne  względem  drugich  pod 
działaniem  sił  wprost  przyłożonych,  wtedy  użycie*  zasady 
d'Alemberta  do  znalezienia  równań  ruchu  nie  przedstawia 
istotnej  korzyści;  albowiem^  stosować  tę  zasadę  wyrażając 
równania  równowagi  w  każdym  punkcie^  między  siłami  rze- 
czywiście działajęcemi  i  siłami  bezwładności  jak  gdyby  były 
przyłożone,  albo  pisać  odrazu  zwyczajnym  sposoł)em  równania 
ruchu  tych  punktów,  jest  zupełnie  jedno  i  tosamo.  Ale^  gdy 
punkta  materyalne  tworzące  układ  są,  powiązane  między  sobą 
wedle  pewnej  ustawy,  wtenczas  zasada  d'Alemberta,  przywo- 
dząc zagadnienie  ruchu  tikladu  do  zagadnienia  równowagi, 
pozwala  korzystać  z  uproszczeń  wprowadzonych  przez  związki 
do  równań  równowagi  sił  przyłożonych  do  układu  materyal- 
nego;  a  co  jeszcze  ważniejsze,  dostarcza  właśnie  tyle  równań 
ile  potrzeba  do  wyznaczenia  ruchu  każdego  z  punktów.  Zoba- 
czymy to  zaraz. 

122.  Jeśli  punkta  układu  materyalnego  są  połączone  między 
sobą,  ich  spółrzędne  nie  są  już  wszystkie  dowolne.  Aby  po- 
kazać jak  zasada  d'Alemberta  daje  tyle  równań  ile  jest  spół- 
rzędnych  niezależnych^  i  tym  sposobem  wyznacza  te  spółrzędne 
w  funkcyi  czasu  t,  oznaczmy  przez  X,  Y,  Z  składowe  wyni- 
kowej sił  wprost  przyłożonych  do  punktu  mającego  massę  m 
i  spółrzędne  x,  y,  z;  przez  X',  Y',  Z'  składowe  wynikowej 
sił  wprost  przyłożonych  do  punktu  mającego  massę  m'  i  spół- 
rzędne x\  y'  z';  \  tak  dalej.  Te  siły  mogą  być  zero  dla  niektó- 
rych punktów  materyalnych  układu. 

Na  mocy  zasady  d'Alemberta  siły  przyłożone  czynią  równo- 
wagę siłom  bezwładności  i  siłom  wewnętrznym  pochodzącym 
ze  związków  układu  materyalnego ;  jeśli  więc  nazwiemy  Xi,  Yi,  Zi 
składowe  wynikowej  sił  wewnęti*znych  działających  na  punkt  m, 
wyrazimy  tę  równowagę  pisząc  ogólne  równanie  pracy  przy- 
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sposobionej  (osie  proctokqtue) 

2{(x-..^+X.)fc+(Y-»g+Y,),, 

• 

Przemieszczenia  ^^^^,J!z,3:£'...,  niezależne  od  czasu,  powinny 
się  zgadzać  ze  związkami  układu  istniej^cemi  w  chwili  uważa- 
nej. Owoż;  w  założeniu  że  układ  materyalny  bierze  przemiesz- 
czenia zgodne  ze  swojemi  związkami,  summa  prac  przyspo- 
sobionych, pochodzących  z  działania  sił  wewnętrznych,  jest 
zero.  (Tom  I,  n"  32/i);  więc  ogólne  równanie  pracy  przysposo- 
bionej staje  się 

Summa  S  rozciąga  się  do  wszystkich  punktów  materyal- 
nych  układu,  a  ilości  X,  Y,  Z  będą  uważane  jako  zero  w  punk- 
tach do  których  żadna  siła  nie  jest  wprost  przyłożona. 

Niech  będzie  teraz  k  równań 

L  =  0,        M  =  0,        iN  =  0,  ... 

które  wyrażają  związki  między  punktami  materyalnemi  układu 
w  funkcyi  ich  spółrzędnych  x,  y,  «,  o/,...,  i  ogólnie  w  funk- 
cyi  czasu  U 

Ponieważ  układ  materyaby  powinien  zadość  czynić  warun- 
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kom  zwitków  w  położeniu  jakie  bierze  istotnie  w  danej  chwili, 
i  w  położeniach  odpowiedaj^cych  wszelkim  przemieszczeniom 
przysposobionym  które  się  zgadzają  z  jego  stanem,  spółrzędne 
x-\-SXy  y  +  ^y,  2  +  ^2»  ^'  +  ^^'>«-«  punktów  materyalnych 
muszą  sprawdzać  równania  związkowe;  więc,  jeśli  zróżniczku- 
jemy te  równania^  nie  zmieniając  czasu  ty  otrzymamy  między 
zmiennościami  ^,  iy,  ^z,  lv\,.,  k  równań 

(^^      rf^*''+^*-^+&*'+ =  "' 


Przypuśćmy  że  układ  ma  n  punktów  materyalnych ;  równa- 
nie (2)  będzie  zawierało  Zn  zmienności  które  zadość  czynią 
równaniom  różniczkowym  (3) ;  a  jeśli  wyrugujemy  k  zmien- 
ności między  równaniami  (2)  i  (3),  pozostanie  3n  —  A;  zmien- 
ności całkiem  niezależnych  :  zatem,  równając  do  zera  spół- 
czynniki  każdej  z  tych  zmienności  niezależnych,  znajdziemy 
3n  —  /:  równań  różniczkowych  między  siłami,  czasem  /,  i 
spółrzędnemi  punktów  układu.  Więc,  dołączając  k  równań 
związkowych,  mamy  ze  wszystkiem  3n  równań,  które  wyzna- 
czają spółrzędne  wszystkich  punktów  układu  w  funkcyi  czasu  t. 
Tym  sposobem  zagadnienie  przywodzi  się  do  całkowania  ró- 
wnań różniczkowych ;  co  jest  rzeczą  analizy. 

Aby  znać  położetiie  każdego  punktu  układu  w  jakiejkolwiek 
epoce  ruchu,  trzeba  całkować,  jakośmy  dopiero  co  powiedzieli, 
3n  —  k  rówUań    różniczkowych*  Te   równania  są  drugiego 
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rzędu;  ich  całkowanie  wprowadzi  6n  —  2A  statecznych  do- 
wolnych, które  się  wyznacza  za  pomoce  wiadomych  ilości 
stanu  początkowego,  to  jest  za  pomoce  danych  położeń  wszys- 
tkich punktów  materyalnych  układu  jako  też  wielkości  i  kierun- 
ków ich  prędkością  w  pewnej  epoce  wziętej  za  początek  czasu. 
Te  położenia  początkowe  punktów  nie  s§  wszystkie  dowolne^ 
ponieważ  powinny  zadość  czynić  k  równaniom  warunkowym; 
dlatego  można  sobie  dać  tylko  Zn  —  k  spółrzędnych. 

Tak  samo  składowe  początkowych  prędkości  powinny  spraw* 
dzać  następujące  k  równań : 


dL       ^  dx  ^,dLdy       dh  dz       dL  dx    .        

li'^Txdr'^dyli^liJt'^di''lit'^ 

^  ^   dt'^dx  rfif+rfy  dt'^dz  dt'^ dx'  U^ ' 

dt  '^  dx  rf/  +  dy  dt  +  rfs  d^  +  rfa:'  dt  '^ 


między  składowemi    -^  ,    -^  ,    -^  ,  ... ;  zatem  można  sobie 

dt       dt       dt 

dać  tylko  Zn  —  k  tych  składowych.  Ztęd  wynika  że  wyzna- 
czenie stanu  początkowego^  jako  trzeba,  wymaga  żeby  było 
6n  —  2k  danych  ilości,  które  mog^  być  wzięte  dowolnie. 

Po  zcałkowaniu  równań  różniczkowych^  do  wyznaczenia 
spt^rzędnych  wszystkich  n  punktów  układu,  mamy  k  równań 
zwi^kowych  i  3n  — A:  równań  całkowych,  co  daje  razem  Zn 
równań  potrzebnych;  ale  ostatnie  zawierają  6n  —  2k  statecz- 
nych dowolnych.  Owoż,  równania  całkowe  powinny  istnieć 
w  każdej  chwili ;  jeśli  więc  uczynimy  w  nich  ^  =  O  i  podsta- 
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wimy  spółrzędne  początkowe,  otrzymamy  3n  —  k  równań 
między  statecznemi  dowoloemi.  Poczem,  jeśli  zróżniczkujemy 
równania  całkowe  i  uczynimy  w  nich  ^  &»  o ,  podstawiając 
wartości  początkowe  spótrzędnych  i  składowych  prędkości, 
znajdziemy  3n  —  A  nowych  równań  między  statecznemi  do- 
wolnemi.  Będziemy  więc  mieli  ze  wszystkiem  6n — 2k  równań 
do  wyznaczenia  6n  —  2k  statecznych  dowolnych.  Znaj§c  te 
stateczne,  mamy  teraz,  do  wyznaczenia  3n  spółrzędnych,  naj- 
pierwej  *  równań  związkowych  danych  a  potem  Zn  —  k  ró- 
wnań całkowych ;  co  właśnie  czyni  3n  równań.  Więc  spółrzędne 
wszystkich  punktów  układu  s^  wyznaczone  w  funkcyi  czasu^ 
i  temsamem  prędkości  tych  punktów  s^  wiadome  w  każdej 
chwili. 

123.  Można  wykonać  rugowanie  k  zmienności  6x,  jt/,  dz,... 
wiadoma  metoda  mnożników.  Jakoż,  pomnóżmy  równania  (3) 
przez  niewyznaczone  czynniki  x^fA, v,...  i  dodajmy  je  doró- 
wnania (2);  a  polem  zrównajmy  do  zera  spółczynnik  każdej 
z  3n  zmienności;  otrzymamy 


(Px  .  .dL         dM         rfN 
X-m^+x^  +  ^^  +  ,— +...=0, 


(5) 

dh  .     dl  .      dM   ,      dN    , 


rfjŁ^  ,     dL    ,      rfM  ,     (/N    , 


Jeśli  teraz  wyrugujemy  wszystkie  k  czynniki  x,  {&,  v,...  bę- 
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dztemy  mieli  3n  —  i  r6wnań  róiniczkowych  drugiego  rzędu 
między  sp6łrzędnemi  x,  y,  z,  a^..^,  i  czasem  /.  Równania  59  te 
same  któreśmy  poprzednio  znaleźli ;  ale  sposób  ich  otrzymania 
przedstawia  tę  ważn^  korzyść  że  określa  siły  które  zastępuje 
równania  związkowe,  a  przez  wartości  czynników  x,  jt,  v..., 
wyznacza  tęiności  i  parcia  wiązadeł  układu;  jakośmy  to  juz 
widzieli^  stosując  metodę  mnożników  do  zasady  prędkości 
przysposobionycli. 

Aby  to  wszystko  jeszcze  jaśniej  wykazać,  rozłóżmy  siłę  po* 
ruszaj§c§  P  punktu  materyalnego  m  na  dwie  składowe  Q  i  R; 


oznaczając  przez  Qsiłę  ts/o/na  która  by  dała  punktowi  m,  gdyby 
był  wolny,  ruch  jaki  ma  istotnie  w  układzie,  a  przez  11  sile 
stracona  na  tym   punkcie  ni.  Rozłóżmy  podobnie  wszystkie 
inne  siły  poruszające  P',  P%  P**...  punktów  w',  m*,  mT^,.  na 
składowe  Q'  i  R',  (f  i  R%...  Siły  —  Q,  —  Q',  —  Q',...  równe 
i  wprost  przeciwne  siłom  istotnym  Q,  Q^Q*...  s^  siłami  bez- 
władności  punktów  m,  rtiy  m\..  Owoż^  jest  przez  się  oczywiste 
że,  odejmując  siły  stracone  R,  R\  R*...  nie  zmienia  się  w  ni 
czem  ruchu  żadnego  z  punktów  m,  r/i',  m\. . ;  albowiem,  pod 
działaniem  samych  sił  Q,  O',  Q^,...  te  wszystkie  punkta,  gdyby 
nawet  stały  się  zupełnie  wolnemi,  zachowuję  zawsze  ruch  jaki 
maję  w  układzie,  i^  chociaż  powijane  między  sobą,  pDruszaję 
się  nie  wywierając  żadnego  wpływu  jedne  na  drugie.  Zatem, 
gdy  odjęto  siły  R,  R\  R*..,  wiązadła  fizyczne  układu  nie  do- 
znają ani  tężności  ani  tarcia.  Jeśli  zaś  przywrócimy  te  siły 

MRCRAHIKA.  II.  —  14 
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K,  11'^  R''...^  to  one  będą  sobie  czyniły  równowagę  za  pomoc§ 
związków  układu,  i  ruch  punktów  my  m\  m".,.  jeszcze  ten  sam 
zostanie.  Widzimy  więc  dobrze  że  tylko  same  jedne  siły  straco- 
ne R,  R',  R""..  •  sprawiają  tęźności  i  parcia  w  wiązadłach  układu ; 
gdy  te  siły  będą  wiadome^  ł>ędzie  można  znać  działania  wyni- 
kające ze  związków  na  punkta  materyalne  układu^  a  następnie 
tężności  i  parcia  wiązadeł,  za  pomocą  czynników  x,  ^,  v^... 
których  wartości  będą  wyznaczone  przez  równania  (5). 

To  co  poprzedza  daje  łatwe  dowodzenie  zasady  d'Alemberta. 
Jakoż,  figura  pokazuje  że  siła  stracona  R  jest  wynikową  siły 
poruszającej  P  i  siły  bezwładności  — Q;  więc,  mówić  że 
w  ruchu  układu  materyalnego,  poddanego  związkom  jakimkol- 
wiek, siły  stracone  czynią  sobie  równowagę  za  pomocą  związ- 
ków, jest  to  samo  co  mówić  że  siły  poruszające  czynią  równo- 
wagę siłom  bezwładności  za  pomocą  tychże  związków.  Dowodząc 
wyżej  pierwszego  dowiodło  się  temsamem  drugiego. 

Ztąd  wynika  [że  składowe  siły  straconej  R,  równoległe  do 
trzech  osi  spółrzędnych,  wyrażają  się  analitycznie  przez 


X-'«rf^»        Y-m^,        Z-«»^. 


Użycie  sił  straconych  jest  często  w  zastosowaniach  przydatne. 
I  tak,  chcąc  przejść  z  równań  równowagi  układu  materyalnego 
do  równań  ruchu,  dość  jest  zastąpić  siły  wprost  przyłożone 
przez  siły  stracone  na  wszystkich  punktach ;  dowodem  tego 
ogólne  równanie  (2)  pracy  przysposobionej,  które  znaczy  właśnie 
równowagę  sił  straconych.  Zobaczymy  później  inne  przykłady. 

12/i*  Zastosowanie  zasady  D^Ałemberta  do  sił  ghwiłowtgh. 
Baczne  dostrzeganie  zjawisk  przekonały  że  niema  w  naturze  sił 
któreby  nagle,  w  niepodzielnej  chwili,  zmieniały  odrazu  wiel- 
kość albo  kierunek  prędkości  ciała  jakiegokolwiek.  Siła  sta* 


TWIERDZENIA  ZASADNICZE  DYNAMIKI  OGÓLNEJ.  211 

teczna  mierzy  się  ilością  ruchu  jak^  nadaje  w  jedności  czasu 
punktowi  materyalnemu;  zt§d  wynika  że,  aby  wydać  ilość 
ruchu  wyznaczona,  siła  powinna  być  Łem  większa  im  mniejszy 
jest  czas  jej  działania.  Niema  więc  żadnej  siły,  chyba  nieskoń- 
czenie wielka,  któraby  mogła  udzielić  jakiemukolwiek  ciału 
prędkość  skończoną  W  czasie  nieskończenie  małym.  Ale  s§ 
potężne  siły  uderzeń  które  sprawiają  wielkie  prędkości,  w  czasie 
tak  krótkim  źe  się  ocenić  nie  daje.  Te  siły  uderzeń  nazywają 
się  zwykle  siłami  chwilowemi  i  mierzą  się  ilością  ruchu  jaką  na- 
dają, przez  chwilę  swego  działania,  punktowi  materyalnemu 
w  spoczynku.  OWoź,  składowe  prędkości  punktu  materyalnego, 
równoległe  do  trzech  osi  spółrzędnych  stałych,  powiększają  się, 
przez  działanie  sił  jakichkolwiek,  tak  jak  gdyby  prędkość  po- 
czątkowa była  zero ;  zatem  idzie  że  składowe  siły  chwilowej, 
działającej  na  punkt  materyalny  w  ruchu,  mierzą  się  ilościami 
ruchu  które  odpowiedają  przyrostom  składowych  prędkości 
tego  punktu. 

Niech  będzie  teraz  siła  chwilowa  P,  działająca  w  kierunku 
osi  0X,  na  punkt  materyalny  massy  m;  równanie  ruchu  tego 
punktu  jest 

m  -— .=  F. 

di'- 

Nazwijmy  O  chwilę  przez  którą  siła  P  działa  i  na  końcu 
której  nadaje  punktowi  m  prędkość  m;  jeśli  zcałkujemy  ró- 
wnanie ruchu  od  ^  =  0  aż  do  ^=:&,  przypuszczając  że  pręd- 
kość początkowa  Uo  =  0;  otrzymamy 


mu 


=  r?dt. 


Nie  podlega  wątpliwości  że  ilość  ruchu  mu,  równa  popędowi 
siły  chwilowej  P,  a  nabyta  przez  punkt  m  w  czasie  niezmiernie 


y 
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krótkim  6^  moite  mieć  wartość  skończona  jakakolwiek,  byle 
tylko  natęienie  siły  P  było  dostatecznie  wielkie  przez  czas 
jej  działania. 

Jeśli  na  punkt  materyalnym  w  spoczynku  działa^  przez  czas  O, 
siła  chwilowa  P  zmienna  z  wielkości  i  kierunku,  nazywając 
X,  Y,  Z  jej  składowe  równoległe  do  trzech  osi  spółrzednych 
stałych,  będziemy  mieli 


/•9  dy     n  dz     n  . 


dx     n.. .         dv     ro 


Nietrudno  pojęć  że  składowe    J-y    ;r-^    TT    P^C^'^^ści  m, 

nabytej  przez  punkt  m  w  czasie  niezmiernie  krótkim  0.  mogę 
zawsze  mieć  wartości  skończone^  i  nawet  bardzo  wielkie,  jeśli 
natężenie  siły  chwilowej  P  jest  dostatecznie  wielkie. 

To  ustaliwszy,  niech  będę  X,  Y,  Z  składowe  siły  chwilo- 
wej P  która  działa  na  punkt  matcryalny  m  danego  układu,  od 
czasu  ^0  ^o  ^;  Xl,  Yj,  Zj  składowe  wynikowej  oddziaływań 
chwilowych  jakich  punkt  773  doznaje  od  wszystkich  innych 
punktów  z  przyczyny  zwięzków  układu.  Nie  zważajęc  na  siły 
cięgłe,  jako  ciężkość,  którym  układ  jest  poddany  a  których 
działania  sę  nieznaczne  w  czasio  bardzo  krótkim  t  —  ^o>  mamy 


zkęd  całkujęc  wynika 


/dx 
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Zobaczmy  teraz  co  znaczy  to  równanie.  Całka  /  Xdiy  okreś- 
lona w  granicach  ^o  i  ^  wyraża  składowe,  równoległą  do  osi 
x<iWy  ilości  ruchu  mu  jakoby  siła  chwilowa  P  udzieliła  punk- 
towi m,  gdyby  był  wolny  przez  czas  /—  /©  j®j  działania;  tak 

samo  całka  określona    /  Xidt  jest  składową  ilości  ruchu,  ja- 

kąby  wynikowa  wszystkich  oddziaływań  chwilowych  nadała 
temu  samemu  punktowi  w  tych  samych  okolicznościach;  na- 

stępnie^    m  -^    jest  składową  ilości  ruchu  mv  jaką  punkt  m 

posiada  na  końcu  czasu    ^    a    zaś   '^'^    składową  ilość 

ruchu  jaką  ten  punkt  ma  na  końcu  czasu  /o-  Owoź,  powyższe 
ilości  ruchu^  będąc  miarami  sił  chwilowych^  mogą  być  uważane 
jako  siły;  więc,  na  mocy  tej  ugody,  i  ponieważ  oś  x^^  jest 
osią  jakąkolwiek^  równanie  (6)  wyraża  że  jest  równowaga  między 
ilościami  ruchu  jakieby  siła  chwilowa  P  i  wyhikowa  oddziały- 
wań nadały  punktowi  m  gdyby  był  wolny^  a  ilością  ruchu  jaką 
ten  punkt  posiada  na  początku  działania  siły  chwilowej  i  ilością 
ruchu  jaką  ma  na  końcu  jej  działania,  ale  ostatnia  ilość  ruchu 
wzięta  w  stronę  przeciwną. 

Zatem^  stosując  ogólne  twierdzenie  pracy  przysposobionej  do 
ilości  ruchu  jakoby  sił^  odpowiedających  wszystkim  punktom 
materyalnym  układu,  i  zważając  że    ilości    ruchu   stracone 

są*  w  równowadze  z  ilościami  ruchu  rozwiniętemi  przez  od- 
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działy wania  (*)>  albo  co  to  samo,  że  ilości  ruchu  stracone  czyni§ 
sobie  równowagę  na  mocy  związków  układu^  otrzymujemy 

To  ważne  równanie  wywodzę,  zwykle  z  równania  (2) ;  oto  jakim 
sposobem.  Zmienności  ^^  Sy,  $z,  ix',...  zadość  czynię  równa- 
niom różniczkowym  (5) ,  które  się  otrzymuje  uważajęc  czas  t  jako 
stateczny.  Owoż,  w  przecięgu  niezmiernie  krótkim  t  —  t^  czasu 
przez  który  działa  siła  chwilowa,  przemieszczenia  punktów  ma- 
teryalnych  s§  tak  mało  znaczne  że  ich  spółrzędne  x,y^  z,  x',... 
sę  prawie  niezmienne,  i  równaniom  (3)  staje  się  zadość  przez  te 
same  zmienności  $Xt  it/,  <}z,  ^o/, ...  Można  więc,  uważajęc  te 
zmienności  jako  stateczne,  pomnożyć  równanie  (2)  przez  dt  i 
zcałkować  względem  czasu  t  w  granicach  toi  t ;  zkęd  właśnie 
wyniknie  równanie  (7). 

Jeśli  układ  wychodzi  ze  spoczynku,    ^-^  >  ^'^ ^  ^^^^ 

dx' 
m-^ ,...  sę  zero;  wtejiy  równanie  (7)  uproszczą  się,  i  wyraża 

równowagę  między  ilościami  ruchu  jakieby  siły  chwilowe  na- 
dały punktom  raateryalnym  gdyby  były  wolne,  a  ilościami  ru- 
chu jakie  istotnie  układ  posiada  na  końcu  czasu  t  —  /o=G)  ^6 
ostatnie  wzięte  ze  znakami  przeciwnemi. 

Znajęc  wielkość  i  kierunek  prędkości  t;o  każdego  z  punktów 
/n,  m', ...  układu,  na  poczętku  działania  siły  chwilowej  P^ 


O  zobacz  MŹCANIQUB  RATiONNBLŁE  par  P.-J.-E.  Finck,  Paris  1865. 
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nietrudDO  wyznaczyć  prędkości  t;,  t/,...  wszystkich  punktów 
na  końcu  działania  tej  siły ;  nie  zważając  na  siły  ciągle,  jako 
ciężkość,  których  wpływ  przez  czas  O  jest  bardzo  mały  w  po- 
równaniu z  siłą  chwilową.  Jakoż,  posługując  się  metodą  mnoż- 
ników X,  u,  v^...  znajdujemy  3n  równań 


/ 
/ 


yrjM    I       ^0  dx    ,      dL    i      dM    I  A 


w,  +  „^._„|  +  .|+,|  +  .,.  =  . 


^,  j,  ,     ,dx'o         ,dx'  I     rfL    ,     rfM    ,  ^ 


Przypuszczamy  że  w  tych  równaniach  wartości  składowych 
^Xrf^     f^dt,     Czdty     Cx'dt,.,.  ilości  ruchu  jakieby  siła 

chwilowa  P  udzielała  w  czasie  8  punktom  wolnym  »i,  m',..., 
są  wiadome  z  doświadczenia. 

Jeśli  wyrugujemy  wszystkie  k  spółczynniki  x,  fA^  y,...,  otrzy- 
mamy 3n  —  k  równań  między  ^  ,  -^  ,  ^  ,...  Ale  w  ró- 
wnaniach związkowych  L  =  O,  M  =  O,  N  =  O,...  spółrzędne 
X,  yy  z,  x',...  są  funkcyami  czasu  t;  różniczkując  te  równania 
względem  r,  znajdziemy  A*  równań  (^)..  Będziemy  więc  mieli  ze 
wszystkiem  3n  równań  do  wyznaczenia  3n  składowych  pręd- 
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kości    ^  ,    -^  ł    "^  '    ■;/7  '  •  •  • »    za^®"^   prędkość   każdego 
punktu  będzie  wiadoma. 

Damy  teraz  parę  przykładów  na  zastosowanie  zasady  d'A1em* 
berta. 

125.  Zagadnienie  I.  Na  dwóch  płasczyznach  pochyłych  BA, 
BA',  opartych  jedna  na  drugiej,  poruszają  się  dwa  ciała  ciężkie 
związane  nicią  nierozciągalną,  która  łączy  ich  środki  ciężkości 
przechodząc  przez  krążek  umieszczony  na  szczycie  B.  Wyzna- 
czyć ustawę  ruchu  tych  dwóch  ciał,  zaniedbując  massę  nici^ 
i  przypuszczając  że  obie  jej  części  Bm ,  Bm'  są  równoległe  do 
płasczyzn  pochyłych  i  prostopadłe  do  ich  przecięcia. 

W  tern  założeniu,  nazywając  m,  m'  massy  dwóch  ciał,  mo- 
żna uważać  te  massy  jakoby  zjednoczone  w  ich  środkach  cięż- 
kości. 


Niech  będzie  Bw=ar,  Bm'=x',  i  kątBAA'=a,  kątBA'A=a . 
Zaniedbując  tarcia,  widzimy  łatwo  że  siłami  portiszajacemi 
mass  m,  m'  w  kierunkach  ich  ruchów  są  mi/wsta,  m^^wsta'; 
a  siłami  isiołnemi^  któreby  dały  tym  maksom  gdyby  były  wolne 

ruch  jaki  mają  rzeczywiście  w  układzie,  są    m  -^  ,    m'  -j^ . 

Owóż,  wedle  zasady  d'Alemberta,  jest  równowaga,  za  pomocą 
ZMdązków  układu  materyalnego,  między  siłami  poruszającemt 
i  siłami  bezwładności;  więc,  wyrażając  tę  równowagę  przez 
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twierdzenie  pracy  przysposobionej,  mamy  równanie 

mlgYfsia  -  ^\9a: +  m'(gwsiaf —  ^$x'=0. 

Ale^  nazywając  /  długość  niBm'  nici  która  jest  niezmienna, 
mamy  także  równanie  związkowe 

X  -f  ^  =  /; 

zkąd 

lv  +  łc'  =  0. 

Jeżeli  teraz  pomnożymy  ostatnie  równanie  przez  czynnik  nie- 
wyznaczony  x  i  dodamy  do  pierwszego,  a  potem  zrównamy 
do  zera  spółczynniki  zmiennośici  niezależnych  ^,  iaf^  znaj- 
dziemy 


m 


(^gy/sia  ^  ^j  +  X  =  O,      m^Uwsta'  —  ^j  4-x  =  0. 


Złąd,  rugując  X,  wynika 

m  -jj  —  '"^'aa  —  »*i7Wsta  -f  łWji^wsta'  =  0; 
a  zważając  że,  na  mocy  równania  związkowego,  mamy 


dfi  —  dfl  ' 


będzie 


(m  +''*')  j^  =  (mWStor  —  ffl' W8toi')S', 
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albo 

Całkując  to  równanie^  otrzymujemy 
dx       wiwsta  —  m'wsla' 


dt  m-\-  m! 


.  y^  +  C  =  V, 


_mwsta  —  m'wsta'   gt-   ,    .,.   ,  ^, 
X j .  -— -  -f-  i^r  -4-  li . 

C  i  C  s§  dwie  stateczne  dowolne  które  się  wyznaczy  znając 
stan  początkowy  układu. 

Ogólnie^  jako  widzimy,  ruch  dwóch  ciał  ciężkich  m,  m'  jest 
jednostajnie  przyspieszony.  Co  już  było  oczywiste  przed  całkowa- 

niem,  ponieważ  przyspieszenie    -j^  jest  stateczne.  Ale,  gdyby 

było  m  wst  a  —  m' wsta  =  O,  to  jest,  gdyby  ciężary  dwóch  ciał 
były  odwrotnie  proporcyonalne  do  długości  płasczyzn  pochy- 
łych, mielibyśmy 

v=:C    i    x=G^  +  G'. 

W  tem  przypuszczeniu  ruch  byłby  jednostajny.  A  gdyby  do 
tego  było  jeszcze  t;  =  O,  wtedy  dwa  ciała  ciężkie  m,  m'  zosta- 
wałyby w  spoczynku. 

Można  rozwiązać  to  szczególne  zagadnienie  bez  zasady  d'A- 
lemberta,  ale  wprowadzając  tężność  T  nici.  Jakoż,  dla  każ- 
dego ciała  osobno  jest  równanie  ruchu 

m-T^  =  tngyfsia  — T, 
m'^  =  w'5Wst«'-T; 
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zk^d)  ragujic  T^  wynika 

jwsta  -  -gpj  —  m'(^jwstot'  -^  j=  O 

równanie  otrzymane  powyżej.  * 

Widzimy  teraz  dobrze  że  tężność  T  nici  jest  równa  sile  stra- 
conej 

T  =  m^i, wsta  -  ^  =  m'  (jywsta  -^'j  ; 


i  możemy  łatwo  sprawdzić^  porównywa]§c  obecne  równania 
z  poprzedzającemi ,  że  mnożnik  X  wyraża  wartość  liczebne 
tężności  T.  Cośmy  już  dawno  wiedzieli  (Tom  I,  n?  328). 

Podstawiajęc  wartość  -r^    znajdujemy 


T  =  :^^'  (W8t«  +  wsta')  =  -  X. 


Ten  wynik  pokazuje  że  tęźność  nici  w  ruchu  dwóch  ciał 
m,  m'  zostaje  stateczna. 

Gdy  prędkość  początkowa  Vo  i  położenie  początkowe  Xo  są 
dane,  wtedy  zagadnienie  jest  zupełnie  rozwiązane,  ponieważ 
w  każdej  chwili  są  wiadome  x  i  i;,  a  nawet  tężność  nici  która 
jest  stateczna.  Ale,  jeśli  ciała  m,  m'  zostały  w  ruch  wprowa- 
dzone przez  siły  uderzeń^  natenczas  wyznaczy  się  prędkość 
początkową  wyrażając^  za  pomocą  zasady  d'Alemberta^  że  jest 
równowaga  między  ilościami  ruchu  jakieby  siły  uderzeń  nadały 
ciałom  m,  m!  gdyby  były  wolne^  i  między  ńlościami  ruchu 
z  któremi  te  siły  zaczynają  się  poruszać^  ostatnie  ilości  ruchu 
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wzięte  w  strony  przeciwne.  Oznaczmy  przez  a,  a'  prędkości 
jakie  ciała  m,  m'  odebrały  rzeczywiście  od  sił  uderzeń,  i  przez 

-^f    -jp    prędkości  z  któremi  te  ciała  zaczynaję  się  poruszać; 
będziemy  mieli 


m 


(,-§.) +»  =  o,     „.(.-!^.)+>=., 


zk^d 


m 


(«-t)=-t°'-^")=-*- 


Ale  równanie  związkowe 

X  Ą-  x'  z=  I 
daje 


i  temsamem 

dar'o            dxo . 
dt              dt  ' 

więc 

dxo ma  —  mUi' dx'o 

dt         m  -^  m'  dt 

Mamy  także  iężnośó  poczętkow^ 


.  mm     ,     ,     ,^ 

m  -|-  m 


126.    To    zagadnienie    rozwiązane    daje    teoryę    machiny 
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Atwood'a  ;  dość  tylko  przypuścić  «  =  ^    i  «' 
formuły  ruchu 


J  ,    aby  mieć 


i;  =  — r— -,.?/  +  C 


m  +  fw' 


m  +  m'     2     ^        ' 


«_   2mm'(7 
m  -f-  m 

Ale  te  formuły  nie  s^  ściśle  prawdziwe,  ponieważ  nie  zwa- 
żano ani  na  tarcie  krężka  machiny  ani  na  jego  massę. 

127.  Zagadnienie  II.  Układ  ciuł  ciężkich,  mających  massy 
m,  ni y  m"  połączone  między  sob^  sznurkami  nierozci§gal nornic 
ślizga  bez  tarcia  na  płasczyznie  poziomej  AB  pod  działaniem 
ciężaru  ciała  massy  ^  które  ciągnie  ostatnie  ciało  m".  Wyzna- 
czyć ustawę  ruchu  układu,  przypuszczając  że  środki  ciężkości 
mass  m,  m!^  m"  są  na  linii  prostej  stycznej  do  krążka  C  przez 
który  przechodzi  ostatni  sznurek. 


411 


m 


r 


w 


i-^c 


B 


Nazywając  Xy  x\  x\  x'"  odległości  środków  ciężkości  mass 
m,  m\  m",  ^  od  punktu  zetknięcia  C  krążka  ze  sznurkiem, 
wyrazimy  nierozciągalność  sznurków  przez  następujące  równa- 
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nia  zwi^zkowe^  które  oznaczają  ie  odległości  środków  ciał  zo- 
staje stateczne. 

Teraz,  wedle  ustawy  danego  układu^  wszystkie  jego  punkta 
maj^  tę  sam^  prędkość  v  w  każdej  chwili;  zatem    ^  m-r-^ 

ał 

—  m'  -T-. ,  —  m*  -j-    sa  siłami  bezwładności  mass  zkoncentro- 
dt  di 

wanych  w  ich  środkach  ciężkością  a  ciężar  fi^  jest  siłą  porusza- 
jące która  powinna,  wedle  zasady  d*Alemberta,  czynić  równo- 
wagę tym  siłom  bezwładności  za  pomocą  związków  układu. 
Więc^  stosując  ogólne  twierdzenie  pracy  przysposobionej^  mamy 

Owoż,  równania  związkowe  dają 

a:z-  — i//==0,        3i:'  — *x''  =  0,        tJ^r"  —  ai;*' =  o ; 

jeśli  więc  pomnożymy  ostatnie  równania  odpowiednio  przez 
\y  X',  X'',  i  dodamy  do  pierwszego^  a  potem  zrównamy  do  zera 
spółczynniki  zmienności  te,  <Jj/,  *x\  te**,  będzie 

at 


'(»-5) -*■=«■ 
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NakonieCy  aby  wyrugować  niewyznaczone  maoiniki  x,  x',  x'', 
dość  jest  dodać  wszystkie  razem  równania.  Tym  sposobem 
znajdujemy  równanie  ruchu  układu, 


(m  +  m'  +  m'  +  fi)  ^  +  fi jr  =  O , 


zkęd 


dv_ fig i^g 

rf/  ""  m  4-  m'  +  m*  -f  p.  ~"  M  ' 


czynie  dla  skrócenia 

Otrzymane  równanie  dowodzi  ie  ruch  układu  jest  jednostaj- 
nie przyspieszony. 

Wprowadzając  tężności  sznurków,  można  się  obyć  bez  zasady 
d^Alemberta  i  łatwo  rozwiać  to  samo  zagadnienie.  Jakoź^  na- 
zywając T,  T',  T'  tężności  sznurków  Tnm\  wlm"^  m>,  mamy 
zaraz  osobne  równania  ruchu  wszystkich  ciał  stanowiących 
układa 


dt 


dł 


m"^  =  r  —  r 

>   dt 


dv  rvn 
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zk^d,  dodajic  razem  te  pojedyncze  równama,  wywodzimy  ró- 
wnanie ruchu  układu  otrzymane  innym  sposobem 


dv y.g 

di  ~"  ¥ 


Powyższe  równania^  odniesione  do  podobnych  poprzedzają- 
cych, jasno  pokazuję  że  tężności  T,  Vy  f,  nie  s§  czem  innem 
jak  czynnikami  X,  X',  X'',  i  wyrażają  się  przez  cięg  stosunków 

TT  T jig 

m      m  Ą-  n^      mĄ-m'  Ą-m"      "M' 

Te  stosunki  dowodzę  że  tężności  sznurków  sę  proporcyonalne 
do  mass  ciat  którym  ruch  nadaję. 

Uwaga.  W  obydwóch  zagadnieniach  Ii  II,  zaniedbano  massy 
sznurków;  gdyby  je  wprowadzono,  tężności  byłyby  zmienne 
w  całej  rozciągłości  każdego  sznurka. 

128.  Zagadnienie  III.  Wyznaczyć  ruch  łańcucha  jednoro- 
dnego który,  położony  na  dwóch  płasczyżnach  pochyłych  CA, 
(IM  pod  kętami  oe  i  J  ślizga  na  nich  bez  tarcia. 


Nazwijmy  /  długość  BCB'  łańcucha,  x  i  x*  jego  części  GB 
i  CE',  będzie 

X  A-  x'  =  /. 
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A  jeśli  oznaczymy  przez  t  massę  jedności  długości  >łAli($liłll9i^ 
i  przypuścimy  że  cały  łańcuch  leły  na  płasczyznie  prostopa- 
dłej do  przecięcia  dwóch'  płasczyza4K)()łiyłych,  składowe  cię- 
hu^ów  części  CB  i  CF,  równoległe  do  tych  płasczyzn^  wyrażę 

się  przez  c^^wsta  i  c^x'wstoe';  z  drugi-  starony^  ^^^-jt  '  }^st 

siłę  bezwładności  części  CB^  i  ró\vna  się  —  <^  tt  '  P^i^'^^^ 

środek  niassy  części  CB  i  skrajność  B  maj§  tę  sarnę  prędkość. 

Tak  samo^   —  ^'^  J^t  »iłę  łyerwładność!  części  CWi  Więc'/ 

na  mocy  zasady  d'Alemberta,  wyraiiiajęc  równowagę  między 
temi  sitami  przez  równanie  pijacy  przysposobionej ^  mamy 


i  następnie  ^  ,j 

x(jwsl«^^)  +  .f^O,      ^(5.nsia'-g')  +  x=0; 


lin  i 


«kę<V»  ^tt9>Q<^  ^  i  ^>  wynika 


V. 


i   A 


^ -- (wsta  +  WStftOf  ^  +  y wsta' =  o;' 


Aby  zcałkować  to  równanie  linijfie^  uczynny  dla  skrócenia 


uważajmy  że 


(wsi  (JC  -f  ^8tV)^  tct:  n^. 


/ 


vłi 


grWMg'  _  /WStg'  4  :         . 

ffi  wsta -f  wsi  a'* 

HECHAMSA.  ■•  —15 


I 
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będzie  zatem 

drx         J  łvf$ia! 


dfi  \  wsta  +  wsta/ 


Nakoniec,  jeśli  położymy 


/wsta 

wsta  +  wsta'        ^' 


będziemy  mieli  równanie  Unijne  bardzo  proste 


które  zcałkowane  daje 


y  =  Ae"'  +  Be  "'. 


Więc 


A   »'     I    ł»  — «'    I  /wsta' 

a:  =  Ae    +  Be      Ą — j —7  , 

'  '     wsta  +  wsta' 


A  i  B  S9  dwie  stateczne  dowolne  które  się  wyznaczy  przez 
stan  początkowy.  Przypuszczając  że  dla  /  =  O  jest  x  =  oto  i 

—  =  j;q,  wyprowadzi  się  wartości  A  i  B  z  dwóch  równań 

x.  =  A+B+      /?"',,. 

'  "^  wsta -f  wsta' 

\)^  =  n(A  —  B). 

Jaki  jest  warunek  żeby  łańcuch  jednorodny,  położony  na 
dwóch  płasczyznach  pochyłych^  zostawał  w  spoczynku?  Znaj- 
dziemy odpowiedź  szukając  prędkości  -^ . 
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Owoż 

—  =  <Ae    —  Be     j ; 

więc^  żeby  łańcuch  zostawał  w  spoczynku,  trzeba  żeby  byto 


Ae"'  -  Be""'  =  O 


albo 


kł"'  =  B, 


jakikolwiek  jest  czas  ^;  co  wymaga  oczywiście 


A=:0    i    B  =  0. 


Jeśli  te  dwie  stateczne  s§  zero,  wtedy 


/Wstot' 

wsta -f- wsta' 

i  temsamem 

/wsta 

wsta  +  wsta 

Zt§d  wynika 

• 

« 

X       Vfsi<^      GA 

t 

a:' ~ wsta  ""GA'* 

Więc  warunkiem  koniecznym  i  dostatecznym  równowagi 
łańcucha  jest,  żeby  linia  prosta  BB'  była  równoległa  do  po- 
ziomej AA\ 


.v».  u 
WŁASNOŚCI  OGÓLNE  RUCHU  UKŁADÓW  MATERIALNYCH. 

Widzieliśmy  w  ruchu  punktu  materyalnego  trzy  zasadnicze 
twierdzenia^  z  których  każde  \^skazuję  jedne  własność  ruchu^ 
i,  w  pewnych  dość  ogólnych  przypadkach,  daje  całkę  pierwsza 
równań  różniczkowych.  W  ruchu  układów  materyalnych 
istnieje  także  zasadnicze  twierdzenia,  które  grają  wielką  rolę 
w  Mechanice  rozumowej.  Wprawdzie  ważna  zasada  d'Alem' 
berta,  która  dostarcza  tyle  równań  różniczkowych  ile  trzeba, 
nie  daje  poznać  żadnej  własności  ruchu ;  ale  s§  cztery  ogólne 
twierdzenia  z  których  każde  wyraża  jedną  własność  ruchu.  Te 
zasadnicze  twierdzenia  teraz  wyłożymy.  ,    , 

TWI£RDZS|^E..ąpGl]|D  I^ODK^i   GI£Ż£0ŚCI. 

129.  Niech  będzie  79;  inąpą, j(C(li;ieg9,,^tQrę^^^ 
tów  materyalnych  układu;  oznaczmy  przez  Xj  y,  z  spółrzędne 
tego  punktu  odniesione  do  trzech  osi  prostokątnych  albo  po- 
chyłych, i  przez  X,  Y,  Z,  3^  Yj,  Zi,'...  składowe  wszystkich 
sił,  tak  zewnętrznych  jak  wewnętrznych^  które  działają  na  ten 
punkt  materyalny.  Równania  różniczkowe  punktu  m  będf     i 

mg^  =X  +  Xi  +  •.. 


-g=Y  +  Y.  +  ... 


V  * 


cPz 


m^-j  ^Z  -f-  Xl  +... 


Wyobraźmy  sobie  żeśmy  napisali  podobne.  rqwnanią  ruchw 
dla  wszystkich  punktów  materyalnych  układu^  i  żeśmy  dodali 


TWIERDZENIA  ZASADHtCrS^  1(917 AMIEI  OGÓLNEJ.  }3ff 

razem  równania  kt6r^  si^  odn^^sBf  fio'md)dMr'i(2Diow0n.3fcf^ 
tej  samej  osi ;  znajdziemy  tym  sposobem  trzy  następujące  ró- 


wnania : 

■                   ^ 

m 

-.  •■   .'I   . 

'.     .'//•'■■      '  \  .  1 

\ 

,'!• 

1 

i 

i                     ,                                                            _                                                j 

.1 

li                              1     .  '        ■  ■ 

1 
• 

S»tg-rZ;" 

f            • 

V 

w  kiórycb  znaki  s  pieifwszych  stron  wskazuję  summy  ros^ci^- 
gajęce  się  do  wszystkich  punktów  materyalnych  układu,  a 
w  drugich  stranąpłi  .^y}^iąjj.supi?Dgr.?flziCjW^ftce  si  li^szyst- 
kicn  sił  działających  na  róine  części  układu  materyalnego.  Ale 
trzeba  uważać  £e  sity  wewnętrzne  układu  nie  wchodzą  do  dru- 
gich stron  równań;  bo  te  siły  są  .po,  dwie  równe  i  wprost  prze- 
ciwne, zatem  ich  rzuty,'  na  osi  jakiejkolwiek,  takie  równe  i 
wprost  przeciwne,  niszczą  się.  Jeśli  więc  układ  materyalny  jaki- 
kolwiek porusza  się  wolny  w  prs^^tfzeni,  summy  algebryczne 
2X,  tY,  iZ  zawierają  sametylko  ^iły  zewnętrzne  poruszające; 
a  jeśli,  przeciwnie,  układ  ma  punkt  stały,  albo  jeśli  niektóre 
jego  punkta  muszą  się  poruszać  iró  liliach  stałych  albo  na  po- 
wierzchniach,  stałych,  wtedy  oddziaływanie  punktu  stałego  ja- 
koteż  oddziaływania  stałych  linij  i  powierzchni,  będąc  siłami 
lewn^irznemi  dlA  te^o  układu/  wtbod^ą  komeroaiiie  do' >S)X, 
2^*  XZ-      :   ^    ..■■•-.    ■•      ..       .     ..:•':'    :;■         .•  ■, 

Nazwijmy  teraz M  massę  całego  układu  mateiryalnego,  xi,  yi,  z^ 
^półtzędne  jego  środka^c^łkośici  w  epoće  jakiejkolwiek;  i)ę- 
dziemy  mieii  (JomK  n**  7^) 

Mar,  ^slmar-,       M^issairwty,        Mfi.^rs  JBmz.:  ;: 


280  ROKBnAŁ  U 

Ztf d,  różniczkując  względem  czasu  t,  wynika 


^lU-^Tt^       ^St-^^^Tt^       ^di-^di 


Te  trzy  równania  dowodzą  te  summa  rzutów  ilości  ruchu 
punktów  maieryalnych  układu,  na  osi  jakiejkolwiek,  jest  równa 
rzutowi  na  tej  osi,  ilości  ruchu  całej  massy  układu  skoncentro- 
wanej w  jego  środku  ciężkości 

Zróżniczkujmy  jeszcze  drugi  raz;  będzie 


"^iF-^^^d?^     ^ifi-^^^dF^     ^d?-^^a?- 


Z  przyczyny  tych  wartości,  równania  ruchu  otrzymane  po- 
wyżej staj^  się 


M§.  =  .Z. 


Ostatnie  równania  wyznaczajfi  spółrzędne  Xi,  ^i,  Zi  środka 
ciężkości  układu  materyalnego  w  funkcyi  czasu  t^  i  daj^  jedno 
ze  czterech  ogólnych  twierdzeń  któreśmy  zapowiedzieli. 

TwiERDZBŃlB.  Środek  ciętkoici  Madu  materyalnego  toołnego 
tu  przestrzeni  porusza  się  jako  punkt  materyałny  któryby  miał 
massę  równa  całej  massie  układu^  i  do  któregoby  wszystkie  sity 
zewnętrzne  były  przeniesione  równolegle  do  siebie  samych. 
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Gdy^  pomijając  rozmiary,  uważamy  ciało  za  punkt  maleryalny , 
jako  w  ruchu  pocisków  sferycznych^  planet  albo  innych  ciał 
niebieskich^  wtedy^  na  mocy  wysłowionego  twierdzenia^  tym 
punktem  powinien  być  środek  ciężkości  ciała  mający  za  massę 
jego  całą  massę  zkoncentrowaną.  Do  tego  właśnie  środka  cięż- 
kości stosuje  się  dynamika  punktu  materyalnego,  jakośmy  na 
jej  początku  powiedzieli,  i  tym  tylko  sposot>em  daje  się  urze« 
czywiścić  wyobrażenie  ruchu  punktu  materyalnego. 

Układ  materyalny  może  być  w  ruch  wprowadzony  przez  siły 
uderzeń.  Aby  w  tym  przypadku  wyznaczyć  prędkość  począt- 
kową jego  środka  ciężkości,  dość  uważać  że^  oznaczając  przez 
X,  Y,  Z  składowe  siły  uderzenia,  i  przez  O  czas  jej  dzisdania, 
mamy 

Im-^  =  SX,      zkąd      Sm^  =  /   Xdt. 

Owoż,  jeśli  nazwiemy  a,  &,  c  składowe  prędkości  którąby 
siła  uderzenia  nadała  punktowi  m  gdyby  był  wolny^  będzie 


X 


X(ft  =  2ma; 
o 


ztąd  wnosimy 


at  ot  at 

Więc,  na  mocy  formuł  ilości  ruchu  środka  ciężkością  otrzy- 
mujemy 

dt  '  dt  dt 

Ostatnie  trzy  formuły  wyznaczają  żądane  składowe  prędkości 
początkowej  środka  ciężkości  układu. 


asa  ftoflsnAŁt.  ^ 

1504   ZlSADA  ZAGH&WARIA  MGHO  ŚROMtA  GtEŻKSyŚCT.  JfeśFl  tlte- 

ma  iiadBej  sity  poruszajtioe]^  9lbo  ogólniej,  jeSIi 'wynikowa  pKś^ 

niesienia  sił  działaj|cyoh  na  układ  inaieryalny  jest^ei^o ;  co  si^ 

adarea  gdy  siły  porusaśajęce  stanowią  dwójany,  atbo  gdy  ^ń" 

łąmi  nHrzajnnnemi  jako  siobop61tie  przycięgania  punktów  maie-- 

.ryalnych  między  sob^,  albo  jeszcze  gdy  lesiły  przedstawiaj^ 

4aroia  róhiy^h  osęści  układu,  pfiircia  ciał  bryłowych  albo  |dyrt^ 

nych,  udenocnia  ciał  między  mhą\  wybuchy  rozbijające  ciała', 

^waitown^  przejścia  ze  ^tanju  ciekłego  do  stanu  ^bryłowego 

I  naiyzajjsnpi)  .^Ibo  inne  ppdol^np  działania  wewnętr^e;  wtyah 

wsy^ystjdcb  i^r^padkąp^  ^pmy  2X^  £Y>  £Z  b^  zero;  \f\ęe.    ' 

at  ot  ał 

Co  pokazuje  te  w  takich  okolicznościach  środek  cię2ikości 
układu  materyalnego  ma  ruch  prostolinijny  i  jednostajny  albo 
zostaje  nfetućhomy.  Na  iem  pólej|[a  zdśadd  zaćhowohid  rucliu 
środka  t\eHto^i:'  '' 


■    i' 


131.  Aby  dobrze  rozumieć  znaczenie  i  doniosłość  pierw- 
szego ogólnego  twierdzenia',  uważajmy  ruch  bomby  rzuconej 
w  przestrzeń.  Zaniedbując  opór  powietrza^  widzi^^^^^fę^e^yni^ 
siłą  zewnętrzną  która  działa  na  bombę  jest  ciężkość;  ztąd 
wnosin^y  że  środek  c^ięłko^^i  bomby  opisuje  parabolęjna  płas- 
czyznie  piont)wef  przechodzącej  przez  kierunek  je^ó  prędkości 
początkowej.  Przypuśćmy  teraz,  że  bomba  pęka  nim  padnie  na 
siemię'.  'Ponieważ,  na  Vnocy  dowiedzionego  twierdzenia,'  ten 
wybuch,  sprawiony  jedynie  przez  siły  wewnętrzne  bo'ml)y,  nie 
wpływa  bynajmniej  na  ruch  jej  środka  ciężkości,  więc  środek 
ciężkości^  og^u,  '  Wszystkich  kawańców   TOzpryśnic^ej   bomby 
będzie,  po  jej  rozbiciu^  dalej  ciągnął  ruch  paraboliczny  który 
miAł  »p?zed  toabicłam.  A  dopieri^  Wtedy  gdy  jeden  z  odłamów 
bomby  spotyka  ciało  oboe,  albb'gt*y  pada  tia  wemi^rittjfciWtfla 
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ciężkości  całego  układu  zmienia  sif ;  bo  oddziaływanie  doznane 
^pnez  ten  odfam  jesl  sita  tennęintią  która  się  przyłącza  do  siły 
ciężkości  i  razdm  z  nia  sprawia  fucłi  tego  środka.  Kozumie  się 
oc^eywiście  łe  to  wszysflco  jest  tylko  z  pewneoa  przyluliteniem 
.prawdziwe;  albowiem^  uważając  oaw^t  oięilkość  za. silę  sta* 
teczn§  w  różnych  wysokościach  4o  klóryoh.  pociski  doaięgąjg, 
gdy  bonodba  porusza  &ię  w  powietrzu-  ten  płyA  przeciwstawi 
opór  ruchowi  bomby  i  wszystkich  jej  odłamów^  ą  będ^c  ęit^ 
zewnętrzną  wpływa  na  ruch  środka  ciężkości  całego  układu. 

Nasz  uUad  słoneczny « będąc  niezmiernie  oddalony  od  gwiazd, 
które  dla  tej  przyczyny  nie  wywierają  na  niego  żadnego  wpływie, 
może  być  uważany  jako  poddany  samym  tylko  siłom  wewnętrz- 
nym, to  jest  siłom  wzajemnego  działania  wszysAkLch  i^zęści 
skł^o^trycti;  ztąd  wnosimy  że  jego  środek  ciężkości  musi  się 
poruszać  jedno^tąinie  w  lini  prostej,  albo  zostawać  nieruchomy. 
,^le  idimy  jeszcze  dalej.  Jeśli  zasada  równości  działania  i  od- 
działywania^ ktÓTą  spost^eg^y  w  ciałach  ziemskich,  jest  po- 
wszechną ustawą  w  natjorze,  jako  się. zdaje  (Joml,  a®  310), 
wtenczas  środek  ciężkości  naszego  układu,  który  się  prawie 
schodzi  ze  środkiem  ciężkości  słońca,  nie  może  być  nieruchomy 
ani  się  poruszać  jednostajnie.  Owoż,  obserwacye  astronomiczne 
JUŻ  od'  ostatniego  wieku  niewątpliwie  okazały  że  słońce  z  całym 
śwoin^  orszakiem  postępuje  z  pewną  prędkością  w  przestrzeni. 
'  Więc  to  dowodem  że  jesteśmy  cząstką  powszechnego  układu 
'materyalńego,  albo  jednem  słowem,  że  nasz  świat  stanowi 
cząstkę  składową  wszechświata  którego  środek  ciężkości  jest 
zapewne  nieruchomy. 

Wś^ihy  teraz  2asl6sowaMebliżqiiais  ol>etiodzące.WyobnLimy 
sobie  człowieka  zupełnie  odosobnionego  w  przestrzeni;  przy- 
ptiśćmyźe  tlie  podlega  żadnej  sile  zewnętrznej,  i  że  Jego  środek 
Kl^iężkośeijesi  itierochomy.  Ten  clzłowiek  nie  będzie  mógł,  przez 
swbje  własne  siły,\iadać  żadnego  ruchu  swojemu  środkowi 
-ieiężkości;  nafirózno^  śoią^ając  Aitiskuły,  będzie  przemieszczał 
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róine  części  ciała  w  tę  albo  ow$  stronę,  nie  roswinie  nigdy 
tylko  same  siły  wewnętrzne  które  nie  mog§  wyprowadzić  środka 
ciężkości  z  jego  stanu  pierwotnie  iiieruchomego. 

Nawzajem,  gdy  widzimy  jakiekolwiek  ciało  ożywione  mchem 
jednostajnym^  jako  na  przykład  statek  płynący,  możemy  twier- 
dzić że  wynikowa  przeniesienia  wszystkich  sił  zewnętrznych 
jest  zero,  albo  czyni  równowagę  wynikowej  wszystkich  oporów'. 

Ponieważ  jestestwo  ożywione,  jako  na  przykład  człowiek, 
nie  może  przemieszczać  swojego  środka  ciężkości  bez  pomocy 
sił  zewnętrznych,  jego  chód  byłby  nicmożebny  bez  tarcia. 
Jakoż,  gdyby  tarcie  nie  istniało,  oddziaływanie  gruntu  na  któ- 
rym człowiek  stoi  byłoby  tylko  sił§  normalną,  i  człowiek  nie 
mógłby  tylko  wznosić  się  albo  zniżać;  a  jeśli  tarcie  istnieje, 
oddziaływanie  gruntu  mogąc  się  stać  pochyłem,  może  wydać 
siłę  poziomą  która  sprawia  ruch  przeniesienia.  Gdy  cdowiek 
pochylony  stoi  nieruchomy,  oddziaływanie  gruntu  jest  równe 
jego  ciężarowi ;  a  gdy  wstaje,  siła  bezwładności  zaraz  się  rodzi 
i  zmienia  wielkość  tego  oddziaływania. 

Gra  billardu  przedstawia  jeszcze  zastosowanie  tej  samej  za- 
sady. Niech  będzie  bila  G  którą  chcemy  skierować  na  punkt  A. 
Możemy  to  uskutecznić  uderzając  bilę  w  jakimkolwiek  jej  punk- 
cie, byle  tylko  siła  uderzenia  misda  kierunek  poziomy,  i  ko- 
niecznie  taki  żeby,  przeniesiona  równolegle  do  siebie  samej 
do  środka  ciężkości  bili,  przechodziła  przez  punkt  A.  Chybio- 
noby  punkt  A  gdyby  wprost  do  niego  celowano. 

TWIEBDZENIB  OGÓLNE  ILOŚCI  RUCHU   RZUTOWANYCH  NA  081. 

132.  Niech  będzie  jakikolwiek  układ  punktów  materyalnych 
poruszający  się  w  przestrzeni.  Oznaczmy  przez  X,  Y,  Z  skła- 
dowe wynikowej  wszystkich  sił  zewnętrzcrych  przyłożonych  do 
punktu  materyalnego  m,  a  przez  Xi,  Yi,  Zi  składowe  wyni- 
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kowej  wszystkich  sił  wewnętrznych  układu  pochodzących^  b§dź 
to  z  działań  tych  punktów  jednych  na  drugie,  bądź  teł  z  ich 
związków;  równanie  rzutu  punktu  m  na  osi  7^  będzie 


zkąd 


m 


Jeśli  napiszemy  podobne  równania  odnosząc/EL  si^,  w  tym  sa- 
mym czasie,  do  rzutów  wszystkich  punktów  układu  na  osi  x^, 
i  weźmiemy  summę,  uważając  że  rzuty  odpowiedające  siłom 
wewnętrznym  układu  niszczą  się  po  dwa  dlatego  że  te  siły  są 
po  dwie  równe  i  wprost  przeciwne,  otrzymamy  rówlianie  któ- 
rego druga  strona  będzie  zawierała  same  tylko  siły  zewnętrzne. 


^§-«t=« 


rw 


dx 
Summa  Sm  -^    nazywa  się  całą  ilością  ruchu  układu  rzuto- 
wana na  osi  x^.  Wedle  tego,  powyższe  równanie,  stano wjące 
drugie  ogólne  iwierdzenicy  tak  się  wysłowią  : 

Twierdzenie.  Przyrost  summy  wszystkich  ilości  ruchu  układu 
rzutowanych  na  osi  stciy  jakiejkolwiek^  i  przez  czas  takie  jakikol* 
wieky  jest  równy  summie  wszystkich  popędów  sił  zewnętrznych 
rzutowanych  na  tej  samej  osi  i  przez  ten  sam  czas. 

Na  mocy  tego  twierdzenia,  c^a  ilość  ruchu  jakiej  układ  ma- 
teryalny,  wolny  w  przestrzenia  nabyć  może  wedle  kierunku 
stałego  jakiegokolwiek  i  pod  działaniem  sił  jakichkolwiek,  jest 
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rtiezaleina  od  spółrzędnych  punktów  przyłożenia  tych  iii  lód 
/n-Jczlców  układu.  Ta  suititni  ilości  ruchu  zostaje  zupełnie 
taka  sama,  czy  punkta  matefyalne  s^  osobne  czy  powijane 
między  sob§ ;  można  nawet  zmienić  raptem  zwięzki,  albo  wpro- 
wadzić nowe  i  przekształcić  układ  na  bryłowy  niezmienny,  nie 
naruszając  bynajmniej  jego  całej  ilości  ruchu;  a  co  najważniej- 
sze, ta  ilość  ruchu  nietylko  nie  zależy  od  sił  wewnętrznych 
układu,  ale  także  nie  zależy  od  tych  sił  zewnętrznych  których 
składowe,  równoległe  do  uwaifinej  Qsi,  są  rów^e  i  wprost  prze- 
ciwne. 

• 

133.  Zasada  zachowania  całej  ilości  kuchu.  Jeśli  siły  ze- 
wnętrzne są -po  4wie  rówhe  ł  wproi^t  prziectWYid,  albo  jeśli 
ałema  tylko  'saim  giły  wewnętrzne,  ^ummiy^sK;  rT,  £Z  9ą 


zerO)  i  będzie 

1 

■ 

4                     j 

t 

'-t-*!?' 

Wtedy  cała  ilość  ruchu  wedle  kierunku  jakiegokolwiek  jest 
stateczna.  Ta  własność  jest  znana  pód  nazwiskiem  zasada  za- 
chowania całej  ilości  ruchu, 

,  W  układzie  planetarnym  wszyatkie  siły  pr^.wodzłą  «vg  i^o 
wzajemnych  działań  ciał  ^^i^ieskioh  między,  sobą^  a  ciała  ni^ 
ł>ie«kie  nie  inają  żadnych  punkitów  kióreby  się  nausiały  poru*? 
szać  na  stałych  liniacłi  a|bO:powiavz<^iiiach;  więc  eałailoś4 
ruchu  zostaje  niezmienna  w  przestrzeni. 

Cofanie  się  strzelby  po  wystrzale,  tłumaczy  się  naturalnie  za 
pomocą  powyższej  zasady.  Człowiek,  trzymający  przyłożoną 
ifb  ramienia  strzelbę  nabitą  ostrym  ładunkiem,  strzela;  gat 
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/piy  przez. m  massg  kuli  z  czgści{r  gazu  który,  z  ,ni§.  wylaią, 
przez  M  massę  strzelby  z  reazŁ^g^zi^;  jeśli  oazwiemy.  t;.i  Y 
prędkości  tycti  mass  po  wyi^trzale,  w  kierunku  osi  airzelby, 
mv  będzie  ilościg  ruchu-  kuli,  a  ilość  ruchu  MV^  udzielona 
strzelbie^  będzie  miar§  uderzenia  którego  dozna  ramie  strzelca. 
Owoź,  pi*zed  wystrzałem  strzelba  i  ładunek  t\>'orz9.  układ  nie- 
ruchomy ;  zatem  summa  ich  ilości  ruchu  rzutowanych  na  osi 
strzelby  jest  zero.  Ta  summa  zostaje. zero  dopóki  fiięma  sit 
zewnętrznych  któreby,  rzutowane  ną  osi  st^eibyi  ^^łf  sucnmę 
popędów  rótn^  od  zera.  A  ponieważ  wybuch  prochu  rozwija 
same  tylko  siły  wewnętr:;ne,  zt§d  wynika  że  kula  i  strzelba 
bior§  zarazem  ruchy  w  krertinkkcn  wprótt  przeciwnych,  tak 
żeby  summa  ilości  ruchu  całego  układu,  jrzutowanych  na  osi 
strzelby^  zachowała  "iriei^Ydtnę/^wftrtiiść-zei^^Co  daje  równanie 


,^^\-W=R^^ 


.które  pokaziłj,e  Że  prędkości  v.  i  Y,  Ifuli  i,cofflpia^ię(Strz«łby; 
s^  odwrotnie  proporcyonalne  do  mass  m  i  M.  Jeśli  więc  stuzie- 
lec  opiera  mocno  kolbę  o  ramie^  jego  ciało  stanowi  ze  strzelba 
jedną  m^ssę  daleko  większa  niż  M;  wtedy  prędko.^ó  Y  cofania 
się  strzelby  może  się  stać  bardzo  małę^  i  nie  sprawiać  dotkli- 
wegp  ud^rzerłia-  ^ 

To  samo  rozumowanie  stosuję  j^ię  do  cpfąoi^  się  dział  po 
wystrzale.  Zaniedbując  fi^c^fę  PiTOf^hjif^  joąotoąbsf  po^fiedfu^ć  i/e 
pocisk  i  dzia^^  w  chwili  wybuchu  prochu,  Ij^ior^  prędkości 
odwrotnie  proporcyonalne  do  swych  mass  i  skierow/Sme  ^  s^rpny 
przeciwne.  W  istocie  rzeczy  maj§  się  trochę  inaczej ;  z  przy- 
czyny massy  prochut,  której,  zaniedbywać  nie  wolno, w  poro- 
wnanfiido  massy  kuli,  jprędkość  cofania  się  działa  jest  większa 
niżby  była  nie  liczęc  massy  prochu. 

Puszceatńeti^c  opiera  się  na~1ój  samej  własności  i^ofiu.  Po- 
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stepowe  palenie  się  prochu^  wchodzącego  do  składu  racy, 
wyprowadza  coraz  większa  ilość  materyi  przez  otwór  wyrobiony 
w  części  niższej ;  więc  ciało  racy  musi  się  cofać  w  górę,  to 
jest  brać  ruch  z  dołu  do  góry.  Wprawdzie  ciężkość  modyfikuje 
ten  ruch;  ale  jej  działanie  zmniejsza  tylko  prędkość  racy,  nisz- 
cząc część  siły  pionowej  która  sprawia  wzniesienie. 

TWIEEBZENIE  0GÓLN£  MOMENTÓW  ILOŚCI  RUCHU 

13&.  Równania  ruchu  punktu  materyalnego  m  pod  działa- 
niem sił  jakichkolwiek  sę 

m^  =X4-Xi  +  X2  +  ... 

m^  =  Y+Y,  +  Y,  +  ... 

m-^  =  Z  4-Zi  +Z2+  ... 

Pomnóżmy  pierwsze  równanie  przez  y  a  drugie  przez  x,  i 
dodajmy  stronami,  otrzymamy  równanie 


m 


(^§  -  'J^) = ^^  -.^y + ^'^  -^^+ 


•  •• 


które  wyraża  że  moment  siły  istotnej  punktu  m  względem 
osi  r^  jest  równy  summie  momentów  względem  tej  samej  osi, 
wszystkich  sił  działających  na  ten  punkt. 

Znajdziemy  tak  samo  równania  momentów  sił  względem  osi 
y*»  i  osi  j:*», 


m 


['^■-x^)-^z--Zx  +  X,t-Z,xĄ.. 


f 


•"(^S  - '^) = ^  ~ '^^ + ^'^  *" ''^•* + ••* 
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Te  trzy  równania,  jeśli  osie  spółrzędne  s^  prostokątne^  do- 
wodzą że  moment  siły  istotnej  punktu  m  względem  osA  jakiej- 
kolwiek jest  równy  summie  momentów  wszystkich  sił  tak 
zewnętrznych  jak  wewnętrznych  które  na  ten  punkt  działaj§. 

Wyobraźmy  sobie  teraz  że  napisano  podobne  równania  dla 
wszystkich  punktów  materyalnych  składających  układ  wolny 
w  ruchu;  jeśli  dodamy  stronami  te  równania,  zważając  że  mo- 
menta  wszystkich  sił  wewnętrznych^  po  dwa  równe  i  przeciwne^ 
niszczą  się  między  sobą  w  drugich  stronach,  otrzymamy  trzy 
jedyne  równania 

■ 

(1)  .  imtó  -  arg)  =  I(Xz  -  Zx), 

które,  przedstawione  w  kształcie 

wyrażają  następujące  zadanie  : 

Twierdzenie  ogólne.  W  układzie  materyalnym  toolnymw  przes- 
trzenia pochodna  summy  momentów  ilości  ruchu^  względem  osi 


To  twierdzenie  islnieje  jesecze  gdy  układ  mttteryałoy  wriiclitl 
jna  punkt  stały,  byle  tyiko  ten  punkt  byt  wtię ty  tk  poctftek 

spółrzędnych;  bo  wtenczas  siła  zewnętrzna  zastępująca  punkt 
stały,  to  jest  przedstawiająca  jego  oddziaływanie,  daje  iBoroei^t 
zero  i  dlatego  nie  wchodzi  do  drugich  stron  równań. 

1S5.  Zasada  zaoho^anu  ifOMBNTóxr.  Jfeśii  drugie  fitrony 
^vyźej  otrzymanych  równań  s$  zero ;  co  się  zdarza  gdy  ntemd 
żadnej  siły  zewnętrznej,  albo  gdy  wszystkie  siły  zewnętntne 
układu,  uważanego  za  niezmienny,  maj^  wynikowe  która  prze- 
chodzi  przez  początek  sfMSłrzędnycb  albo  jest  zero,  na  przy- 
kład gdy  układ  jest  pod  działaniem  samych  tylko  sił  wzajem- 
nych jako  układ  planetarny,  wtedy  t>ędzie  : 


V 


(2) 


dt 


Zksd,  całkując  i  nazywając  c,  c',  c*  tnsy  stateczne  dowolne^ 
wynika 


13) 


'  1 1 
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Te  równania  uważane  osobno  i  wszystkie  trzy  razem  dowo- 
dzą nasiępujęcego  twierdzenia : 

Gdy  układ  materyalny  jakikolwiek  porusza  się  pod  działaniem 
sit  zeumętrznych  których  summa  momentów  względem  jednej  osi 
stałej  jest  zero,  wtedy  summa  momentów  ilości  ruchu  względem 
tej  osi  jest  stateczna. 

A  gdy  niema  tadnej  siły  zewnętrznej,  albo  gdy  summy  momen- 
tów sił  zewnętrznych  sa  zero  względem  trzech  osi  pro$tokątnych 
stałych,  wtenczas  summa  momentów  ilości  ruchu  względem  osi  sia^ 
lej  jakiejkoltoiek  jest  stateczna. 

136.  Uwaga.  Twierdzenie  ilości  ruchu  rzutowanych  i  twier- 
dzenie  momentów  ilości  ruchu  wyprowadzają  się  bardzo  prosto 
z  zasady  d^Alemberta  zkombinowanej  z  zasada  prędkości  przy- 
sposobionych. Aby  mieć  pierwsze  twierdzenie,  dość  jest  w  ogól- 
nem  równaniu 

uczyni<^.  ^^  =  is  zz=  o ;  co  daje 


.(x-4t)=o, 


l\ąA,  mnożąc  przez  dt  i  calkuj^c^  otrzymujemy 


«i-»"t 


=£^'- 


równanie  które  wyraża  twierdzenie  ilości  ruchu  rzutowanych 
na  jakiejkolwiek  osi  wziętej  za  oś  x^. 

Równie  łatwo  wywodzi  się  z  ogólnego  równania  twierdzenie 
uEcnAmiA.  II.  —  iti 
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momentów  ilości  ruchu.  Jakoż^ możemy  dać  układowi  materyal- 
nemu,  takiemu  jaki  jest  w  chwili  uważanej,  przemieszczenie 
przysposobione  k§towe  jO  około  osi  r»;  dość  tylko  uczynić 

x  =  r  dos  9,        y  =  r  ws  1 9 ,        z  =  s  tatecz. 
co  daje 

ix  =  — y<J8,  ii/=zx^y  te  =  0. 

Podstawiając  te  wartości,  mamy 

albo 

co  jest  właśnie  jednem  z  równań  (1). 

Widzimy  oczywiście  że  te  dwa  ogólne  twierdzenia  dostarczają 
sześciu  równań  oddzielnych;  a  rozumując  jako  w  równowadze 
(Toml,  n**  325),  przekonywamy  się  niewątpliwie  że  wszystkie  inne 
równania  z  nich  pochodzące  przywodzą  się  do  tych  sześciu, 
które  są  równaniami  ogólnemi  ruchu,  odpowiedającemi  sześciu 
równaniom  ogólnym  równowagi.  Te  równania  między  samemi 
siłami  zewnętrznemi  stosują  się  do  wszelkich  ciał  bryłowych 
albo  niebryłowych  jakichkolwiek. 

ZASADA  POWIEHZCHNI « 

137.  Wiemy  już  z  dynamiki  punktu  materyalnego,  że  mo'^ 
ment  ilości  ruchu  punktu  M  względem  osi  jest  równy  podwój- 
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nemu  wieloczynowi  jego  massy  przez  powierzchnię  któr§  opi- 
suje rzut  promienia  wodzącego  na  ptasczyznie  prostopadłej  do 
tej  osi;  to  jest,  nazywając  x  wycinek  opisany  przez  rzut  pro** 
mienia  wodzącego  Om  =  r  na  płasczyznie  xy,  i  O  kąt  tego 
rzutu  z  osią  0X,  mamy 

m[xdy  —  ydx)  =  mr^d^  =  2mdx ; 

różniczka  dO  wyraża  znak  momentu  ilości  ruchu  i  znak  po- 
wierzchni dx. 

Zatem,  na  mocy  twierdzenia  momentów  ilości  ruchu,  będzie 
d  ^    d\       i  d  ^    (    dy         dx\       1  ^,«         ..  . 

Jeśli  więc  summa  momentów  sił  zewnętrznych  działających 
na  układ  jest  zero  względem  osi  z^ ,  będziemy  mieli 


d  ^    dk      rt 
--Sm  -r-  =  0; 
dt       dt         ' 


zkąd,  całkując  dwa  razy,  otrzymujemy 

2wx  =  c^ 

Nie  przydaliśmy  drugiej  statecznej  dowolnej,  bo  liczymy  po- 
werzchnię  wycinka  x  od  ^  =  0. 

Ztąd  TWiEiiDZENiE  :  Gdy  układ  tnaieryalny  jakikolwiek  poru- 
sza się  pod  działaniem  sił  których  summa  momentów  względem  osi 
stałej  jest  zero^  summa  wieloczynów  mass  wszystkich  punktów 
przez  powierzchnie  opisane  w  czasie  t,  przez  rzuty  promieni  wo- 
dzgcych  na  płasczyznie  prostopadłej  do  tej  osiyjest  proporcyonalna 
do  czasu  t. 

Na  tem  twierdzeniu  polega  zasada  zachowania  powierzchnia 
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która  się  nie  różni  w  gruncie  od  zasady  zachowania  momen- 
tów ilości  ruchu ;  ale  przedstawiona  pod  tym  kształtem  jest 
wydatniejsza  w  następstwach  i  łatwiej  się  zastosować  może. 
Zasada  powierzchni  jest  wielce  użyteczna;  twierdzenie  ogólne 
momentów  ilości  ruchu  daje  tylko  poprostu  równanie  różnicz* 
kowe  zagadnienia^  gdy  tymczasem  zasada  powierzchni  daje 
całkę  ruchu. 

Dla  rozpoznania  czy  summa  momentów  sił  zewnętrznych, 
przyłożonych  do  różnych  punktów  układu  materyalnego,  jest 
zero  względem  pewnej  osi^  dość  jest,  uważając  te  siły  jak 
gdyby  działały  na  układ  bryłowy  niezmienny,  szukać  wyniko  - 

wej  i  dwojanu  przeniesienia  do  jednego  z  punktów  tej  osi. 
Owoż,  rzut  momentu  Unijnego  dwojanu  wynikowego  na  osi 

jest  to  samo  co  summa  momentów  sił  względem  tejże  osi ; 
więc,  żeby  ta  summa  momentów  była  zero,  trzeba  żeby  oś  dwo- 
janu wynikowego  była  prostopadła  do  osi  uważanej. 

Zajmiemy  się  teraz  przypadkiem  w  którym  summy  momen- 
tów sił  s§  zero  względem  trzech  osi  prostokątnych,  przecho- 
dzących przez  punkt  stały  przestrzeni ;  co  się  zdarza  gdy  wszyst* 
kie  siły  zewnętrzne  układu^  uważanego  za  bryłowy  niezmienny, 
maj§  wynikowe  przez  ten  punkt  przechodzęcfi.  W  tym  dość 
ogólnym  przypadku^  zasada  powierzchni  istnieje  nietylko  dla 
trzech  osi  spółi*zędnych,  ale  jeszcze  dla  wszelkiej  osi  przecho- 
dzącej przez  rzeczony  punkt  stały;  mamy  więc 

(U)  lm\'  =  c7, 

lm\''  =  c7. 

A  gdy  wynikowa  sił  zewnętrznych  układu  jest  zero,  wtenczas 
równania  dane  przez  zasadę  powierzchni  maj9  miejsce  dla 
wszystkich  punktów  powierzchni. 
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Nawzajem^  jeśli  równaniom  (U)  staje  się  zadość,  summa  mo^ 
mentów  sił  działających  na  układ  jest  zero^  względem  każ- 
dej'osi  przechodzącej  przez  początek  spółrzędnych.  Albo- 
wiem^ równania  [U)  zróżniczkowane  dwa  razy  prowadzą  do  ró- 
wnań (2)^  i  temsamem  dają  równania  momentów  względem 
osi  OZ,  OY,  0X, 

ĄYx  —  Xy)  =  O,         j:{Xz  —  Zx)  =  O,         i:(Zy  —  Yz)  =  O, 

które  dowodzą  wzajemDicy,  i  zarazem  pokazują  że  siły  porusza- 
jące czyniłyby  sobie  równowagę^  gdyby  układ  był  bryłowym 
niezmiennym  a  początek  O  spółrzędnych  punktem  stałym. 

138.  Weźmy  kilka  przykładów  zastosowania  zasady  powierz- 
chni. 

Widzieliśmy  już^  mówiąc  o  ruchu  środka  ciężkości,  te  jes* 
teslwo  ożywione,  naprzykład  człowiek,  jeśli  jest  odosobnione 
w  przestrzeni  i  zostaje  w  spoczynku,  nie  może  bez  pośrednic- 
twa sił  zewnętrznych,  przemieścić  swojego  środka  ciężkości ; 
dodajemy  teraz  że  owo  jestestwo^  z  przyczyny  zasady  zachowania 
powierzchni,  nie  posiada  możebności  nadania  sobie  ruchu  wi- 
rowego około  tego  punktu,  a  Jakoż  (*)^  jakimkolwiek  sposobem 
człowiek  usiłuje  za  pomocą  muskułów  wydobyć  ruch  z  siebie 
samego,  rozwija  zawsze  same  tylko  siły  wewnętrzne;  zatem 
summa  wieloczynów  mass  punktów  ruchomych  przez  powierz- 
chnie, opisane  przez  promienie  wodzące  około  środka  ciężkości 
i  rzutowane  na  płasczyznie  jakiejkolwiek  przez  ten  punkt  prze- 
chodzącej, zachowuje  statecznie  tę  samą  wartość.  Więc  ta 
summa  wieloczynów  musi  być  ciągle  zero^  ponieważ  była  zero 
na  początku  ruchu^  na  mocy  założenia  że  jestestwo^  o  którem 


f )  Mówi  Deladnat,  w  swem  dziele  Traiti  de  Micaniąue  rationnelley 
5«  ćdiiion.  Paris,  1870. 
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mowa,  było  pierwotnie  nieruchome.  Gdy  to  jestestwo  porusza 
niektóre  części  swego  ciała  tak,  ie  summa  wieloczynów  z  ich 
mass  przez  odpowiedaj^ce  powierzchnie  rzutowane  na  pewnej 
płasczyznie  ma  wartość  dodatn§,  s§  koniecznie  inne  części 
ciała  które  się  poruszają  w  tym  samym  czasie  w  inn§  stronę 
i  daj§,  na  tej  samej  płasczyznie^  summę  podobnych  wieloczy- 
nów odjemn^^  i  tak§  żeby  summa  wszystkich  razem  wieloczy- 
nów odnoszących  się  do  całego  ciała  była  zero.  1  tak^  jeśli 
naprzykład  człowiek  zwraca  głowę  na  prawo,  reszta  jego  ciała 
będzie  się  obracała  koniecznie  ku  stronie  lewej ;  a  jeśli  czło* 
wiek  wystawi  nogę  naprzód  jakby  do  zrobienia  kroku,  to  jego 
ciało  pochyli  się  w  stronę  przeciwne,  to  jest  głowa  pójdzie 
także  naprzód  a  środek  ciała  wtył. 

D  Gdy  człowiek  stoi  na  ziemi,  i,  będ§c  pierwotnie  w  spoczynku^ 
zaczyna  iść  przed  sob§,  to  przeprowadza  swój  środek  ciężkości 
ze  stanu  spoczynku  do  stanu  ruchu.  Zobaczmy  co  się  dzieje 
w  tym  przypadku^  aby  pojęć  i  wytłumaczyć  sobie  cały  ruch 
chodzenia.  Człowiek  zostający  w  spoczynku  jest  poddany  siłom 
zewnętrznym,  które  są  :  z  jednej  strony,  działanie  ciężkości  na 
wszystkie  czystki  jego  ciała,  a  z  drugiej  strony^  parcia  których 
doznaje  od  ziemi  w  punktach  zetknięcia ;  te  siły  zewnętrzne 
czynię  sobie  równowagę.  Owoż,  ten  człowiek  gdy  chce  zacząć 
iść  i  wystawia  jedne  nogę  naprzód,  rozwija  w  sobie  same  tylko 
siły  wewnętrzne  które  nie  mogę  przemieszczać  jego  środka  cięż- 
kości. Ale,  na  mocy  zasady  powierzchni,  i  stosownie  do  tego 
cośmy  dopiero  co  powiedzieli,  w  tym  samym  czasie  gdy  wystę- 
puje jedna  noga,  środek  ciała  nabiera  dężności  do  cofania  się 
z  drugę  nogę;  ta  druga  noga  cofnęłaby  się  istotnie,  gdyby  się 
jej  nic  nie  sprzeciwiało,  i  środek  ciężkości  całego  ciała  nie  po- 
stępiłby  naprzód.  Ponieważ  zaś  druga  noga  nie  może  się  cofać 
inaczej  jak  tylko  ślizgajęc  na  powierzchni  ziemi,  ta  dężność  do 
ślizgania  rozwija  tarcie  które  mu  się  sprzeciwia,  aż  do  pewnej 
granicy.  GŁoż  właśnie  to  tarcie,  które  ziemia  wywiera  na  część 
spodnie  drugiej  nogi,  sprawia  ruch  środka  ciężkości  ciała. 
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Każdemu  wiadomo  że,  gdy  grunt  jest  śliski  a  jedna  noga  wy- 
suwa się  naprzód;  to  zaraz  druga  noga  cofa  się  w  tył^  tak  że 
człowiek  może  upaśdź  jeśli  się  nie  strzeże.  To  si^  zdarza  na  lo- 
dzie^  zwłaszcza  gdy  nogi  s§  opatrzone  łyżwami. 

»  Tak  samoy  gdy  tancerz^  wznosząc  się  na  palcach  jednej  tylko 
stopy^  chce  sobie  dać  ruch  wirowy  około  pionowej  przechodzę- 
cej  przez  środek  ciężkości,  to  nie  może  uskutecznić  tego  ruchu 
samem  jednem  działaniem  swoich  sił  muskularnych ;  bo  te  siły^ 
będ§c  wewnętrzne,  nie  zdołają  dokazać  żeby  summa  wieloczy- 
nów  mass  przez  powierzchnie  opisane  około  środka  ciężkości 
przez  promienie  wodzące  j  izrzutowane  na  płasczyznie  poziomej^ 
przeszła  z  wartości  zero,  którą  ma,  do  wartości  jakiejkolwiek 
innej.  Ale,  jeśli  tancerz  chce  się  kręcić  na  lewo,  to  daje  swemu 
ciału  ruch  skręcenia,  na  mocy  którego  część  wyższa  obraca  się 
na  lewo,  gdy  tymczasem  część  niższa  nabiera  dążności  do  krę- 
cenia się  na  prawo.  Owoż,  ten  ostatni  ruch  nie  może  się  wy- 
konać inaczej  jak  przez  śUzganie  różnych  części  stopy  na  ziemi; 
ztąd  wynika  opór  przeciw  ślizganiu  w  każdym  punkcie  zetknię- 
cia stopy  z  ziemią,  a  te  wszystkie  opory  są  siłami  zewnętrznemi, 
dla  których  summa  momentów  względem  poziomej,  poprowa- 
dzonej przez  środek  ciężkością  nie  jest  zero;  więc  za  pomocą 
tych  sił  zewnętrznych  ciało  tancerza  może  wziąć  ruch  wirowy 
około  pionowej  środka  ciężkości.  Gdy  tancerz  obrócił  się  trochę 
tym  sposobem,  nie  przestając  jedną  nogą  dotykać  ziemi,  podnosi 
raptem  tę  nogę  aby  znieść  skręcenie  ciała  które  z  niej  wynikło; 
a  powtarzając  to  wszystko  kilka  razy^  dochodzi  nareszcie  do 
ruchu  wirowego.  Gdyby  tancerz  stał  na  gruncie  śliskim  jak  na 
lodzie^  albo  gdyby  się  opierał  jednym  tylko  punktem  na  ziemia 
nie  mógłby  na  żaden  sposób  obracać  się  około  siebie  samego. » 

139.  Płasgztzna  niezmienna.  Niech  będzie  układ  punktów 
materyalnych  m,  m\  m",..,  w  ruchu  dla  którego  zasada  po- 
wierzchni ma  miejsce.  Biorąc  za  początek  spółrzędnych  prosto-, 
kątnych  punkt  O  przyzwoity,  szukajmy  płasczyzny  takiej,  żeny 
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summa  wieloczynów  mass  punktów  układu  przez  powierzchnie 
jakie  opisuje  rzuly  ich  promieni  wodzących  na  tej  płasczyznie, 
była  największa  mołebna.  W  tym  celu,  nazwijmy  P  szukana 
płasczyznę,  dw  nieskończenie  małą  powierzchnię  opisaną  na 
niej  przez  rzut  promienia  wodzącego  Om,  w  czasie  dt;  i 
oznaczmy  przez  a,  S,  y  kąty  jakie  normalna  do  płasczyzny  P 
czyni  z  osiami  spółrzędnych;  będziemy  mieli 

(/•»  =  rfX*dos«  +  dXMose  +  rfXdosy. 

Jeśli  teraz  weźmiemy  summę  podobnych  powierzchni,  po- 
mnożonych przez  massy  odpowiedających  punktów^  i  zcałku- 
jemy,  będzie 

Zmw  =  (dosa£mx'  -|-  ios^rml  -|-  dosyZmx)t 
albo 

Xmu  =  (c"dosa  -f  c^dosę  -f  ^dosy)^ 

Owoł,  można  zawsze  dobrać  trzy  kąty  A^  B,  C  takie  Łeby  było 


c"  c'  c 


=  :if^=Tb.=Vc«  +  c«  +  c'»; 


dosA      dosB       dosC 
wprowadzając  te  dostawy  do  ostatniej  formuły^  otrzymujemy 

Ymu  =  /V^*  +  ^+^(dpsAdosa  +  dosBdose  +  dosCdosy), 

albo 

lm»  =  rv/c*  +  c'«  +  c'^dosc 

nazywając  ę  kąt  dwóch  kierunków  (A,  B^  G)  i  (a,  C,  y). 
Formuła  pokazuje  że  summa   £m«i   będzie  największa  mo- 
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żebna,  w  czasie  t^  gdy  kąt  <p  stanie  się  zero,  to  jest  gdy  płas- 
czyzaa  P  bę4zie  prostopadła  do  kierunku  (A^  B^  G).  Ale  ten 
kierunek  jest  stateczny,  bo  k^ty  A,  B,  G  zaleJ^^  od  samych 
tylko  statecznych  c,  &,  c".  ¥^ięc  istnieje  ptasczyzna  wyznaczona, 
mająca  równanie 

<fX'\-  c'y  4-^«  =0, 

na  której  opisane  powierzchnie  przez  rzuty  promieni  wodzących 

punktów  układu  i  pomnożone  przez  ich  massy  czynie  summę 
mazimum  w  czasie  t.  To  maximum  summy  imw  mą  wartość 

jm«  =  t^c^  +  c^Ą-c"^. 

Dlatogo  że  płasczyzna  prostopadła  do  kierunku  (A,  B^  C) 
daje  rzeczon§  summę  największa  możebnę,  i  zostaje  ta  sama 
jakikolwiek  jest  czas  upłyniony^  nazwano  ją  płasczyzna  powierz- 
chni mazimum  albo  płasczyzna  niezmienna. 

Płasczyzna  niezmienna^  będ§e  niezależna  od  wielkości  dzia  • 
łań  wzajemnych,  zostaje  tasama  choćby  się  nawet  ustawa  przy- 
ciągania materyi  zmieniła,  albo  ciała  niebieskie  inn^  przybrały 
postać ;  bo  te  zmiany  pochodziłyby  od  sił  równych  i  przeciw- 
nych, dla  których  drugie  strony  równaii  (2)  nie  przestają  być 
zero.  Na  planetach  części  ciekłe  albo  płynne  mogłyby  się  zjedno- 
czyć z  częściami  bryłowemi,  planety  mogłyby  się  połączyć  mię- 
dzy sobą,  albo  się  uderzyć  nawzajem  i  rozbić,  albo  rozprysnąć 
przez  wybuch  gazów,  a  jeszcze  płasczyzna  niezmienna  nie  by- 
łaby naruszona. 

Można  wyznaczyć  płasczyznę  niezmienną  jeśli,  w  pewnej 
chwili,  są  wiadome  massy  różnych  punktów  układu,  ich  poło* 
żenią  i  składowe  prędkości ;  bo  z  nich  wyprowadzają  się  war- 
tości statecznych  c,  c',  d'.  Jakoż,  różniczkując  równania 

inA  =  et,  lmV  =  rV,  zmV  =  c7, 
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mamy 

dt       2       \    dł       ^  dt)        ' 

^    d>:      i^    f  dx         dz\ 

dt       2        \  dł  dt)        ^ 

^    d^"       \  ^    (    dz         dy\        » 
dt       2       y  dt         dł] 

Te  trzy  równania  dajf  wartości  statecznych  c^  c\  c%  gdy  są. 
wiadome,  w  epoce  jakiejkolwiek,  ilości  x,y^  z  i  -t-  ,  -Jf ,  -^ 

dla  wszystkich  punktów  materyalnych  układu. 

Znając  wartości  e,  c',  e",  nietrudno  wykreślić  równanie 
cfX'\-c't/-\-cz  =  0  płasczyzny  niezmiennej.  Dość  tylko,  na 
osiach  spółrzędnych  0X,  OY,  OZ,  wzięć  długości  proporcyo- 
nalne  do  (f,  (/,  c,  i  zbudować  na  nich  równoległościan ;  prze- 
kątna tego  równoległościanu  przechodząca  przez  początek  O 
będzie  prostopadła  do  szukanej  płasczyzny  niezmiennej. 

140.  Patrząc  na  równania  (3)  z  innego  punktu  widzenia, 
można  z  nich  wywieśdź  równie  ważne  jak  ciekawe  następstwa. 
Jakoż,  w  układzie  bryłowym  niezmiennym  wolno  zastąpić  wszys- 
tkie siły  poruszające  przez  trzy  siły  skierowane  wedle  osi  spół- 
rzędnych, i  przez  trzy  dwojany  leżące  na  płasczyznach  spół* 
rzędnych.  Jeśli  więc,  uważając  ilości  ruchu  jako  siły,  będziemy 
je  składali  jak  gdyby  były  przyłożone  do  układu  bryłowego 
niezmiennego,  w  tem  zsdożeniu  równania  (3)  będą  wyrażały  że 
summy  momentów  ilości  ruchu  względem  trzech  osi  spółrzęd- 
nych są  stateczne,  albo  co  to  samo,  że  trzy  dwojany  składowe, 
pochodzące  z  przeniesienia  ilości  ruchu  do  początku  spół- 
rzędnych, są  stateczne.  Ztąd  wnosimy  że  dwojan  wynikowy 
przeniesienia  jest  stateczny,  i  jego  oś  czyni  z  trzema  osiami 
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spółrzędnemi  k§ty  stałe  których  dostawy  s§  proporcyonalne  do 
statecznych  c"^  e\  c.  Otóż,  płasczyzna  tego  dwojanu,  mająca 
kierunek  niezmienny  w  przestrzenia  i  ta  sama  w  każdej  epoce, 
jest  właśnie  płasczyzn^  powierzchni  maximum. 

ZASADA  SIŁ  ŻTWTGH. 

141.  Widzieliśmy  w  dynamice  punktu  że^  gdy  punkt  mate- 
ryalny  m,  do  którego  jest  przyłożona  siła  P,  przebiega  w  cza* 
sie  dt  nieskończenie  mAą  przestrzeń  di,  wieloczyn 

P£bdos(P,  dz)       albo        Vdp 

nazywa  się  nieskończenie  mał§  prac§  siły  P.  {Jwn  I,  n'"*  2&2.) 

Ten  wieloczyn  siły  i  długości,  gdy  osie  spółrzędne  s§  prosto- 
kątne, bierze  kształt  dogodny  do  zastosowań 

Prf/?  =  X&  +  Ydy  +  Zrfz,  j 

który  zarazem  wyraża  twierdzenie  :  Praca  wynikowej  jeit  równa 
gutnmie  prac  sił  składowych. 

Powtarzając  teraz  dowodzenie  użyte  w  zasadzie  prędkości 
przysposobionych ;  łatwo  się  znajduje  że  dwie  siły  równe  i  prze- 
ciwne, działające  z  natężeniem  I  na  dwa  punkta  materyatne 
maj§ce  odległość  r,  rozwijają*  w  nich^  przez  czas  dt^  nieskoń- 
czenie małe  prace  których  summę  przedstawia  ogólnie  wielo- 
czyn 

\dr; 

byle  tylko  wzięto  siłę  I  ze  znakiem  —  gdy  jest  przyciągająca, 
a  ze  znakiem  -|-  gdy  jest  odpychająca. 

To  ustaliwszy^   jeśli    oznaczymy   przez    P    wynikowe  sił 
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lewnętrznych  wprost  przyłożonych  do  punktu  materyalnegowi, 
przez  I  wynikowe  sił  wewnętrznych  układu  i  różnych  oddzia- 
ływań które  na  ten  punkt  wpływaję,  różniczka  siły  żywej 
punktu  m  wyrazi  się  przez 

d^.mv'^  =  2?dp  +  2Wi. 

Przypuśćmy  że  napisano  podobne  równania  dla  wszystkich 
punktów  materyahiych  stanowiących  układ,  i  weźmy  ich  sum- 
mę,  będzie 

d.Zmv'^=  2zPdp  +  2Slrfi. 

Owoż^  jeśli  układ  porusza  się  wolny  w  przestrzeni  oddzisdy- 
wania  zewnętrzne  s§  zero ;  a  siły  wewnętrzne,  bcd§c  po  dwie 
równe  i  wprost  przeciwne,  daj§  prace  wyrażone  przez  wiel oczy ny 
\dr.  Jeśli  zaś  punkta  materyalne  układu  muszą  się  poruszać  na 
stałych  liniach  albo  powierzchniach,  oddziaływania  tych  linij 
albo  powierzchni  nie  wydają  żadnej  pracy,  bo  są  prostopadłe 
do  dróg  przebieżonych.  Więc,  jakikolwiek  jest  układ  matę* 
ryalny  w  ruchu  wolnym  albo  przymuszonym^  mamy  zawsze 
różniczkę  summy  sił  żywych 

( 1 )  d.j:mv^  =  2SPrf/)  +  22  Irfr ; 
której  daje  się  zwykle  ogólną  po*stać 

(2)  d.lmv^  =  2l{Xdx  +  Yrfy  -|-  Zdr). 

Zł^d,  całkując  względem  czasu  /,  otrzymujemy  ogólne  róuma- 
nie  sił  tywych 

imu^  —  2wł;o^  =  IX  f{Xdx  +  Ydy  +  Zdz). 
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W  tem  równanie,  X,  Y,  Z  oznaczają  rzuty  jednej  z  sił  ze* 
wnętrznych  albo  wewnętrznych  układu  roaleryalnego  na  trzech 
osiach  spółrzędnych  prostokęlnych ;  znaki  S  w  pierwszej  stro* 
nie  wskazuję  summy  rozciągające  się  do  wszystkich  punktów 
materyalnych  układu^  a  znak  2  w  drugiej  stronie  wskazuje 
summę  rozcięgajęcę  się  do  wszystkich  sit,  tak  zewnętrznych 
jak  wewnętrznych,  które  działają  na  różne  części  materyalne 
stanowiące  układ. 

Nazywa  się  siła  żywa  układu  mateiyalnego  w  ruchu  summa 
Smt;^  sił  żywych  różnych  punktów  z  których  układ  jest  utwo- 
rzony; ta  summa  sił  żywych  jest  ze  swojej  istoty  dodatna. 
Według  tego,  ostatnie  równanie  wyraża  ogólne  twierdzenie, 
zwane  zasada  sił  żywych,  które  tak  wysłowić  można : 

Przyrost  siły  tywej  układu  materyalnego  w  ruchUy  przez  czas 
jakikolwiek j  jest  równy  podwójnej  summie  prac  wszystkich  sił^  tak 
zewnętrznych  jak  toewnętrznych^  które  działają  na  rótne  ptmkta 
tego  układu. 

Trzeba  uważać  że  w  wysłowieniu  twierdzenia  sity  wewnętrzne 
nie  znikają  tak  jak  w  dwóch  poprzedzajęcych  twierdzeniach 
ogólnych.  Wiemy  albowiem  że  summa  nieskończenie  małych 
prac  dwóch  sił  równych  i  przeciwnych,  wyrażających  działania 
wzajemne  dwóch  punktów  materyalnych,  wtedy  tylko  jest  zero 
gdy  odległość  tych  punktów  nie  zmienia  się  przez  nieskończenie 
mały  czas  do  którego  się  te  prace  odnoszę.  Więc  summa  prac 
sił  wewnętrznych  układu  materyalnego  w  ruchu^  przez  czas 
jakikolwiek^  jest  ogólnie  różna  od  zera  i  wchodzi  do  rachunku 
razem  z  pracami  sił  zewnętrznych. 

\U2.  Całka  sił  żywych.  Istnieje  ważny  przypadek  w  którym 
summa  l(Xdx  •]-  Ydy  -Ą-  Zdz)  prac  sił  tak  zewnętrznych  jak 
wewnętrznych  jest  różniczkę  dokładne  pewnej  funkcyi 


25&  ROZDZIAŁ  I 

spółrzędnych  uważanych  jako  zmienne  niezależne.  Wtedy  ró- 
wnanie sił  żywych  całkuje  się,  i  daje  całkę  określoą^  w  grani- 
cach ^  =  0  i  ^ 

(5)  Imy^  —  smt;©^  =  2f(x,  y,  z,  jc',...)  —  2/i;xo,  yo,  h^  a:'©,...). 

Więc,  gdy  układ  materyalny  przechodzi  z  jednego  położenia 
do  drugiego,  przyrost  summy  sił  żywych  zależy  tylko  od  samych 
spółrzędnych  odpowiedaj^cych  tym  dwom  położeniom  punk- 
tów układu.  Aby  wyznaczyć  ten  przyrost  niema  potrzeby  znać 
aui  zwitków  między  punktami,  ani  dróg  któremi  sdy,  ani 
czasu  przez  który  je  przebiegały. 

Równanie  (3)  pokazuje  że  siła  żywa  Smt;^  układu  bierze 
napowrót  tę  samą  wartość  za  każdym  razem  jak  funkcya 
f[x^  y,  z,  xfy..)  powraca  do  tej  samej  wartości  statecznej. 

Jeśli  punkta  ruchome  układu  zajmują  te  same  położenia 
w  przestrzeni  w  dwóch  epokach  różnych,  summa  sił  żywych 
£mt;^  będzie  miała  tę  same  wartość  w  tych  epokach,  albowiem 
będzie  wtedy 

Smi;^  —  "Lmy^  =  0. 

Ale  to  przypuszcza  że,  z  powrotem  tych  samych  spółrzędnych, 
powraca  ta  sama  wartość  funkcyi  /"(a?,  y,  z,  a/,.. .) ;  co  mogłoby 
nie  mieć  miejsca.  I  tak,  gdyby  summa  2(Xrfa:-[-Ydy-[-Zrfz)  za- 
wierała część    ^  ^  T  '^2       która  jest  różniczkę  dokładną  ilości 

łukstyi^  =  9,  łuk  9  znajdowałby  się  w  funkcyi  f.    Owoż, 

jeśli  w  ogólnym  ruchu  układu  punkt  m(x,  y,  s)  powraca  do 
położenia  które  już  zajmował,  opisując  na  przykład  około  osi 
OZ  spółrzędnych  pewną  krzywe,  oczywiście  w  tych  dwóch  po- 
łożeniach wartości  łuku  O  nie  będą  równe>  ale  będą  się  różniły 
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ilością  2ir;  tym  sposobem  funkcya  f  nie  weźmie  napowrót 
w  drugim  przypadku  wartości  jak§  miała  w  pierwszym. 

Summa  S(X(f2r  -[-  Y(/y  -[~  ^^^)  J^^^  różniczka  dokładne,  gdy 
punkta  materyalne  układu  s^  przyciągane  albo  odpychane  przez 
środki  stałe;  albo  jeszcze  gdy  te  punkta  materyalne  przyciągają 
się  albo  odpychają  nawzajem;  ale  zawsze  w  przypuszczeniu 
że,  w  obydwóch  przypadkach,  siła  przyciągania  albo  odpycha- 
nia jest  jedynie  funkcyą  odległości  od  środka  stałego  albo  od 
punktu  ruchomego  z  którego  wypływa.  Jakoż^  niech  będzie 
R(a,  h^  c)  środek  stały,  przez  który  przechodzi  siła  P  działa- 
jąca na  punkt  materyalny  m{Xj  y,  z)  i  zależąca  jedynie  od  odle- 
głości Km  =  r.  Przypuszczając  siłę  P  przyciągającą,  mamy 

ale  równanie 


daje 


rdr  =:^~  (a  —  x)dx  —  (6  —  y)dy  —  (c  —  i)iz ; 


więc 


\dx  +  Yrfy  4-  Z&  =  —  Prfr  =  —  ą>(r)rfr. 


Ten  wynik,  który  można  było  wprost  otrzymać  [Tom  I,n'*  253), 
pokazuje  że  ilość  Ptfr  jest  różniczką  funkcyi  spółrzędnych 
punktu  m  na  który  działa  siła  P  =  ^(r). 

W  przypadku  gdy  X,  Y,  Z,  X',  Y',  Z'  są  składowemi  dwóch 
sił  P  równych  i  przeciwnych,  które  wyrażają  działania  wza- 
jemne dwóch  punktów  materyalnych  m,  irf  układu,  a  których 
natężenie  zależy  od  samąj  tylko  odległości  r  tych  punktów. 
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i)ędziemy  mieli-  na  mocy  tego  cośmy  na  początku  poprze- 
dzającego numeru  powiedzieli, 

« Xdx  4-  Yrfy  +  Zdz  =  ?dr. 

Ilość  Pefr,  w  -której  P  =  (f{r)  z  założenia,  jest  różniczkę 
funkcyi  spółrzędnych  x,  y,  z,  x\  y',  z',  ponieważ 

Więc  w  tych  przypadkach  summa  Z{Xdx  +  Ydy -[- Zrfz), 
która  się  rozciąga  do  wszystkich  sił  dziataj§cych  na  układa  jest 
różniczkę  funkcyi  spółrzędnych  x,  y,  z,  x',  y\  z\  x%...  ich 
punklów  przyłożenia.  Nasz  układ  planetarny^  którego  różne 
części  sę  poddane  samym  tylko  działaniom  wzajemnym^ 
może  tu  służyć  za  przykład.  W  nim  siła  żywa  raz  się  zwiększa 
drugi  raz  zmniejsza^  a  ilość  ruchu,  jakośmy  widzieli^  zostaje 
stateczna. 

Planeta  opisuje  ellipsę  około  słońca;  od  perihelium  do  aphe- 
lium  odległość  r  rośnie,  a  ponieważ  jest  przyciąganie^  będzie 

—  Prfr  <  O ;  więc  siła  żywa  zmniejsza  się.  Przeciwnie,  od  aphe- 
lium  do  perihelium  jest  —  Prfr  >  O ;  więc  wtedy  siła  żywa  po- 
większa się. 

Gdy  ciało  jest  ściskane,  jego  częsteczki  składowe  zbliżaję  się, 
ale  odpychajęc  się  wzajemnie ;  wtedy  praca  jest  Prfr  <  O,  i 
zmniejsza  siłę  żywe.  A  jeśli  to  ciało  ściśnięte  ł)ędzie  zostawione 
sobie  samemu,  to  się  rozszerzy ;  jego  praca  rozszeraania  się 
będzie  Prfr  >  O,  i  rozwinie  siłę  żywe. 

Gdy  ciało  jest  rozszerzane  przymusem,  na  przykład  wycie* 
gane  na  drót,  jego  częsteczki  składowe  oddalaję  się  ale  przycię- 
gajęc  się  wzajemnie;  wtedy  praca  jest  —  Prfr  <  O,  i  zmniejsza 
siłę  żywe.  A  jeśli  to  ciało  rozszerzone  będzie  zostawione  sobie 
samemu*  to  się  zci(ignie;  jego  praca   zcięgania  się  będzie 

—  Prf;-  >  O,  i  rozwinie  siłę  żywe. 
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•  * 

Jeśli  wszystkie  punkta  materyabe  układa  s§  poddane  sa- 
memu tylko  działaniu  ciężkości,  biorąc  za  oś  rzędnych  pionowe 
idąc%  z  góry  na  dół^  będziemy  mieli 

X=0,  Y  =  0,  Z=zmg; 

wtedy  równanie  sił  2ywych  stanie  się 


lmv^  —  Smwo*  =  22  /  mgdz. 


A  jeśli  oznaczymy  przez  H  cał§  massę  układu  i  przez  Zg 
rzednę  jego  środka  ciężkości,  otrzymamy 

Imtfl  —  Smi^o*  =  2M(Z|  —  Zi«). 

Więc  summ^  sił  żywych  układu  ciężkiego  zmienia  się  tylko 
z  wysokością  jego  środka  ciężkością  rośnie  gdy  się  środek  cięż- 
kości zniża^  a  maleje  gdy  się  on  wznosi.  Nareszcie  summa  sił 
żywych  bierze  napowrót  tę  samą  wartość  za  każdym  razem 
jak  środek  ciężkości  powraca  do  tej  samej  płasczyzny  poziomej. 

Summa  Z{Xdx  A-  \dy  -f-  T^dz)  nie  jest  nigdy  różniczką  do- 
kładną funkcyi  f{x,  y»  z,  ar'...)^  gdy  punkta  materyalne  układu 
doznają  tarcia^  albo  się  poruszają  w  środkach  które  im  stawią 
opór;  jakośmy  to  pokazali  w  dynamice  punktu  materyalnego. 
Siła  tarcia  i  siły  środków  opornych  sprawiają  zawsze  stratę  siły 
żywej  układu^  bo  dają  pracę  odjemną. 

Zasada  zaghowahia  sił  żtwygh.  Jeśli  summa  prac  sił  tak 
zewnętrznych  jak  wewnętrznych  jest  zero,  siła  żywa  Sm** 
układu  zostaje  stateczna;  prędkości  różnych  punktów  matę** 
ryalnych  mogą  się  zmieniać^  ale  ich  zmienności  będą  takie  że 
układ  zachowa  całą  siłę  żywą. 

l&S.  Gdy  równania  związkowe  nie  zawierają  wydatnie  czasu  f , 

uecdamka  17 
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siły  wewnętrzne  nie  wchodzę  do  summy  l{Xdx  4*  Ydjy  -^  Zdz). 
W  tym  dość  obszernym  przypadku  równanie  sił  żywych  wy- 
wodzi się  wprost  z  zasady  d^Alemberta  zkombinowanej  z  zasadę 
prędkości  przysposobionych.  Jakoź^  ta  zasada  daje  ogólne  ró- 
wnanie ruchu 

2{(''-''Sh+(^-»S>+(^-»S)''|=»' 

do  którego  siły  wewnętrzne  nie  wchodzę  (122);  jeśli  więc 
zwięzki  między  punktami  materyalnemi  pozwalaję  dać  ukła- 
dowi za  przemieszczenie  przysposobione  jego  przemieszczenie 
istotne  przez  czas  nieskończenie  mały  ruchu^  to  jest^  jeśli  można 
wzięć  przemieszczenia  przysposobione  ix:,  iy,  ix  równe  istot- 
nym przemieszczeniom  dXf  dy^  dz  układu  przez  czas  (2f,  bę- 
dzie 


zkęd  wynika 


d.Smt?«  =  22:(Xrfar  +  Ydy  +  Zdz). 


Otrzymujemy  więc  tym  sposobem  różniczkę  siły  żywej  układu 
materyalnego  do  której  nie  wchodzę  siły  wewnętrzne. 

Równanie  wyraża  że  nieskończenie  mały  przyrost  summy  sił 
żywych  wszystkich  punktów  układu  jest  równy  podwójnej 
sommie  nieskończenie  małych  prac  sił  poruszajęcych  przei 
czas  nieskończenie  msAy. 

Zatem  równanie  (1)  staje  się 

d.Xmxfl  —  itPdp. 
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Ale  istnienie  tych  równań  opiera  się  na  przypuszczenia  że 
można  wzi^ć 

co  niezawsze  ma  miejsce,  jakośmy  już  gdzieindziej  okazali. 
Wprawdzie  zdaje  się^  na  pierwsze  wejrzenie^  że  między  wszyst- 
kiemi  przemieszczeniami  przysposobionemi^  zgodnemi  ze  stanem 
układu  materyalnego^  wolno  wybrać  to  które  układ  bierze 
istotnie  w  ruchu  rzeczy  wisty  tn.  Ten  wybór  jednak  wtedy  tylko 
jest  możebny  gdy  równania  związkowe  nie  zawierają  wydatnie 
czasu  ^  I  w  samej  rzeczy^  niech  będzie 

L(^  ^>  y>  z,...)  =  0, 

jedno  z  równań  związkowych  do  którego  czas  t  wchodzi  wy- 
datnie. Qdy  się  daje  układowi  przemieszczenie  przysposobione 
zgodne  ze  związkami  jego  punktów  materyalnych^  spółrzędne 
Xf  y,  2,...  biorą  przyrosty  9Xj  iy^.iZy*.,  a  czas  t  pozostaje 
stateczny,  ponieważ  w  tern  przemieszczeniu  związki  powinny 
zostawać  takie  jakie  są  w  uważanej  chwili.  Trzeba  więc  żeby 
spółrzędne  ^^-f-^^^  ^4*^^)  z-{-lz,...  czyniły  zadość  równa- 
niu ^^^,y,'z,  o/...)  =  0^  to  jest  musi  być 

dL^     ,  dL  ^     .  dL 


HS''+S'*+3-»  =  «' 


Owoż^  przemieszczenia  istotne  dxy  dy,  dz....  nie  sprawdzają 
tego  równania,  dlatego  że  X'\-dXf  y  Ą-dy,  i-{-(/z,...  wtenczas 
tylko  zadość  czynią  równaniu  związkowemu  L(^,a;,y^z...)  =  0^ 
gdy  się  w  niem  zmienia  zarazem  czas  /;  co  wymaga  koniecznie 
żeby  było 
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Tym  sposobem  widzimy  jasno  te  dwa  powyższe  równania  lói- 

niczkowe  nie  są  zgodne  tylko  jedynie  wtedy  gdy     ^   =  O, 

o  jest  gdy  czas  t  nie  wchodzi  do  równania  L  =  0.  Więc, 
jeśli  równania  związkowe  L  =  O,  H  =  0^  N  =  0^ ...  nie 
zawierają  wydatnie  czasu  t,  siły  wewnętrzne  nie  wchodzą  do 
równania  sił  żywych. 

Ten  ważny  przypadek  równania  si!  żywych  jest  jedyny.  Aby 
się  o  tern  przekonać^  uważajmy  że,  jakiekolwiek  są  równania 
L=0^  M  =  0,  N  =  0^...  wyrażające  związki  między  n  punk- 
tami materyalymi  układu^  ogólne  zasady  dynamiki,  wyłożone 
na  początku  rozdziału,  dają  do  wyznaczenia  tych  punktów  3n 
równań 

dfi  dy    ^  ^  dy   ^ 


Pomnóżmy  te  wszystkie  równania  odpowiednio  przez  dz, 
dy,  di,...  i  dodajmy,  otrzymamy 

^  rf-Sijo" = S(XdŁc -f  Yrfy + Zdj) + «E(^<te -ł-^rfy  +  ^  rfa  ] 

A.JdU.^  ,  dUL,    ,  dM  .  \   , 
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Owoi^  rółniczkuj^c  równania  związkowe,  mamy 


na  mocy  tych  wartości  poprzedzające  równanió  staje  się 

{k)  irf.Sme^==S(Xrfx+Yrfy+ZA)— A^rfl— ^!^rf^—  ... 

Więc^  jeśli  równania  związkowe  nie  zawierają  wydatnie 
czasu  (,  pochodne  cząstkowe  -^  »  -^  »•••  są  zero^  i  ró- 
wnanie (&)  daje^  przez  inną  melodę^  równanie  różniczkowe  (2) 
sił  żywych  [do  którego  już  nie  wchodzą  siły  wewnętrzne;  a 
jeśli  przeciwnie,  równania  związkowe  zawierają  wydatnie  czas  i, 
wtedy  równanie  [U]  jest  to  samo  w  gruncie  co  ogólne  równa- 
nie (1)^  i  nie  różni  się  od  niego  tylko  samym  kształtem  pod  któ- 
rym siły  wewnętrzne  są  wyrażone. 

i  Aft.  W  układzie  bryłowym  niezmiennym  dr  =  0^  a  wukła- 
dzie  doskonale  ciekłym  1  =  0;  zatem  w  obydwóch  układach 

jest    2  /  Irfr  =  0.  Co  daje 

(5)  zmv^  —  Smt^o^  =  21  jPdp. 

Więc^  przyrost  riiy  tywef  euda  bryłowego  albo  ciekłego  w  ru- 
chu jest  równy  podwójnej  summie  prac  sił  zewnętrznych  wprost 
przyłożonych. 
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Gdy  układ  bryłowy  jest  ze  związkami  zupełaemi,  to  jest^  gdy 
równania  wyrażające  związki  między  jego  n  punktami  materyal- 
nemi  s§  w  liczbie  3n  —  i,  te  punkta  opisuję  linie  krzywe  wy- 
znaczone; wtedy  jedyne  przemieszczenie  przysposobione  mo- 
żebne  jest  to  samo  co  rzeczywiste  przemieszczenie  układu. 
W  tym  szczególnym  przypadku  równanie  sił  żywych  uzupełnia 
określenie  rucbu  każdego  punktu ;  bo^  dołączając  równania 
związkowe,  mamy  zewszystkiem  3n  równań  potrzebnych  do 
wyznaczenia  Zn  spółrzędnych  x,  y,  z,...  w  funkcyi  czasu  L 

Zasada  sił  żywych,  odkryta  przez  Huygensa  jest  równie  prosta 
jak  ogólna.  Wprawdzie  dostarcza  ona  jednego  tylko  równania; 
ale  to  równanie,  dostateczne  w  rucbu  machin  które  są  ukła- 
dami materyalnemi  ze  związkami  zupełnemi,  ma  wielką  waż- 
ność dlatego  że  służy  do  ocenienia  pracy  sił  poruszających 
niezależnie  od  rodzaju  ruchu. 

TWIERDZENIE    OGÓLNE    RUCHU     UKŁADÓW  HATERTALNTCH 
ROZCIĄGNIĘTE  DO  RUCHÓW  WZGLĘDNYCH. 

1^5.  Cztery  zasadnicze  twierdzenia  któreśmy  wyłożyli,  i  z  nich 
wywiedzione  następstwa,  mogą  się  stosować  do  ruchu  układu 
raateryainego  względem  osi  ruchomych,  byle  tylko  do  sił  rze- 
czywistych przyłączono  siły  pozorne  za  pomocą  których  ruch 
względny  przywodzi  się  do  ruchu  rzeczywistego.  Te  siły  pozorne 
są,  jako  wiadomo^  w  liczbie  dwóch  dla  każdego  z  punktów 
materyalnych  układu;  jedna  jest  siłą  bezwładności  odpowieda- 
jącą  ruchowi  uniesienia^druga  siłą  odśrodkową  składaną.  Owoż^ 
są  w  ruchu  względnym  punktu  materyalnego  różne  przypadki 
w  których  te  siły  pozorne  nie  wchodzą  obie  razem^  a  nawet 
i  takie  w  których  żadna  z  tych  sił  zmyślonych  nie  figuruje ; 
rozumie  się  samo  z  siebie  że  te  same  przypadki  zdarzają  się 
w  ruchu  względnym  układów  materyalnych.  O  nich  więc  ogól- 
nie słów  kilka. 
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Gdy  osie  zmienne^  do  których  się  odnosi  mich  względny 
układu  materyaloego^  poruszaję  się  równolegle  do  siebie  samych, 
siły  odśrodkowe  składane  sę  wszystkie  zero ;  wtedy  z  sił  pozór* 
nych  zostaje  tylko  siły  bezwładności  odpowiedajfce  ruchowi 
uniesienia.  A  jeśli  do  tego  jeszcze  ruch  przeniesienia  osi  zmien- 
nych jest  prostolinijny  i  jednostajny^  siły  bezwładności  o  któ- 
rych mowa  s§  także  zero;  w  tym  przypadku  zasadnicze  twier- 
dzenia stosują  się  do  ruchu  względnego  zupełnie  tak  jak  do 
ruchu  samoistego,  bez  przydania  żadnej  siły  pozornej  do  sit 
rzeczywiście  działających  na  układ. 

iftC.  Ruch  układd  matertałnego  wzguedem  osi  maj4GTGH 

UEKUNEK   stateczny  I  PBZEGHODZACYCH   PRZEZ   ŚRODEK  GIEŻKOdCI. 

to  » 

Uważajmy  w  szczególności  przypadek  w  którym  ruchy  różnych 
części  układu  materyalnego  sę  odniesione  do  osi  poprowadzo- 
nych w  kierunku  statecznym  przez  środek  ciężkości,  i  zol>aczmy 
jak  każde  ze  czterech  zasadniczych  twierdzeń  stosuje  się  do 
ruchu  względnego  tego  układu. 

Ogólne  łwierdzenie  ruchu  irodka  eięikoiei  nic  tu  dać  nie  może ; 
bo  jego  celem  jest  pokazać  jak  się  porusza  środek  ciężkości 
układu  materyalnego,  a  my  już  naprzód  wiemy  że  środek  cięż* 
kości  naszego  układu,  wzięty  za  początek  spółrzędnych  zostaje 
niezmienny  w  ruchu  względnym  który  uważamy. 

Przejdźmy  więc  do  ogólnego  twierdzenia  summy  ilości  ruchu 
rzutowanych  na  osi.  Jeśli  oznaczymy  przez  ar,  y,  z  spółrzędne 
jednego  z  punktów  materyalnych  m  danego  układu,  i  przei 
^19  yiy  h  spółrzędne  jego  środka  ciężkością  odniesione  do  trzech 
osi  stałych,  a  nazwiemy  (,  n,  C  spółrzędne  tego  samego  punktu 
m  względem  trzech  osi  ruchomych,  poprowadzonych  przez 
środek  ciężkości  równolegle  do  osi  stałych;  będzie 

ar=ari  +  5,  »=*!  +  *»,  2  =  «i  +  C; 
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zk§d 

V 

dt  dl    '         dt 


-l="t+«S> 


_    dz       ..  dzt    ,    _    rfC 


Owoż  (129), 

Sm^=M§i,  2iii$=M$-S  Sm*r:=M$; 

rf/  dt  dt  di  '  dt  dt 


więc 


ar  ar  at 


Ztfd  wnoiimy  £6  te;  rucha  względnym  układu  nuUeryalnego 
ohdo  irodka  cięikoici  summa  ilości  ruchu  rzutowanych  na  osi 
jakiejkolwiek  jest  zero. 

Aby  się  dowiedzieć  czy  trzecie  ogólne  twierdzenie,  zwane 
zasadę  powierzchni,  stosuje  się  do  ruchu  wi^lędnego,  zobaczmy 
co  się  dzieje  z  siłami  pozomemi.  Owoł,  osie  zmienne  maj§, 
jakośmy  załoiyli,  sam  tylko  ruch  przeniesienia;  zatem  siły  od* 
irodkowe  składane  s§  wszystkie  zero.  Co  do  sił  bezwładności, 
widzimy  łatwo  że  one  s§  równoległe  i  id^  w  stronę  przeciwna 
przyspieszenia  środka  cięłkości  układu,  w  jego  ruchu  samo- 
istym;  a  ponieważ  ten  ruch  jest  wyznaczony  gdy  sc  wiadome 
siły  poruszajęce,  otrzyma  się  wielkość  każdej  siły  bezwładności, 
mnożfc  massę  punktu,  któremu  ta  siła  odpowieda,  przez  przy- 
spieszenie środka  ciężkości  układu.  Te  więc  siły  bezwładności. 
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zło&one  jak  gdyby  działały  na  układ  bryłowy  Diezmienny,  maj^ 
wynikowe  równe  ich  summie  i  przechodząca  przez  środek 
ciężkości  układu;  zatem  summa  ich  momentów  względem  ja- 
kiejkolwiek osi  poprowadzonej  przez  ten  środek  jest  zero. 
Więc  zasada  powierzchni  stosuje  się  bez  przyłączenia  sił  pozor- 
nych do  sił  rzeczywiście  dziidających  na  układ.  Zt§d  wynika  że, 
wprzypadku  szczególnym  w  którym  siły  zewnętrzne  rzeczywiste, 
złożone  tak  jak  gdyby  działały  na  układ  bryłowy  niezmienny, 
maję  wynikowe  zero  albo  przechodzącą  przez  środek  ciężkości 
tego  układu,  zpsada  powierzchni  mamiejsce  w  ruchu  względnym 
o  którym  mówimy,  odnośnie  do  jakiejkolwiek  płasczyzny 
rzutów  przechodzącej  przez  środek  ciężkości ;  byle  wzięto  ten 
punkt  za  początek  promieni  wodzących.  W  tym  przypadku 
płasczyzna  powierzchni  maximum  zachowuje  kierunek  sta- 
teczny w  przestrzeni.  Stosując  to  wszystko  do  ruchu  układu 
planetarnego,  Laplace  znalazł  pierwszy  płasczyznę  powierzchni 
maiimum^  odpowiedającą  środkowi  ciężkości,  w  ruchu  tego 
układu  względem  osi  poprowadzonych  przez  rzeczony  środek 
w  kierunkach  statecznych^  i  dał  jej  imię  płasczyzny  niezmiennej 
którą  zaproponował  na  płasczyznę  stałą  w  ruchu  ciał  niebieskich. 

l/il.  Można  dojść  do  tychsamych  wyników  ogólniej  przez  ana* 
lizę.  Jakoż,  nazwijmy  Xi,^i,Zi  spółrzędne  początku  ruchomego 
trzech  osi  równoległych  do  osi  słałych^  i  połóżmy  jako  wprzódy : 

Jeśli  poniesiemy  te  wartości  do  równań  (1)  numeru  iZk^  ale 

cPjc      d^ti      d^x 
nie  podstawiając  ich  w   -3-5  ,    -yj  ,    t-j  ,    będziemy  mieli, 

biorąc  na  przykład  pierM^sze  równanie^ 
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.   Owo2(129), 


więc 


K^S-''S)=^^'^^-^''^- 


Podstawmy  teraz  «i  +  5   '   yi  +  "    »  x  i  y,  będzie 


<Py 


!»««  -^«2m,  +  sm(cg  -  , g)  =  I(YC  - X,). 


Wykony  wając  podstawienia  takim  samym  sposobem  w  dwóch 
innych  równaniach  układu  (i)^  i  uważając  ie,  na  mocy  zwykłej 
notacyi,  jest 

otrzymamy  ostatecznie  trzy  następujące  równania 

"(«■  ^'-"^■) +*(«§- 'S)=«^^- ^"'' 


Zęby  te  równania  stidy  się  podobnemi  do  równań  rzeczonego 
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okładu  (1),  tneba  łeby  tny  dwumiany 

były  zero.  Tego  potrójnego  warunku  mołna  dopełnić  trzema 
sposobami. 

1*  Bioręc  środek  cięłkości  układu  materyalnego  za  poczgtek 
ruchomy  Oi{xuyuh)  8l3ÓłrzędDycb  względnych  S,  «,  C*  przy- 
wodzimy dwumiany  do  zera;  bo  wtedy Si=0^  111=09  Ci=:0. 

2"*  Te  dwumiany  będę  jeszcze  zero,  jeśli  weźmiemy  za  poczę- 
tek  ruchomy  Oi  punkt  majęcy  w  przestrzeni  ruch  prostolinijny 

i  jednostajny;  bo  wtenczas    •g§^=0,    ^  =  0,    ^  =  0. 

3*  Nakoniec  dwumiany  zniknę^  jeśli  poczętek  0|  ma  ruch 
wyznaczony  przez  warunki 


<ftr,      dV« 

dht 

dfi       dfi 

dfi 

Ci         Vi   ~ 

~  Cl 

to  jest^  jeśli  kierunek  przyspieszenia  punktu  Oi  przechodzi 
przez  środek  ciężkości  układu. 

Wybierajęc  poczętek  ruchomy  spółrzędnych  względnych  jed- 
nym z  trzech  wskazanych  sposoł)ów,  znajdziemy  równania 

(6)  I«(cg~C^)  =  Z(XC-Z€), 
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które,  majęc  ten  sam  kształt  co  równania  (i)  numeru  13^^  pro-« 
w'adz§  do  tych  samych  następstw.  Więc,  jeśli  sity  poruszające 
różnych  punktów  materyalnych  układa  czynie  sobie  równo- 
wagę, albo  jeśli,  złożone  jak  gdyby  działaty  na  układ  nie- 
zmienny, maj9  wynikowe  przechodzące  przez  początek  ruchomy 
spółrzędnych,  drugie  strony  równań  (6)  będ^  zero;  ztąd  wynika 
że  powierzchnie  opisane  przez  rzuty  promieni  wodzących  na 
jednej  z  płasczyzn  spółrzędnych  i  pomnożone  przez  massy  punk- 
tów odpowiedaj^cycb,  czynie  summy' które  rospą  proporcyo^ 
nalnie  do  czasu  poczynając  od  epoki  jakiejkolwiek.  Tym  tedy 
sposobem  zasada  powierzchni  zostaje  sprawdzona  względnie 
do  początku  ruchomego  spółrzędnych.  W  naszym  układzie 
planetarnym  można  wzi§ć  środek  ciężkości  za  początek  ruchomy 
spółrzędnych,  albowiem  siły  poruszające  tego  układu  przywodzę 
się  do  działań  wzajemnych  między  różnemi  jego  częściami ; 
i  zasada  powierzchni  ma  miejsce  na  każdej  płasczyznie  popro- 
wadzonej przez  środek  ciężkości. 

W  zastosowaniu  za^iody  sił  iywych  do  ruchu  względnego, 
układu  materyalnego  jakiegokolwiek,  trzeba  uważać  przede 
wszystkiem  że  siły  odśrodkowe  składane  znikają  same  z  siebie; 
albowiem,  każda  z  nich,  będęc  prostopadła  do  prędkości 
względnej  punktu  do  którego  jest  przyłożona,  daje  pracę  zero 
w  ruchu  względnym. 

Ztęd  wynika  że  zasada  sił  żywych  stosuje  się  do  ruchu  układu 
materyalnego  względem  osi  poprowadzonych  w  kierunku  sta- 
tecznym przez  środek  ciężkości,  bez  przydania  żadnej  siły  po- 
zornej  do  sił  rzeczywiście  działających  na  ten  układ.  Albowiem, 
na  mocy  tego  cośmy  poprzednio  powiedzieli,  summa  prac  sił 
bezwładności  może  być  zastąpiona  przez  pracę  ich  wynikowej 
która  przechodzi  przez  środek  ciężkości  układu;  więc  ta  summa 
prac  jest  zero  w  obecnym  ruchu  względnym,  ponieważ  środek 
ciężkości  nie  przemieszcza  się  względem  osi  ruchomych.  To 
nie  miałoby  miejsca,  gdyby  wzięto  za  początek  ruchomy  spół- 


TWIBRDZEHIA  ZhUAmiCSK  DYNAMIKI  OGÓLNEJ.  269 

rzędnych  inny  porikt  ruchomy,  chyba  żeby  ten  punkt  mia! 
ruch  prostolinijny  i  jednostajny. 

148.  Rozkłada  się  czasem  ruch  układu  materyalnego  na  dwa 
inne  ruchy^  z  których  jeden  jest  ruchem  względnym  do  osi 
poprowadzonych  w  kierunku  stałym  przez  środek  cięikości, 
a  drugi  ruchem  tych  osi  samych.  Yi  tym  przjpadku  istnieje 
ważny  zwifzek  między  sił^  żyw^  lmv^  ruchu  samoistego  i  sił^ 
żyw§  ruchu  względnego  które  oznaczymy  przez  imufl.  I  w  sa- 
mej rzeczy,  dla  punktu  wi(xi+C,  yi  +  ^i  Zi-fO  jest  oczy- 
wiście,, 

dfi  '  dfi 


'^   \dt  dt'^  di  dt'^  di  dt) 


Jeśli  pomnożymy  obie  strony  przez  massę  m  punktu,  i  weź- 
miemy summę  podobnych  równań  odnoszących  się  do  wszyst- 
kich punktów  materyalnych,  nazywając  M  massę  układu,  będzie 

Owoż,  ponieważ  środek  ciężkości  układu  jest  wzięły  za  po- 
czętek  ruchomy  spółrzędnych,  mamy 

IwiC  =  O,  imn  =  O,  ImZ  =  O, 

i  temsamem 

otrzymujemy  więc  formułę 

(7)  lmv^  =  Mut^  +  lmw\ 
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która  pokazuje  że  siła  żywa  ukbdu  materyalnego  w  ruchu  jest 
równa  sile  żywej  pochodzącej  z  jego  rachu  względnego  (Aoło 
środka  ciężkością  powiększonej  sił§  żywą  którąby  miała  cała 
massa  przeniesiona  do  tego  środka. 

Zastąpmy  teraz  w  równaniu  (2)  ilości  Smt;^  x,  y,  z  przez 
ich  wartości  yLv^  -f-  S^w^'?    ^i  +  C>  yi  +  Uj  «i  +C;    będzie 

rf.Mt;i«4^.Smtt^2==2S(X(fei+Yrfy,+Zrfz,)+2l(XrfC+Y^^ 

Ale,  na  mocy  twierdzenia  ruchu  środka  ciężkości  układu 
materyalnego^  jest 

*  rf.Mi;,« = dx,lX  +  dyiSY  +  (fc|lZ  =  l(Xrfx,  +  \dy,  -f  Z(fe.) ; 

więc,  podstawiając  tę  wortość,  znajdujemy  równanie 

(8)  d.Smw;2  =  22(XrfC  +  Yrfi,  +  ZdC), 

które  dowodzi  że  różniczka  siły  żywej  układu  materyalnego, 
w  ruchu  względnym  około  środka  ciężkości,  jest  taka  jak  gdyby 
ten  ruch  był  samoisty. 

Powiedziawszy  wszystko  co  jest  ogólnego  w  dynamice  układu 
materyalnego  jakiegokolwiek,  nim  pójdziemy  dalej  zastosujemy 
najpierwej  ogólne  zasady  ruchu  do  kilku  przykładów,  aby 
lepiej  pokazać  ich  doniosłość  w  Mechanice  rozumowej  i  użytek 
w  Mechanice  praktycznej. 


STAŁOŚĆ  RÓWNOWAGI  tSŁADÓW  BBTŁOWTGH. 

i&9.  Gdy  uUad  punktów  materyalnycb  w  ruchu,  pod  działa-^ 
niem  sił  jakichkolwiek,  przechodzi  przez  położenie  w  którem 
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te  siły  czynie  sobie  równowagę,  wtedy,  na  mocy  zasady  pręd- 
kości przysposobionych  jest  równanie 

2(X»x+Y*y  +  Zfe)  =  0 

do  którego  siły  wewnętrzne  nie  wchodzą.  Owoż,  jeśli  równania 
L  =  O,  M  =  O,  N  =  O, . . .  wyrażajęce  związki  między  punk- 
tami materyalnemi  nie  zawieraję  wydatnie  czasu  ^  jako  na 
przykład  w  układach  bryłowych  niezmiennych,  można  wzięć 
8x=:dx,  Syz=zdy,  izz=:  dz,... ;  będzie  więc 

l{Xdx  +  Yrfy  4-  Zdz)  =  O      albo      d:^v^  ±=:  0. 

Ztęd  wnosimy  że,  gdy  układ  bryłowy  przechodzi  przez  poło- 
żenie w  którem  siły  porusiajęce  czynię  sobie  równowagę, 
wtenczas  summa  sił  żywych  imt^  jest  zwykle  maximum  albo 
minimum. 

Ale  wzajemnica  nie  jest  ogólnie  prawdziwa.  Albowiem,  jeśli- 
w  pewnem  położeniu  układu  summa  sił  żywych  jest  maximum 
albo  minimum,  nie  idzie  za  tern  koniecznie  żeby  w  tem  poło- 
żeniu układu  siły  poruszające  czyniły  sobie  równowagę;  chyba 
że  układ  jest  ze  zwięzkami  zupełnemi.  Jakoż,  mamy  wprawdzie 

dlnnfl  =  O 

i  temsamem 

S(Xrfx  4- Yrfy  +  Zrfz)  =  0. 

Ale  ztęd  nie  wynika  żeby  summa  prac  przysposobionych 

S(X*p  +  Y^  +  Ziz) 

była  zero;  bo  przemieszcsienie  przysposobione  jakiekolwiek  nie 
jest  koniecznie  przemieszczeniem  rzeczywistem  które  jest  je- 
dyne; ix,  <y,  te,.. i  mogę  mieć  inne  wartości  nił  c(r,  dy,  dM,... 
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Chyba  ie  układ  ma  zwi^i  zupełne;  w  tym  tylko  szczególnym 
przypadku  przemieszczenia  przysposobione  &r,  iy^  As,...  nie 
różni-  się  od  przemieszczeń  istotnych  tfx,  dy^  dz^...  jakośmy 
już  widzieli.  To  wszystko  dowodzi  zarazem  że  wzajemnica  jest 
prawdziwa  w  układzie  bryłowym  ze  związkami  zupełnemi. 

Uważajmy  teraz  położenie  równowagi  układu  bryłowego^ 
w  założeniu  że  istnieje  fuukcya  sił  U  której  X;Y,Z,  X'... 
s^  pochodnemi,  albo,  co  to  samo,  przypuszczając  ,że  summa 
l{Xdx  -|-  Ydy  -{-  Zdz)  jest  różniczką  dokładną  pewnej  funkcyi 
spółrzędnych   x^y,  z,x^...  uczyńmy 

52(Xrfa;  -f  Ydy'-\'2dz)  =  df{x,  y,  z,  o:',...); 

będziemy  mieli  równanie  sił  żywych 

lmv^  =  C-\'f{x,  y,  z,  ar',...)» 

W  którem  funkcya  /(x,  y,  «,x',...)  jest  zwykle  niaximum  albo 
minimum.  Owoż,  gdy  funkcya  f{x,y,z^x\,.,)  jest  maximum, 
wtedy  równowaga  układu  bryłowego^  jeśli  istnieje^  jest  zawsze 
slsJa;  to  jest,  jeśli  oddalono  bardzo  mało  punkta  układu  od  po- 
łożenia równowagi^  nadając  im  prędkości  początkowe  dostate- 
cznie małe,  przemieszczenia  tych  punktów  względem  położenia 
równowagi  zostaną  bardzo  małe^  i  nie  przejdą  pewnych  wyzna- 
czonych granic. 

To  twierdzenie*  jedno  z  najważniejszych  Mechaniki^  bo  na 
niem  się  opiera  teorya  małych  oscyllacyj,  dopiero  w  ostatnich 
czasach  zostało  dowiedzione  z  pożądaną  ścisłością  przez  Lejbune- 
DiRiGHLET,  którego  dajemy  dowodzenie,  cokolwiek  zmodyfiko- 
wane (•). 


{*)  Zobacz  Journal  des  mathimałigues  pures  et  appliqu6es  par  J.  Lioo* 
YiLLZ,  tomc  V,  StabiUłe  de  i'equiŁ%bre  par  Lejedhe-Dirichlet. 
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Z  przyczyny  równaii  związkowych  L  =  O,  M  =  O,  N  =  O,... 
spółrzędne  wszystkich  punktów  materyalnych  układu  s§  funk- 
cyami  małej  liczby  zmiennych  niezależnych.  Oznaczmy  przez 
^'\'Py  ^-^Ci  y  +  ^>  *  •  -  ^^  zmienne  niezależne^  nazywając 
a,  6,  y,...  ich  wartości  odpowiedające  położeniu  równowagi, 
azaś  p,  9,  r,...  przyrosty  na  końcu  czasu  t.  Tym  sposobem 
funkcya  f  spóh^zędnych  x,  y,  z,...  przedstawi  się  przez  funk- 
cyę  f  zmiennych  niezależnych,  i  będzie 

Smt;^:=s  C  +  c(a  +  p,  6  -f-  J,  y  +  r,.. .). 

Funkcya  f(a,  6,  y,...)  odpowiedaj^ca  wartościom  p  =  O, 
9  =  0,  r  =  O, . . .  wyraża  wartość  maximum  albo  minimum 
względna  do  położenia  równowagi.  A  jeśli  wyznaczymy  state- 
czne dowolna  G,  uważając  na  stan  początkowy  dany  w  którym 
^o^  Poj  9o9  ^09- •  sę  wartościami  ilości  Vyp,q,  r,...  otrzymamy 

Przypuśćmy  teraz  że  funkcya  c(a,  c,  ył--)^  odpowiadająca 
położeniu  równowagi  układu,  jest  maximum,  i,  ponieważ  ta 
wartość  funkcyi  jest  większa  od  każdej  innej  bezpośrednio  są- 
siedniej, połóżmy 

<^{a-^p.  C+y,  y  +  r,...)  =  f{«,  C,  yj. .•)—+(?>  ?»  ^— )^ 

oznaczając  przez  ^(p,  c^,  r,...)  funkcyę  dodatni;  będziemy  mieli 

f(«+Po»  ^  +  ?o>  y  +  ^o»--)  =?(«>  ^>  yv)""+(/^o^^/oi  ^Oł-O 

Zt§d  wynika  że 

^(0,  O,  0,,..)  =  0. 


MBCHAWIA 


U 
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Podstawiając  te  wartością  znajdujemy 

Poprzedzające  równania  pokazują  ie  można  zawsze  wyzna- 
czyć wielkości  dodatne  pi,  ^i,  ri,...  dostatecznie  małe,  i  takie 
żeby  funkcya  ^(p,  g,  r,...)  była  cięgle  dodatna,  gdy  wartości 
samoiste  zmiennych  />,  9»  r,...  nie  przechodzę  granic  }7i,  ^d  ri,... 
Nazwijmy  k  najmniejsze  ze  wszystkich  wartości  dodatnych  ja- 
kie bierze  funkcya  ^,  q,  r,..,);  gdy  przynajmniej  jedna  ze 
zmiennych  p^  q,  r^...  dosięga  swojej  granicy. 

To  ustaliwszy^  nietrudno  dowieśdź  że,  jeśli  po,  g^,  r^,,..  sę 
wzięte  liczebnie  mniejsze  od  pi,  ^i,  ri,...,  i  zarazem  czynię  za- 
dość nierówności 

każda  ze  zmiennych  p,  g^  r,. ..  zostanie  przez  cały  czas  ruchu 
mniejsza  od  odpowiednej  granicy  pi,  gu  ni--  Jakoż,  gdyby 
się  mogło  stać  przeciwnie,  ponieważ  zmienne  p,  g,  r,...  sę 
funkcyami  cięgłemi  czasu  /,  trzebaby  najpierwej  żeby,  w  pe- 
wnej chwili,  jedna  albo  kilka  tych  zmiennych  były  liczebnie 
równe  odpowiedajęcym  granicom  pi,  gi,  r^,.,.  a  żadna  z  po- 
zostałych nie  przewyższała  swojej;  wtenczas  warlość  funkcyi 
^(Pj  g,  r,...)  stałaby  się  większe  od  liczby  k  albo  przynajmniej 
jej  równe;  byłoby  więc 

2m»o^  +  +(po,  goj  ^  o,... )  —  +{/'>  9»  '•,...)<  O, 
albo 

2wt;2  <  0. 

Co  niedorzeczne,  bo  summa  sił  żywych  jest  ilościę  dodatnę. 

Więc  zmienne  p,  ;,  r,...  mogę  być  tak  msde  jak  się  podoba, 
dlatego  że  po,  ^o^  ^o>«**  mogę  być  wzięte  także  tak  małe  jak 
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się  podoba;  zatem  punkta  uUadu  oddalaj^i  się  bardzo  mało  od 
położenia  równowagi,  oscylluj^c  okdo  niego;  co  właśnie  ozna- 
cza równowagę  stałg. 

Ztfd  wynika  jeszcze  ie  prędkości  v  punktów  układu  będą 
zawsze  zawarte  między  granicami  wyznaczonemi^  ponieważ  jest 
zawsze 

rmt;'  ^  Smwo*  +  MPoy  ?o»  ''or  ••)• 

150.  Aby  jasno  pojmować  na  czem  zale2y  stałość  albo  nie- 
stałość równowagi,  uważajmy  różne  położenia  punktu  cięż- 
kiego m  na  linii  stałej  jakiejkolwiek  ABC.  Przypuśćmy  naj- 


pierwej  że  punkt  m,  poprostu  położony  na  linii  AB,  zajmuje 
na  jej  wklęsłości  miejsce  M  najniższe  możebne  względem 
sąsiednich.  W  tem  położeniu  punkt  ciężki  m,  nie  mający  ża- 
dnej prędkością  ani  początkowej  ani  nabytej,  zostaje  w  spo- 
czynku; bo  ciężkość,  jego  jedyna  siła  poruszająca,  jest  normalna 
do  linii  stałej  AB  i  przez  ni^  zniszczona.  Jeśli  punkt  m  jest 
trochę  oddalony  od  położenia  M  równowagi,  w  jedne  albo 
w  drugę  stronę,  wtedy  siła  ciężkości,  przestając  być  prostopadła 
do  linii  AB,  rozkłada  się  na  siłę  styczennąi  normalne;  ostatnia 
jest  zniszczona  przez  linię  stałe  AB,  a  styczenna  ciągnie  punkt 
m  ku  położeniu  M,  około  którego  ci^gleby  oscyllował  gdyby 
nie  było  tarcia.  To  właśnie  stanowi  równowagę  stał^  punktu 
ciężkiego  m.  Nietrudno  teraz  pojęć  że  punkt  ciężki  m  zajmu- 
jęcy  miejsce  N,  najwyższe  możebne  na  wypukłości  linii  BG 
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iest  w  równowadze  niestałej;  albowiem,  jakkolwiekby  mało 
oddalono  ten  punkt  od  położenia  N  równowagi,  siła  ciężkością 
przestaj§c  być  prostopadła  do  BG,  rozłożyłaby  się  na  styczenn§ 
i  normalną;  ostatnia  byłaby  zniszczona  przez  linię  stałe  BC^  ale 
styczenna  zcięgałaby  na  dól  punkt  m  i  corazby  go  więcej  od- 
wodziła od  położenia  N  równowagi. 

Te  oba  przypadki  równowagi  rozróżniają  się  analitycznie. 
Jakoż,  weźmy  oś  rzędnych  z  pionową  i  skierowaną  w  stronę 
ciężkości,  i  przypuśćmy  że  punkt  ciężki  m,  wychodząc  z  punktu 
O  bez  prędkości  początkowej,  porusza  się  na  linii  stałej  ABC 
{fig.  powyższa) ,  Widzimy  zaraz  że  siła  żywa  punktu  mate- 
ryalnegp  m,  wyrażona  przez  całkę 


fnv^ 


=  2  j{Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  =  2mgz, 


ma  wartość  masimum  2m^.MP  w  położeniu  M  równowagi 
stałej,  a  zaś  wartość  minimum  2mg.HQ  w  położeniu  N  równo- 
wagi niestałej. 

To  ustaliwszy,  szukajmy  w  jakiem  położeniu  układ  bryłowy 
ciężki  jakikolwiek  może  być  w  równowadze  stałej.  Biorąc  osie 
spółrzędnc  jako  wyżej,  znajdujemy  : 

/  S(Xrfx  +  Ydfj  -f  Zdz)  —  I  imgdz  —  glmz  +  C. 

Na  mocy  twierdzenia  dowiedzionego  w  numerze  popi*zedza- 
j^icyni,  układ  bryłowy  będzie  w  równowadze  stałej  jeśli  funk* 
cya  sił  U=Z9nz  ma  wartości  maximum,  to  jest  gdy  summa 
2r/rffis,  wyrażająca  funkcyę  spółrzędnych  f(x,  y,  z,  x\..)  jest 
maximum.  Owoż,  nazywając  M  massę  całego  układu  i  z^  rzednę 
jego  środka  ciężkości,  mamy  równość 

kióTh  pokazuje  że  summa  2gzmz  jest  maximum  jeśfi  rzędna  z^ 
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dosięga  wartości  maximum;  co  ma  miejsce  gdy  środek  cięż- 
kości układu  znajduje  się  najniżej  możebnie. 

Zt§d  łatwo  wnosimy  że  układ  bryłowy  ciężki  jest  w  równo- 
wadze niestałejt  i  za  najmniejszem  poruszeniem  przechybnie 
jeśli  summa  sił  imz  jest  minimum ;  co  ma  miejsce  gdy  środek 
ciężkości  znajduje  się  najwyżej  możebnie. 

Więc,  według  jak  siła  żywa  układu  bryłowego  ciężkiego  jest 
maximum  alt>o  mininmm,  jego  równowaga,  jeśli  istnieje,  jest 
stała  albo  niestała. 


UDEKZENIA  CIAŁ  BRYŁOWYCH. 

151.  Gdy  dwa  ciała  bryłowe  poruszają  się  w  przestrzeni,  a 
wedle  ustawy  ruchu  maj§  zajmować  w  tej  samej  chwili  jedno  i 
tosamo  miejsce,  wtedy,  z  przyczyny  nieprzenikliwości  materyi, 
nie  mog^c  się  znajdować  oba  razem  na  tern  miejscu,  skoro 
przychodzę  do  zetknięcia  oddziaływają  przeciw  sobie,  i,  odpie- 
rając się  mniej  więcej  gwałtownie,  sprawiaję  to  co  się  nazywa 
uderzeniem.  Czas  przez  który  trwa  uderzenie,  chociaż  jesŁ  nie- 
zmiernie krótki,  zawiera  jednak  dwa  różne  okresy.  W  pier  - 
wszym  ciała  się  naciskaję  i  zwężaję,  wy wierajęc  na  siebie  parcia 
równe  i  przeciwne;  a  gdy  ich  odkształcenie  stało  się  największe 
możebne,  wtedy  posiadaję  oba  tę  sarnę  prędkość  normalne 
w  punkcie  zetknięcia.  W  drugim  okresie  te  ciała  wracaję  mniej 
więcej  do  pierwotnego  kształtu,  i,  odpychajęc  się  nawzajem, 
tem  więcej  się  oddalaję  im  większa  siła  ich  sprężystości* 

Ciała  bryłowe  naturalne  sę  wszystkie  mniej  więcej  sprężyste ; 
ale  stopień  sprężystości  jest  bardzo  rozmaity.  Żeby  łatwiej  po- 
jęć skutki  uderzeń,  potrzebujemy  rozróżnić  dwa  idealne  stany 
ciid  bryłowych,  to  jest  ciała  zupełnie  niespręiyste  i  ciała  dos^ 
kanale  spręiyste;  między  temi  ciałami  skrajnemi  mieszczę  się 
wszystkie  ciała  naturalne. 

Gdyby  dwa  ciała  które  się  uderzaję  nie  posiadały  żadnej  sprę- 
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żystości,  toby  po  uderzeniu  się,  dosięgnąwszy  największego 
odkształcenia,  przestały  działać  na  siebie,  i,  jedno  przy  dnigiem^ 
zachowując  kształt  jaki  im  nadało  ciśnienie,  poruszałyby  się 
oba  razem  z  prędkością  spoinę.  Wtedy,  w  skutek  ciśnienia  które 
zbliżyło  czystki  dwóch  ciał  sęsiednie  punktu  zetknięcia,  praca 
pochodzęca  z  oddziaływań  tych  częstek  byłaby  odjemna 
w  pierwszym  okresie  uderzenia,  Mr  <  0;  a  ponieważ  w  dru- 
gim okresie  niema  żadnego  działania  częsteczkowego,  ztęd 
wnosimy  ie  na  końcu  uderzenia  się  dwóch  ciał  niesprężystycb 
siła  iywa  układu  jest  mniejsza  niż  na  poczętku.  Jest  więc  i/rato 
sił  tywych  w  uderzeniu  się  ciał  zupełnie  niesprętystych. 

A  gdyby  dwa  ciała  bryłowe  po  uderzeniu  się  wracały  całko- 
wicie do  pierwszego  kształtu,  to  jest  gdyby  były  doskonale  sprę- 
tijstey  ich  częstki,  przemieszczone  tern  uderzeniem,  zajmowa- 
łyby napowrót  położenia  jakie  miały  przed  uderzeniem;  zatem 
cała  praca  wynikajęca  z  ciśnień,  i  zależęca  jedynie  od  zmiany 
odległości  tych  czystek,  byłaby  zero  dla  całego  czasu  przez 
który  trwało  uderzenie.  Zt^d  wnosimy  że  summa  sił  żywych 
układu  dwóch  ciał  doskonale  sprętystych  bierze  na  końcu  uderzenia 
wartość  jaka  micda  na  początku. 

W  naturze  dzieje  się  rzeczy  inaczej,  bo  niema  ciał  natural- 
nych ani  zupełnie  niesprężystych  ani  doskonale  sprężystych. 
Ciała  bryłowe  choćby  najmiększe  posiadaję  zawsze  pewną  sprę- 
żystość, a  kość  słoniowa  i  kauczuk,  najsprężystsze  z  ciał  natu- 
ralnych, nie  S9  jeszcze  doskonale  sprężyste.  Nadto,  ciała  po 
uderzeniu  nie  wracają  bezpośrednio  do  pierwotnego  kształtu ; 
wykonywają  albowiem  szereg  oscyllacyj,  których  obszerność 
jest  wprawdzie  bardzo  mała  ale  prędkość  niezmiernie  wielka; 
te  drgania  cząstkowe  pochłaniają  część  siły  żywej.  Otóż  dla- 
czego na  końcu  uderzenia  się  ciał  naturalnych  jest  zawsze 
strata  sił  żywych. 

152.  Doświadczenie  nauczyło  że  siły  cząsteczkowe,  rozwinięte 
praez  uderzenie,  mają  natężenia  nieporównalnie  większe  od 
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natęłeń  sił  ciągłych  które  się  ukazuje  w  agawiskach  naturak 
nych^  jako  napnykład  ciężkość,  i  t.  p.  Dlatego  te  ostatnie  siły 
mog9  być  zaniedtiane  względnie  do  sił  uderzeń;  bo  ich  wpływ, 
przez  czas  niezmiernie  krótki  przez  który  działa  uderzenia^  jest 
prawie  nic  nieznaczjcy. 

Jeśii^ir  punkcie  zetknięcia  dwóch  ciał  uderzajęcych  się  pręd- 
kości nie  sc  skierowane  wedle  spólnej  normalnej,  to  się  roz- 
kładają na  dwie  inne,  z  których  jedna  ma  kierunek  normalnej  a 
druga  leży  na  płasczyznie  stycznej.  Każda  z  prędkości  styczeń- 
nych,  złożona  z  drugf  wzięte  w  stronę  przeciwns,  daje  prędkośd 
ślizgania  jednego  cMs.  na  drugiem  na  początku  uderzenia.  Ta 
prędkość  ślizgania  zmienia  się,  w  każdej  chwili  uderzenia,  z  ru- 
chem wirowania  dwóch  ciał  ok<do  ich  środków  ciężkości  gdy 
normalna  spoina  nie  przechodzi  przez  te  dwa  punkta. 

Nawet  zaniedbując  działania  c^istecdLOwe  styozenne  w  punk- 
cie zetknięcia  dwóch  oid  uderzających  się,  i  przypuszczajfc 
że  te  ciida  po  uderzeniu  nie  zmieniają  znacznie  swojego  kształtu, 
teorya  ogólna  uderzeii  ciał  jakichkolwiek,  przedstawia  jeszcze 
wielkie  trudności,  z  przyczyny  niewiadomych  wzajemnych  dzia-> 
łań  jakie  częstki  składowe  tych  ciał  wywierają  na  siebie ;  ale 
się  wielce  ułatwia,  gdy  uderzenie  jest  proste^  to  jest  gdy  pręd- 
kości dwóch  ciał  w  chwili  zetknięcia  maj§  kierunek  spoiny 
normalnej,  i  gdy  ta  normalna  przechodzi  przez  środki  ciężkości. 

Nie  mog^c  wyłożyć  całej  teoryi  uderzeń,  która  dot^d  nie  jest 
ustalona,  damy  szczegółowe  wyobrażenie  o  uderzeniu  prostem, 
a  powiemy  tylko  słów  kilka  o  uderzeniu  pochyłem. 

15S.  Udkrzenie  proste.  Dla  uproszczenia  wykładu,  będziemy 
uważali  uderzenie  się  dwóch  ciał  sferycznych  złożonych  z  war- 
stew  jednorodnych,  przypuszczając  że  te  ciała  maj^  ruch  prze- 
niesienia równoległy  do  linii  prostej  która  ł^czy  ich  środki 
ciężkości  C,  C 

Niech  będ^  m,  m'  massy  dwóch  ciał,  «,  vf  ich  prędkości  na 
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pocsitku,  a  VyV'  prędkości  na  końcu  uderzenia;  przypuszczajęc 


prędkości  v^  t/  skierowane  w  tę  sam^  stronę,  jeili  v  >  t;'  to 
massa  m  uderza  massę  m'y  według  powyższej  figury. 

Owoż,  skoro  massy  m,  m'  w  ruchu  spotykają  się,  między 
ich  częstkami  najbliższemi  punktu  zetknięcia  następuje  wza- 
jemne ciśnienie;  z  przyczyny  tego  ciśnienia  rozwijają  się  siły 
które  zmniejszają  prędkość  v  a  powiększają  prędkość  v\  Zatem 
na  koiicu  pewnego  czasu,  zawsze  bardzo  krótkiego,  oba  ciała 
mają  spoiną  prędkość.  Ale,  od  chwili  w  której  dwa  ciała  ude- 
rzające się  nabywają  tej  spólnej  prędkości,  rzeczy  dzieją  się 
różnie  według  różnej  sprężystości.  Siły  cząsteczkowe,  które 
sprawiły  równość  prędkości  dwóch  brył,  powstały  jedynie 
skutkiem  ich  odkształcenia  w  pobliżu  punktu  zetknięcia ;  ciała 
bryłowe  spłasczyły  się  przy  tym  punkcie,  i  ich  spłasczenie 
dopóty  się  powiększało  dopóki  prędkość  ciała  m  była  większa 
od  prędkości  ciała  m';  ponieważ  w  tym  razie  środek  ciężkości 
pierwszego  ciała  zbliżał  się  ciągle  do  środka  ciężkości  drugiego. 
Dosięgnąwszy  największego  możebnego  odkształcenia,  te  dwa 
ciała,  jeśli  są  zupełnie  pozbawione  sprężystości,  nie  dążą  do 
odzyskania  kształtów  jakie  miały  przedtem,  i,  przestając  działać 
na  siebie,  od  chwili  w  której  ich  prędkości  stały  się  równe 
poruszają  się  razem  jedno  przy  drugiem,  z  prędkością  spoiną. 
Jeśli  zaś  przeciwnie,  dwa  cicda  uderzające  się  są  doskonale  sprę- 
żyste, doznawszy  największego  spłasczenia  w  chwili  w  której 
ich  prędkości  są  równe,  usiłują  swoją  sprężystością  zniszczyć 
to  spłaszczenie;  więc  od  tej  chwili  prędkość  ciała  m  jeszcze 
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się  zmniejasa  a  prędkość  cia!a  iri  zwiększa^  tak  że  te  ciała, 
odpychaJ9C  się  nawzajem^  rozdzielają  się  nareszcie  z  prędko* 
iciami  róinemi. 

Szukajmy  teraz  prędkości  jakie  bior^  dwa  ciała  po  uderzeniu 
się,  przypuszczaj§c  że  sf  albo  zupełnie  niesprężyste  albo  dos- 
konale sprężyste. 

Wedle  naszych  założeń,  układ  dwócli  ciał  bryłowych  uderza- 
jących się  nie  jest  poddany  żadnej  sile  zewnętrznej,  ponieważ 
siły  rozwinięte  przez  uderzenie  sę  siłami  wewnętrznemi  wzglę- 
dem układu  tych  ciaŁ  Ale  siły  wewnętrzne  nie  wchodzą  do 
równań  ilości  ruchu  rzutowanych;  możemy  więc,  do  wyzna- 
czenia szukanych  prędkości,  użyć  zasadniczego  twierdzenia 
ilości  ruchu  rzutowanych  na  linii  prostej.  Na  mocy  tego  twier- 
dzenia, rzutując  ruch  układu  dwóch  ciał  sferycznych  m,  w!  na 
linii  prostej  CC,  na  której  się  poruszają  ich  środki^  i  porówny- 
waj^c  wartość  jak§  ma  summa  ilości  ruchu,  wzięta  przed  ude- 
rzeniem z  wartością  jak^  bierze  po  uderzeniu,  otrzymujemy 
ogólne  równanie 

(1)  '  mv  +  mV  =  mV  -f  m'V'. 

Jeśli  dwa  ciała  uderzajęce  się  s§  doskonale  sprężyste,  wtedy, 
jakośmy  pokazali  (151),  summa  sił  żywych  układu  bierze  na 
końcu  uderzenia  wartość  jakę  posiadała  na  początku;  mamy 
więc  drugie  równanie 

(2)  iwi;2  +  w'e/«  =  »wV^-fm'V'2. 

15Zi.  Nim  się  posłużymy  temi  dwoma  równaniami,  wskażemy 
jeszcze  inny  sposób  ich  znalezienia.  Stosujęc  ogólne  twierdze- 
nie ruchu  środka  ciężkości,  można  wprost  otrzymać  ruch  każ- 
dego z  dwóch  środków  ciężkości  C  i  C;  czynimy  tedy  OC=x 
i  OC  =  x\  Owoż,  widzieliśmy  że  czystki  dwóch  ciał,  przez 
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cały  aiezmiernie  krótki  czas  uderzenia^  ^ywieraj^  na  siebie 
-parcia  równe  i  przeciwne,  które  są  siłami  wewnętrznemi;  jeśli 
więc  nazwiemy  R  wynikowe  sił  wewnętrznych  działającycli 
na  każde  z  dwóch  ciał  i  przeniesionych  do  jego  środka  ciężko- 
ści, będziemy  mieli  równania 

cPx  _  .€Px'      ^ 

m-^  =  — R,        m-^=R. 

Zt§d  wyprowadzamy  najpierwej 


a  potem 


dx  .      ,dx' 


Więc,  ponieważ  v  i  t/  oznaczają  prędkości  dwóch  ciał 
w  chwili  ich  spotkania,  otrzymujemy 

dx  dx'  ,      ,  , 

To  równanie,  to  samo  co  (1),  wyraża  że,  jakiekolwiek  s§ 
sprężystości  dwóch  ciał,  summa  ich  ilości  ruchu  zostaje  sta- 
teczna przez  cały  czas  uderzenia. 

Do  równania  (2)  dochodzi  się  łatwo  za  pomoce  powyższych 
równań  ruchu.  Jakoż,  te  równania  daję 

iPx  d^x' 

^Ifi^  ^  m'--i3-dx'  =  R(rfar'  —  dx), 

A  jeśli  położymy 


X  —  x=zr, 


zkęd 

dx'  —  rfx  =  dr, 
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podstawiając  tę  wartość^  będziemy  tnieli 


^(^5?  +  '»'^  =  2IW^- 


Zatem,  cidknjtc,  otrzymujemy 


Aby  wyznaczyć  stateczne  C,  dość  uważać  łe  na  początku 
uderzenia  całka       /  lUfr*  =  O ;      co  daje 

Więc  ostatecznie 

mV«  +  m' V'«  =  nw^  -f.  in'i/«  +  2  Tr*.  * 

Przez  cały  czas  uderzenia  siła  R  zostaje  odpychająca;  ale 
w  pierwszym  okresie  nieskończenie  mała  praca  hdr  |est  od- 
jemna,  bo  rfr<0  dlatego  ie  C,  C  zbliżają  się;  w  drugim 
okresie  praca  hdr  jest  dodatna,  bo  środki  C,  C  oddalają  się^ 
co  daje  dr>0*  Owoż^  jakośmy  już  spostrzegali,  cząstki  ciał 
sprężystych,  strącone  w  pierwszym  okresie  uderzenia  z  poło- 
żeń pierwotnych,  nie  wracają  do  nich  bezpośrednio;  tak  że  na 
końcu  drugiego  okresu,  w  chwili  gdy  się  dwa  ciała  rozłączają, 
te  cząstki  nie  zajmują  jeszcze  położeń  pierwotnych,  wykony- 
wając  niezmiernie  szybkie  drgania  które  pochłaniają  część  siły 

żywej.  Ztąd  wynika  że  praca  wyrażona  przez  całkę    I  hdr  jest 

odjemna.  Widzimy  więc  dobrze,  za  pomocą  powyższego  równa- 
nia, że  w  uderzeniu  się  ciał  naturainydi  jakiejkolwiek  sprę- 
żystości, jest  zawsze  strata  sił  żywych.  Ale,  jeśli  przypuścimy  że 
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dwa  ciała  uderzajęce  się  s§  doskonale  sprężysto^  co  nie  istnieje 
w  naturze,  wtedy  /  IWr=  O,  i  ostatnie  równanie  przywodzi 
się  do  równania  (2). 

155.  Ciała  nibsprężyste.  Jeśli  dwa  ciała  uderzające  się  są 
zupełnie  pozbawione  sprężystości,  to  przestając  działać  na  siebie 
od  chwili  największego  odkształcenia,  poruszają  się  razem  jedno 
przy  drugiem,  z  prędkością  spoiną  którą  nazwiemy  u.  Dla 
wyznaczenia  tej  spólnej  prędkości  dość  uczynić  V  =  V'  =  k 
w  równaniu  (1),  i  będzie 


mv  -|-  m'v' 
n  = T — ,- 


Formuła  pokazuje  źe,  jeśli  przed  uderzeniem  dwa  ciała  szły 
oba  w  jedną  stronę,  po  uderzeniu  będą  się  poruszały  w  tę  samą 
stronę  z  prędkością  spoiną;  a  jeśli  szły  w  strony  przeciwne,' 
prędkość  spoina  po  uderzeniu  będzie  szła  w  stronę  tego  z  dwóch 
ciał  które  miało  największą  ilość  ruchu.  W  szczególności,  gdy 
dwa  ciała,  idące  na  spotkanie  jedno  z  drugiem,  mają  ró'i^ne 
ilości  ruchu,  to  po  uderzeniu  zostaną  w  spoczynku. 

Jeśli  massy  m  i  m'  są  równe,  prędkość  spoina  będzie  średnią 

V  4- 1?' 
dwóch  prędkości  przed  uderzeniem,    u= — i — • 

W  przypadku  w  którym  ciało  m  jest  w  spoczynku,  gdy  je 
ciało  m  spotyka,  prędkość  spoina  po  uderzeniu,  czyniąc  t/=  O, 
będzie 

mv     . 

u  =  — j — I  » 

wtedy,  jeśli  massa  m'  ciała  uderzonego  jest  niezmiernie  wielka 
w  porównaniu  z  massa  m  ciała  uderzającego,  prędkość  spóliia 
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U  będzie  dostrzegalnie  zero;  co  się  właśnie  zdarza  gdy  ciało 
niesprężyste  upada  na  ziemię/ 

156.  Ciała  sprężyste.  Przypuszczając  że  dwa  ciała  uderzające 
się  s^  doskonale  sprężyste^  mamy  do  wyznaczenia  ich  pręd- 
kości V  i  V'  po  uderzeniu,  dwa  wyżej  znalezione  równania 

(1)  mY  +  m'V'  =  mi;  +  mV, 

(2)  mV«  +  m'V'«  =  mi^-\'  m'v"K 
Można  dać  tym  równaniom  następującą  postać  : 

w(t;  — V)  =  m'(V'  — w'), 

zkąd,  dzieląc  stronami,  wynika 

t;  +  V  =  V'  -I-  «/ 

albo 

(3)  V'-V=:i;— y'. 

To  równanie  pokazuje  że  prędkość  względna  każdego  z  dwóch 
ciot  po  uderzeniu  jest  taka  sama  jak  przed  uderzeniem,  i  tylko 
zmienia  stronę. 

Rozwiązując  równania  (1)  i  (3).  oba  pierwszego  stppnia, 
otrzymuje  się  łatwo  żądane  prędkości  : 

(m  —  m)v  -{-  ^fn'v' 

m-|-m 

{U) 

(m'  —  m)e;'  +  ^'Wcj 
m  -j-  m' 
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Nie  trudno  teraz  widzieć  ie  spoina  prędkość  u,  jak§  maj§ 
dwa  ciała  w  chwili  największego  ciśnienia^  jest  średnia  dwóch 
prędkości  kaidego  z  tych  ciał  przed  uderzeniem  i  po  uderzeniu. 
Jakot,  mamy 


(m  —  my  4-  2m'v'      2(mv  +  m'e/)  „ 

V  =  5i ir-~ =  -^ • — r-^  —  t;  =  2m  —  i;. 

fil  +  Wl  Wl  -}-  IW 


Ztąd  wnosimy 


Ii  =  — i -=  — -J 

2  2 


Roztrzgśnijmy  przypadki  szczególne. 

i*  Jeśli  massy  m  i  m'  s§  równe^  będzie  na  mocy  formuł  (&} 

« 

V=i;',  V'  =  »; 

f 

\ 

więc  dwa  ciała  uderzajęce  się  zamieniły  prędkości  między 
sob^. 

2®  Przypuśćmy  że  ciało  uderzone  fnf  jest  w  spoczynku^  to 
jest  uczyńmy  t;'  =  O ;  otrzymamy 

V (m  —  rd)^  «,  _    2mw 

Prędkość  V'  ciała  uderzonego  ma  oczywiście  znak  prędkości 
t;,  a  prędkość  Y  ciała  uderzającego  zależy  od  znaku  różnicy 


m  —  m'< 


Jeśli  m  —  m'  >  O,  ciało  uderzające  kontynuje  ruch  w  kie- 
runku  jaki  miało  przed  uderzeniem. 

Jeśli  przeciwnie  m  -^  m'  <  O,  ciało  uderzajęce  cofa  się. 
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Nakoniec,  jeśli  m  —  m'  =  O,  będzie 

V  =  0      i      V'=:t;; 

wtenczas  ciało  uderzające  zostaje  w  spoczynku^  oddawszy  cał^ 
SW0J9  prędkość  ciibi  uderzonemu.  Co  być  powinno,  ponieważ 
w  razie  równości  mass  ciała  uderzające  się  przemieniają  swoje 
prędkości. 

Ten  ostatni  ciekawy  przypadek  łatwo  się  sprawdza  doświad- 
czeniem. Bile  z  kości  słoniowej^  w  liczbie  jakiejkolwiek,  ma- 
j§ce  równe  massy,  s§  zawieszone  tak  łeby  się  stykały  jedna 
po  drugiej  i  żeby  ich  środki  były  w  linii  prostej ;  wtedy,  jeśli 
inna  bila,  równej  massy,  uderzy  pierwsza  z  tych  bil  w  kierunku 
linii  środków,  wszystkie  bile^  wyjąwszy  ostatnie,  pozostaną 
w  spoczynku^  a  ostatnia  sama  jedna  oddali  się  z  prędkością  bili 
uderzającej. 

Ale^  jeśli  massa  m',  w  spoczynku  przed  uderzeniem,  jest 
bardzo  wielka  względem  massy  uderzającej  m,  natenczas  ciało 
uderzone  nie  będzie  miało  prawie  żadnej  prędkości,  a  zaś 
ciało  uderzające  weźmie  prędkość  prawie  równą  i  przeciwną 
tej  którą  miało  przed  uderzenienu  Ten  wynik  tłumaczy  dla- 
czego można  kuć  żelazo  na  mocnem  kowadle  położonem  na 
kolanach,  nie  sprawiając  żad.iego  wstrząśnienia.  Prędkość 
udzielona  kowadłu  i  jego  podporom  jest  bardzo  mała  wzglę- 
dem prędkości  młota,  i  dlatego  naturalna  sprężystość  tych 
ciał  wystarcza  do  zniweczenia  skutków  uderzeii. 

Nareszcie,  przypuśćmy  że  ciało  sferyczne  w  spoczynku  ma 
promień  nieskończenie  wielki,  i  temsamem  massę  nieskoń- 
czenie wielką,  będziemy  mieli  przypadek  w  którym  ciało  m, 
poruszające  się  prostopadle  do  płasczyzny  stałej  m\  uderza  tę 
płasczyznę  :  aby  otrzymać  prędkości  V  i  V',  trzeba  w  ostatnich 
ogólnych  formułach  uczynić  t;  =  O  i  m'  =b  oq,  -co  daje 
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Te  w<irlości  pokazuj§  źe  ciało  m,  doskonale  sprężyste,  ude- 
rzając normalnie  płasczyznę  sprężysta  stał^,  odbija  się  od  niej 
z  prędkościę  równ^  i  przeciwne  tej  jak§  miało  przed  uderzę- 
niem.  Bila  z  kości  słoniowej,  upuszczona  normalnie  na  stół 
marmurowy  sprawdza  mniej  więcej  dokładnie  to  zjawisko^ 
wznosząc  się  niemal  do  wysokości  z  której  spadła. 

157.  Udbrzenie  pochyłe.  Uważajmy  ciało  sferyczne  jedno- 
rodne, które  uderza  pochyło  płasczyznę  stał§,  i  rozłóżmy  jego 
prędkość  v  w  chwili  uderzenia  na  dwie,  jedne  normalna 
drug9  styczenn^  względem  tej  płasczyzny.  Widzimy  łatwo  że 
prędkość  slyczenna  zostaje  ta  sama  po  uderzeniu,  a  tylko 
prędkość  normalna  zmienia  się  wedle  ustawy  uderzenia  pros- 
tego. Zt^d,  stosownie  do  stopnia  sprężystości,  wynika  że  : 

V  Ciało  nie  mające  żadnej  sprężystości  ślizga  po  uderzeniu 

na  płasczyznie,  z  prędkością  równą  składowej  styczennej. 

■ 

2®  Prędkość  ciała  doskonale  sprężystego  jest  wynikową  skła- 
dowej styczennej  początkowej,  i  składowej  normalnej  która 
jest  równa  i  przeciwna  normalnej  paczątkowej.  Więc  ta  wy- 
nikowa czyni  z  normalną  do  płasczyzny  taki  sam  kąt  jaki  z  nią 
czyni  prędkość  początkowa.  Co  daje  ważne  twierdzenie  :  Ciało 
doskonale  sprężyste^  uderzające  pochyło  płasczyznę  stałoj  odbija 
się  od  niej  tak  te  kat  odbicia  jest  równy  katowi  wpadnięcia. 

Gdy  przeszkoda  stała  nie  jest  płasczyzną  ale  powierzchnią 
krzywą  jakąkolwiek^  te  same  następstwa  mają  miejsce  wzglę- 
dem płasczyzny  stycznej  do  tej  powierzchni  w  punkcie  jej 
spotkania  z  ciałem  udefzającem.  Ale,  uważajmy  rzeczy  ogólniej, 
i  wyobraźmy  sobie  że^  w  chwili  gdy  się  dwa  ciaia  sferyczne 
C,  C  uderzają,  rozłożono  każdą  z  ich  prędkości  na  dwie  inne, 
na  normalną-  i  styczenną ;  składowa  normalna  skierowana  wedle 
spólnej  normalnej  CC,  a  składowa  styczenną  leżąca  na  płas- 
czyznie  stycznej.  Niech  będą  n  i  ^r  te  składowe  dla  massy  m, 
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a  zaś  n'  i  s'  dla  masisy  m',  i,  jako  zwykle^  rozróżnijmy  dwa  stany 
sprężystości  : 

i'  Jeśli  dwa  ciała  uderzające  się  s§  zupełnie  niespręzyste, 
po  uderzeniu  będ^  miały  najpierwej  prędkość  normalne  spoinę, 
które  oznaczymy  przez 

<« »   -^  i 7^  i 

OT  -|-OT 

i  do  tego  jeszcze  prędkości  styczenne  s  i  s',  prostopadłe  do  CC  • 

2^  Uważajmy  dwa  ciała  doskonale  sprężyste,  i  nazwijmy 
N,  N'  składowe  normalne  ich  prędkości  po  uderzeniu ;  wartości 
tych  składowych,  na  mocy  formuły  {(x)y  s§ 

^ (m  —  m')n  -f-  2OT'n' 

ii j — *  ■. 

T^, (m'  —  ni)n'  -f-  5wn 

IN j • 

Te  składowe  normalne  dołączone  do  składowych  styczennych 
S,  S\  dadzą  wielkość  i  kierunek  szukanych  prędkości  dwóch 
ciał  po  uderzeniu  pochyłem. 

Jeśli  m  =:  m^  będzie 

N  =  n',  N'  =  n. 

Więc,  w  uderzeniu  pochyłem,  dwa  ciała  zamieniają  między 
sobę  prędkości  normalne  tak  jak  w  uderzeniu  prostem. 

Gdy  massa  ot'  jest  pierwotnie  w  spoczynku,  n'  ^  0;  zatem 


N-.I?Lrf?>^  j^.,_ 


2mn 


OT  -f-  m'  m  +  'W' 

HKCBAKrKA.  I|.  —  10 
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wtedy,  jeśli  jeszcze  m=im'^  będzie  N  =  OiN-=n;  więc 
ciało  m  po  uderzeniu  weźmie  kierunek  prostopadły  do  sp6l* 
nej  normalnej  CC,  a  ciało  m'  pójdzie  w  kierunku  tej  normalnej. 

Ale,  jeśli  massa  m'  rośnie  nieograniczenie  względem  massy 
m,  natenczas  N  d§ży  do  —  n^  a  zaś  N'  maleje  ai  do  zera. 
To  przypuszczenie  prowadzi  do  przypadku,  juz  wyżej  okaza* 
nego,  w  którym  ciało  dbskoiiale  sprężyste  uderza  płasczyznę 
stałe,  i  od  niej  się  odbija  pod  kjtem  równym  ketowi  wpadnięcia. 

Zogólniaj^c  wszystko  co  poprzedza ^  łatwo  pojmiemy  że 
w  przypadku  ciał  niedoskonale  sprężystych,  jakiemi  s§  ciała 
naturalne,  prędkość  po  uderzeniu  pochyłem  jest  zawsze  mniejsza 
od  prędkości  pier>voinej,  a  k^t  odbicia  zawsze  większy  od  k^ta 
wpadnięcia;  albo  innemi  słowy^  ciało  naturalne  w  ruchu  po 
uderzeniu  oddala  się  mniej  od  płasczyzny  stycznej  niż  gdyby 
było  doskonale  sprężyste. 

» 

STRATA  SIŁY  ŻTWEJ  W  UDERZENIU   CIAŁ  NATURALNYCH. 

158.  Widzieliśmy  że  w  uderzeniu  prostem  ciał  niedoskonale 
sprężystych  jest  zawsze  strata  sił  żywych  (l5/i).  Ta  strata^ 
w  dwóph  ciałach  nie  majęcych  żadnej  sprężystości  wyraża  się 
przez 

mt)^  +  ^^^^  "•  [^  +  ^')^^' 

Wartość  straty  sił  żywych  może  się  przedstawić  w  różnych 
kształtach  dogodnych  do  zastosowania.  I  tak^  jeśli  zamiast  u 

położymy  jego  wartość  — ^ — p,  będziemy  mieli 


«   ,      ,  ,.j (mi;  4-  mW         mm'    ,         ^^ 
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Na  mocy  tej  formuły^  gdy  dwa  ciała  uderzające  się   idę 
w  strony  przeciwne,  strata  sił  żywych  wyrała  się  przez 


m  -f-  w' 


Otrzymujemy  tu  ważny  wynika  który  naucza  że  w  budowie 

machin  trzeba  starannie  unikać  żeby  ciała  ni6  uderzały  się 

z  prędkościami  przeciwnemi,  bo  strata  sił  żywych  byłaby  naj^ 

większa  możebna. 

,  .  .    • 

Można    j<?szcze     dać    inng   postać    wyrażeniu    straty    sił 

żywych.    Jakoż^   dodając    do   tego  wyrażenia   wartość  zero 

2(w  -|-  m')w2  —  2(mx  +  m'x')M,  będzie 

Tak  przedstawione  wyrażenie  okazuje  wydatnie  że  słrala  siły 
iywejy  U)  uderzeniu  się  ciał  niespręiystych,  jest  równa  summie  sił 
tywych  odpowiedajacych  prędkościom  straconym  i  zyskanym  v —  u, 
u  —  y'  przez  tó  dwa  ciała. 

Wysłowiona  własność  stanowi  twierdzenie  KARNOTA(CarnoO) 
którego  ogólności  poniżej  dowiedziemy. 

Gdy  ciało  uderzone  zostaje  w  spoczynku^  strata  siły  żywej 
układu  staje  się 


mv^ 


m-Ą-m'       ' 


jest  ułamkiem  siły  żywej  ciała  uderzającego  tem  mniejszym 
im  jest  mniejsza  massa  ciała  uderzonego  względem  massy 
uderzającej;  tak  że  siła  żywa  może  być  prawie  całkiem  pochło- 
nięta przez  uderzenie.  W  przypadku  dwóch  mass  równych  ta 
strata  jest  połowa  siły  żywej  ciała  uderzającego. 
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||159.  Śrbdnia  wartość  stłt  giśnienu,  i  czas  śreuii  uderze- 
nia. Oznaczmy  przez  Ri  średnie  natężenie  siły  R  ciśnienia, 
przez  c  i  c'  przygniecenie  każdego  z  dwóch  ciał  uderzających 
«łę.  W  ciałach  zupełnie  niesprężysiych  praca  sity  ciśnienia  R, 
spożyta  na  przygniecenie,  jest  równa  połowie  straty  sił  żywych; 
co  daje 

więc  średnia  wartość  R|*  siły  ciśnienia  równa  się 

I*  mm\v  —  yf)^ 

'-2{m^  m%  +  O 

Dla  wyrachowania  czasu  uderzenia,  trzebaby  wiedzieć  wedle 
jakiej  ustawy  czystki  ciał  uderzających  się  odpierają  ciśnienie. 
Ale  zapewne  długo  jeszcze  ta  ustawa,  dotycząca  ruchu  częatek 
składowych,  nie  będzie  znana.  Zęby  więc  dać  tylko  wyobraże- 
nie niezmiernej  szybkości  z  jakg  się  odbywa  uderzenie,  pnsy- 
puśćmy  że  opór  cząsteczkowy  jest  stateczny,  i  ma  za  warlość 
natężenie  średnie  Ri;  a  ponieważ  środek  ciężkości  każdego 
z  dwóch  ciał  porusza  się  jako  punkt  materyalny,  w  którymby 
cała  massa  była  zkoncentrowana  i  siły  zewnętrzne  były  przy* 
łożone,  nazywając  6  czas  uderzenia  mamy 

mu  —  tut;  =  -  A  fi.  m'u  —  m'«;'  =  RiO ; 

Ekąd,  rugując  II,  otrzymujemy 

^_ynmf{v—t/) 

(tn  +  m')R,' 

Jeśli   więc    podstawimy,  znalezioną  powyżej  wartość   Ri, 
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znajdziemy 

Dwa  przybliione  wyniki  dowodz§  łe  irednia  wartość  Ri 
siły  ciśnienia  jest  tein  większa,  a  czas  O  uderzenia  tern  mniej- 
szy,  im  mniejszym  odkształceniom  i,  i'  ciała  uderzaj§ce  się 
ulegaj§. 

Na  zastosowanie  weźmiemy  następujący  przykład  z  Mechaniki 
przemysłowej  Ponciłeta  (*). 

Sześcian  łelazny,  wałący  300  kilogtammów,  został  upuszczony 
z  wysokości  1">,S0  na  ciało  mniej  więcej  miękkie  zakończone 
płasczyzną  poziomą,  w  które  przeniknął  na  0%02  jedną  ze 
swoicli  ścian  równoległych  do  tej  płasczyzny.  Znaleźć  ilości 
e  i  R|. 

Prędkość  sześcianu  łelaznego  spadającego,  w  cliwili  gdy 
dotyka  ciała  miękkiego,  jest  dana  przez  wiadomą  formułę 

r=V2.9,8088.1,S0  =  5,04,. • 

i 

nadto  mamy 

o*  =  O,  .'  =  0,02 

«  •  * 

a  bierzemy  i  =  0^  dlatego  2e  odkształcenie  ielaza  jest  prawie 
żadne ;  będzie  więc  okrągło  '      . 

'e=tó',oo8.     " 


•  * 


(*)  Mroduct%(m  d  la  Mścanigue  industriellej  par  Poicgiłet,  membre 
de  riMHut.  3«  ^lion.  Paris,  1870.      , 


'-  ł 
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Co  do  średniej  wartości  Ri ;  ta  ilość  łatwo  się  wyznacza  za 
pomoce  przybliżonej  formuły  któreśmy  wyżej  wskazalr,  ale  j§ 
można  jeszcze  łatwiej  wprost  otrzymać.  Jakoż^  praca  300.1,30 
jciała  uderzającego,  w  chwili  zetknięcia,  jest  prawie  cała  spo- 
żyta na  zmianę  kształtu  ciała  uderzonego  jeśli  to  ostatnie  sta- 
nowi część  gruntu,  bo  wtedy  massa  uderzona  jest  niezmiernie 
wielka  względem  massy  uderzajęcej.  Owoż,  ta  praca  równa  się 
wieloczynowi   Ri.0,02;  więc 

Ri.0,02  =300.1,30. 

Zt^d  wynika  wartość  przybliżona 

Ri  =  19500  kilog. 

160.  Wbijanie  pa(,ów.  Gdy  prostem  parciem  nie  mołna  prze- 
zwyciężyć oporu,  używa  się  siły  uderzenia.  I  tak,za  pomoo^  kafa« 
rów  wbija  się  pale  w  grunt  który  nie  jest  dostatecznie  stały 
aby  zdołał  wytrzymać  fundacye  budowli.  Opierając  się  ua  tern 
cośmy  o  stracie  siły  żywej  powiedzieli,  łatwo  wiedzieć  pod 
jakiemi  warunkami  praca  pochodz§ca  z  siły  uderzenia  wydaje 
najkorzystniejszy  skutek,  i  kiedy  jest  najmniejsze  zniszczenie 
palów  przez  massę  uderzająca. 

Niech  będzie  P  ciężar  massy  uderzającej  w  kafarze,  H  wy- 
sokość jej  spadku,  P'  ciężar  pala.  Praca  poruszająca  ma  za 
miarę  PH;  a  ponieważ  praca  przedstawia  połowę  siły  żywej, 
więc,  stosownie  do  formuły  (158)  dającej  stratę  siły  żywej  gdy 
ciało  uderzone  zostaje  w  spoczynku,  część  pracy  pochodzącej 
z  uderzenia,  która  niszczy  pal,  wyraża  się  przez 

P' 

>PH. 


P+P 


Zatem  praca  użyteczna,  mocą  której  pal  wchodzi  w  skiitiię. 
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równa  się 


Ta  wartość  pokazuje  że  praca  użyteczna  jest  tem  większa, 
a  praca  szkodliwa,  niszczęca  głowę  pala,  tem  mniejsza  im 
znaczniejszy  ciężar  massy  uderzającej.  Więc  najkorzystniej  jest 
używać  kafarów  mających  massy  uderzajęce  ciężkie  i  spadające 
z  małej  wysokości.  To  wszystko  dobrze  tłumaczy  dlaczego 
łatwiej  wbić  gwódź^  bez  skrzywienia^  uderzajęc  go  małemi 
razami  ale  dużym  młotkiem  niż  wielkiemi  razami  a  małym 
młotkiem. 

STRATA  SIŁ  ŻYWYCH  PRZEZ  UDERZENIE  ALBO  RAPTOWNA  ZMIANĘ 
ZWIĄZKÓW  UKŁADU  MATERYALNE60, 

161.  Niech  będzie  w  ruchu  układ  materyalny  jakikolwiek, 
którego  związki  nie  zawieraję  wydatnie  czasu  t.  Przypuszczając 
że  ten  układ  doznał  uderzenia,  albo  że  nowe  związki  zostały 
raptem  wprowadzone  między  jego  punktami^  zobaczmy  jakiej 
zmianie  ulegnie  siła  żywa. 

Przez  czas  niezmiernie  krótki,  w  którym  się  modyflkują 
związki,  można  zaniedbać  siły  ciągłe,  jako  ciężkość^  albo  inne, 
bo  ich  wpływ  na  punkta  materyalne  układu  jest  niezmiernie 
mały  w  porównaniu  z  działaniem  sił  uderzeń.  Oznaczmy  przez 
a,  b^  c  składowe  prędkości  punktu  m  przed  uderzeniem,  a 
przez  A,  B,  G  składowe  jego  prędkości  po  uderzeniu.  Na 
mocy  zasady  d'Alemberta,  zastosowanej  do  sił  chwilowych, 
jest  równowaga  między  temi  siłami  i  ilościami  ruchu  których 
składowe 

m{a  —  A),  m{b  —  B),  m{€  —  C) 

są  uważane  jako  siły. 
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Owoi^  jeśli  za  przemieszczenie  przysposobione  układu  wei- 
miemy  jego  przemieszczenie  rzeczywiste,  które  istotnie  ma  miej- 
sce  po  wprowadzeniu  nowych  zwitków  i  z  ich  zachowaniem, 
ogólne  równanie  pracy  przysposobionej  nie  będzie  zawierało 
niewiadomych  sił  uderzeń,  pochodzących  z  gwałtownej  zmiany 
związków;  bo  te  siły,  po  dwie  równe  i  wprost  przeciwne,  daj^ 
pracę  przysposobione  zero.  Więc  to  ogólne  równanie  jest 

2w{(a  — A)(fe+(*— B)dy4-(c— C)(/z]=0. 

Ale 

dx  =  kdt,         dy  =  Bdt,         dz  =  Cdt ; 
zatem 

Vm(flA  +  6B  +  cC—  A«— B*-^  C«)=0. 


Teraz  uważajmy  źe 

(a  — A)«-|-(6  —  B)2+(c— C)«— (a«  +  62-f-c^--|-A'2-|-B2+C^j 

+  2(aA  +  6B  +  ^C)  =  0; 

odciągając  tę  wartość  zero  od  dwa  razy  wziętej  ilości  w  nawia- 
sach ostatniego  równania,  otrzymujemy 

2]w(a2  4- «^  +  c>)  —  Vm(A^  +  B2 -f  (?) 

a  jeśli  oznaczymy  przez  v  prędkość  punktu  m  w  chwili  ude- 
rżenia,  albo  wprowadzenia  nowych  związków,  przez  V  jego 
prędkość  po  nastałej  zmianie,  przez  w  prędkość  stracona^  to  jest 
prędkość  która  złożona  z  prędkością  V  wydaje  prędkość  », 
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będziemy  mieli  po  prostu 


Mt^  Mm  JmL 


mufl* 


Równanie  wyrai^a  ważne  twierdzenie.  W  uderzeniu  układu 
małeryalnego  w  ruchu^  albo  w  raptoumem  wprowadzeniu  nowych 
ziaigzkóWf  jest  zawsze  strata  sił  tywyck  która  się  równa  summie 
sił  tywych  odpowiedajacych  prędkościom  straconym. 

To  ogólne  twierdzenie  zawiera  jako  przypadek  szczególny 
twierdzenie  Karnota^  dotyczfce  straty  siły  żywej  w  ude- 
rzeniu się  dwóch  ciał  nie  maj^cycłi  żadnej  sprężystością  któ- 
reśmy już  wyłożyli  (158).  Autor  rozcięgnę?  swoje  twierdzenie 
do  przypadku  w  którym  dwa  ciała  uderzające  się  posiadają 
jakikolwiek  stopieii  sprężystości;  ale  trudność  wyznaczenia 
tego  stopnia  czyni  prawie  niemożebnem  użycie  takiego  twier- 
dzenia w  obecnym  stanie  umiejętności. 

162.  Działanie  sprężtn.  Weźmy  jeszcze^  na  zastosowanie 
'Ogólnych  twierdzeń  dynamiki,  następujący  przykład  który 
pokazuje  jaką  zmianę  wprowadza  prędkość  nabyta  do  stanu 
sprężystości  ciał  w  ruchu. 

Przypuśćmy  że  pręt  sprężysty^  utkwiony  w  swojej  skrajności 
wyższej^  niesie  ciężar  P  zawieszony  u  skrajności  niższej ;  ten 
ciężar  najpierwej  podtrzymywany  a  potem  raptem  opuszczony 
spada  biorąc  pewną  prędkość,  i  spuszcza  się  niżej  niż  gdyby 
się  znajdował  w  stanie  spoczynku.  Ale  wkrótce  tężność  pręta 
niszczy  nabytą  prędkość^  i  ciężar  P  pod  działaniem  tej  tężności 
wznosi  się ;  poczem  znowu  się  zniża.  Tym  sposobem  powstaje 
ruch  oscyllacyjny. 

Niech  będzie  x  wydłużenie  pręta.  Doświadczenie  dowodzi 
że  tężność  T  pręta  sprężystego  jest  proporcyonalna  do  jego 
wydłużenia  x,  do  przecięcia'prostego  t>  i  odwrotnie  propor- 
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yonalna  do  długości  L;  mamy  więc 


oznaczając  przez  a  spókzynnik  spręiysioicif  który  zależy  od 
natury  ciała  i  od  jego  stanu  fizycznego. 

Wprowadźmy  teraz  wydłużenie  statyczne,  jakieby  wzi^ł  pręt 
pod  działaniem  ciężaru  P  nie  mającego  żadnej  prędkości.  Jeśli 
nazwiemy  /   wydłużenie  statyczne^  będzie 

Zatem 

?-T' 

c 

To  ustaliwszy,  szukajmy  czemu  się  równa  stosunek  i-   wy« 

dłużenia  dynamicznego  do  wydłużenia  statycmego,  zaniedbujęc 
massę  pręta  i  uważajęc  P  jako  ciężar  punktu  materyalnego. 
Ponieważ  ruch  ciężaru  P  odbywa  się  w  linii  prostej,  jego 
równanie  różniczkowe  jest 


mg^  =  P-T; 

I 

jeśli  więc  zastąpimy  m  i  T  przez  ich  wartości   -  i  -r-  j   1>C- 


dziemy  mieli 


cPx 


=K'-r) 
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Zk|d,  całkując,  otrzymujemy 


=  .(2x~f) 


Nie   przydaliśmy   statecznej    dowolnej,    bo   powinno   być 
^  =  O  dla  «  =  0. 

To  równanie  daje  wydłużenie  dynamiczne.  Jakoi,  pręt  pne- 

(ix 
staje  się  wydłażaó  kićdy  ^  =  0;   czyniąc  io  pRypuscczenid 

w  powyższem  równaniu^  znajdujemy 

x=zO         i         x  =  2/. 

Więc  wydłużenie  dynamiczne  jest  dwa  razy  większe  od  sta- 
tycznego. 

Aby  zcałkować  ostatnie  równanie  różniczkowe,  dajemy  mu 
kształt  następujęcy 


\A 


ld(= 


dx  —  d(l  —  x) 


^2^— «*      y'/«— (/_x)»" 


Zkfkd,  wykonywajęc  całkotfranie,  otrzymujemy 

<^  =  !ukdo8^-|-C. 

A  jeśli  czas  liczy  się  od  chwili  w  której  ciężar  P  zostd  pusz< 
czony,  będzie  G  =  0;  więc  ostatecznie 

t  ^  =  łukdos^l?,      albo      j  =  i-dost\/f' 
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Chc^c  mieć  czas  oscyllacyj  epręiyay  pręta^  trzeba  uczynić 
X  =  21;  będzie  wtedy 


=.v/f. 


formuła  oscyllacyj  wahadła  prostego.  Więc  oscyllacye  sprężyny 
89  ściśle  nktmoczesne  jakakolwiek  ich  obszemość,  gdy  prze« 
ciwnie^  równoczesność  oscyllacyj  wahadła  pojedynczego  ma 
miejsce  tylko  w  bardzo  małych  oscyllacyach.  Ale  dokładność 
tego  wyniku  zawiera  się  w  granicach  sprężystości  pręta^  kt6- 
rych  tężność  T  przechodzić  nie  może  bez  nadwerężenia  jego 
wytrzymałości. 


ROZDZIAŁ  IL 


MNE  ZASADY  I  OGÓŁMB  RÓWNAMIA  RUCBO. 


ZASADA  NAJWffBiSKEGO  DZIAŁANIA. 

163.  Jeśli  do  daDego  układu  punktów  roaŁeryalnycb,  za 
związkami  i  pod  działaniem  sił  jakichkolwiek,  zasada  sił  iy- 
wycłi  stosuje  się,  wtedy,  ze  wszystkich  ruchów  zgodnych  z  temi 
związkami,  dla  ruchu  który  układ  bierze  istotnie,  całka 


»>        r^ 


mvds, 


rozciągnięta  do  wszystkich  punktów  od  poez§tku  aź  do  końca 
ruchu,  jest  ogólnie  minimunł,  to  jest  ma  wartość  mniejsza  niż 
dla  każdego  innego  z  ruchów  moiebnych  i  w  tych  samych  gra- 
nicacb. 

Jakoi»  waranek  komećszny  mf  całka  (i)  była  minimum  albo 
maximum  jest  % 


albo 


■ 
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Dla  wyrachowania  pierwszej  części  zmienności  wyraźmy  ds 
przez  vdt,  będzie 

Alć,  poniewał  zasada  sił  i^^ycb  ma  miejsce^alboco  to  samo^ 
ponieważ  istnieje  funkcya  sił      U  =  (f{Xj  y,  z,  x'*, .),      mamy 

\mv^  =  2<p(x,  y,  z^  a;'. . .)  -f  G ; 
co  daje 

albo 

|»2^y2  =  V(Xte  4-  Yii,  +  Z&); 
więc  ^ 

•  Jymiods  =  r^  {^^  +  YJy  +  Z&). 

Aby  znaleźć  drugj  część  zmienności,  uważajmy  ie  równanie 


Afizstdx^Ą.dy^^dA^ 


daje 


dsid$  =  rfx(tór  +  rfyatfy  -f-  rfzłdz, 


albo 


t^to  =  ^*dr  +  ^«y-)-^Mz; 
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zatem 

Zkf d^  całkując  częściami  w  granicach  czasu  to  i  ti,  otrzy  • 
mujemy 

Część  zcałkowana  jest  zero,  dlatego  ie  skrajności  Itnij  opisa^ 
nych  przez  punkta  układu  zostaję  te  same. 

Jeśli  teraz  dodamy  obie  części  zmienności  całki  (1),  będziemy 
mieli 

Owoż  ta  wartość  jest  zero,  na  mocy  ogólnego  równania  dy- 
namiki; więc 

C^ka    /  '  Vtn(;£b    jest  ogólnie  minimum^  bo  z  natury  za- 
dania wynika  te  maKimum  być  nie  moie;  ale  39  szczególne 
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przypadki  w  których  ta  całka  nie  jest  ani  minimum  ani  maxi- 
mum.  I  tak,  przypuśćmy  że  punkt  materyalny,  przymuszony 
poruszać  się  na  powierzchni  stałej^  nie  jest  poddany  żadnej  sile 
zewnętrznej.  W  teni  założeniu  siła  żywa  punktu  ruchomego 
jest  stateczna  i  temsamem  jego  prędkość  t;  jest  także  stateczna; 
będzie  zatem 


X"2"»*'= 


fnvs. 


Opisana  droga,  jako  wiemy  {T(m  I,  n^^  232),  jest  lini§  geo- 
dezyjną powierzchni,  ogólnie  najkrótszą;  ale^  gdy  dana 
powierzchnia  jest  sfer§,  jej  linia  geodezyjna  jest  łukiem  kola 
wielkiego,  a  ten  łuk  wtedy  tylko  jest  najkrótszą  drogą  kiedy 
jest  mniejszy  od  półokręgu.  Albowiem^  jeśli  się  równa  pół- 
okręgowi  to  jest  jedną  z  pomiędzy  nieskończonej  liczby  naj^ 
krótszyclł  dróg,  a  jeśli  przechodzi  półokrąg  to  oczywiście  nie 
jest  ani  najkrótszą  ani  najdłuższą  drogą  od  jednej  skrajności 
do  drugiej. 

Uważajmy  nakoniec  układ  punktów  materyalnych  w  ruchu 
na  który  nie  działa  żadna  siła  zewnętrzna.  W  tym  przypadku, 
prędkości  punktów  są  stateczne  i  temsamem  siła  żywa  układu 
jest  stateczna;  zatem,  nazywając  k  jej  wartość,  mamy 

Ji  *2»»^^rf^=*J,  dt  =  k{ti  —  to). 

Więc  czas  /,  —  /o>  W  którym  układ  przechodzi  z  jednego 
położenia  do  drugiego  jest  ogólnie  minimum^  to  jest  mniejszy 
niż  gdyby,  wydając  tę  samą  siłę  żywą,  układ  szedł  inną  drogą. 

Jednakże  może  się  zdarzyć  w  szczególnych  przypadkach  ie 
ten  czas  nie  będzie  ani  minimum  ani  maiimum. 
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EdWNANIA  ŁA6RANG£'A. 

16ft.  Niech  będzie  układ  n  punktów  materyalnych,  pod 
działaniem  sił  jakichkolwiek,  poddany  k  związkom  wyrażonym 
przez  równania  między  Sn  spółrzędnemi  x,  y^  z.,  j?o  ^n  ^n*** 
z  których  tylko  3n— ft  mogą  być  uważane  za  zmienne  niezależne. 
Zdarza  się  często  że  dla  ułatwienia  rozwiązań,  trzeba  przemienić 
zmienne  niezależne.  W  tym  celuLAORANGE,  w  swojej  Mechanice 
analitycznej y  daje  metodę  za  pomocą  której  można  łatwo  otrzy- 
mać ogólne  równania  ruchu  w  funkcyi  zmiennych  jakicłikol* 
wiek.  Tę  ważną  metodę  teraz  wyłożymy. 

Wiemy  że   zasada  d'Alemberta,  zkombinowana  z  zasadą 
prędkości  przysposobionych^  daje  ogólne  równanie  dynamiki 

* 

„)      ;^j(x-„$)*.+(Y-«^)* 


+(z-™g)te}=o. 


w  którem  spółrzędne  x,  yt^*^!,^^  ^i«*-  ^  prostokątne.  Owoż, 
wyobraźmy  sobie  że  spółrzędne  ar,  y,  z,  d?i...  zostały  wyrażone 
w  funkcyach  ilości  zmiennych  jakichkolwiek  Ci,  ^s,  q^...;  te 
funkcye  mogą  zawierać  czas  t  wydatnie,  a  nowe  zmienne 
mogą  nie  być  koniecznie  w  liczbie  Zn,  i  nawet  liczba  zmien- 
nych niezależnych  może  być  mniejsza  od  ,3n  —  k,  Aby  prze- 
kształcić ogólne  równanie  (i)  na  inne  także  ogólne  w  funkcyi 
nowych  zmiennych  Ci,  c^,  93...,  uważajmy  że^  wedle  założenia^ 
spółrzędna  ar,  na  przykład,  jest  w  ogólności  funkcyą  czasu  t 
i  zmiennych  ^i,  q^y  ^s,... 

lIKCRAlflKA.  II.  —  20 
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dx 
zatem,  oznaczając  przez   -rr    pochodne  częściowa  spółrzędnej 

d,x 
Xy  a  przez  -t—  albo  przez  x'  jej  pochodne  zupełna  względem 

czasu  ij  i  podobnie  przez  ^'i,  g^^  fi^ij***   pochodne  zupełne 
zmiennych  Ci,  j2«  ?3**-  względem  t,  będzie 

f  \  .      dx   .  dx  ^     .   dx     .    ,   dx     .    . 


W        *^  =  ^*?'  +  ^«?^+$3*^^  +  - 


Jeśli  więc,  bioręc  najpierwej  części  zmienności  ixj  iyy  iz.... 
odpowiedajgce  samej  zmienności  ^i,  podstawimy  je  w  równa- 
niu (1),  otrzymamy  wyraz  przekształcenia 

który  zawiera  dwie  summy 

Zostawiając  drug§  summc  na  boku,  zajmiemy  się  przekształ- 
ceniem pierwszej.  Widzimy  łatwo  ^.c  ta  summa  rozkłada  się  na 
dwie  części  następuj§cego  kształtu 

K'».(»'  d  dx    .       d  dy  d  dz\ 
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Owoż,  druga  częió  mołe  wti^ć  postać 

Co  do  pierwszej  części,  uważajmy  że  równanie  (a),  zróżnicz- 
kowane względem  q\^  daje 

zk^d  wuoMiny  że  jost  tuk  aauio 

przez  podstawienie  tych  wartości  pierwsza  część  w  mowie  bę- 
dąca staje  się 

Więc  jeśli  położymy 

Vł«(a.-"  +  i^"  -f  s")  =  2T,   • 


1  uczynniły  zarazem 


V 


(x|+v|  +  .^j=«„ 
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cała  część  przekształcenia  równania  (i)  odpowiedajfca  zoiieD' 
ności  tqt  wyrazi  się  przez 


Pojmujemy  teraz  łatwo  że  część  przekształcenia  odpowieda- 
j^ca  zmienności  ^^2  wyraża  się  podobnie  przez 


(: 


d  dT       dT       ^  „ 


i  tak  dalej.  Więc,  biorąc  summę  wszystkich  części  przekształ- 
cenia równania  (1)»  otrzymujemy  ogólne  równanie  dynamiki 
odniesione  do  zmiennych  jakichkolwiek  ^i,  q%y  93,... 

d  dT       dT 


(')     im-ą-oh=- 


Gdy  między  zmiennemi  Ci^  q^y  93,...  niema  związków,  wszys- 
tkie zmienności  ^1,  Sq%f  ^3,...  są  dowolne,  i  równanie  (2) 
rozdziela  się  na  ogólne  równania  ruchu 


(») 


d  dT       ^      f    _n 
dt  dq\  ~  dgi  —  «»  —  *'' 


d  rfT       ^  _  n  _  ft 


które  staaowi§  formuły  dane  przez  La6iungb'a  do  wyrałenia 
równań  ruchu  w  funkcyi  zmiennych  jakichkolwiek; 

Jeśli  zmienne  gt^Ci,  93....  s§ związane  między  sob^pewuemi 
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Tównaniarai,  wtedj  znajduje  się  równania  ruchu  kombinujęc 
równania  związkowe  z  przeksztiJconem  ogólnem  równaniem 
dynamiki,  za  pomoc{i  wiadomej  metody  czynników  nie  wyzna- 
czonych Xf  (A,  V,... 

Dla  utworzenia  równań  Lagrange'a  trzeba  najpierwej  znaleźć 
summę  sił  żywych  2T,  z  której  się  wywodzą  pochodne  czę- 
ściowe względem  g^  g^^  g^,...  i  g\^  g'29  9'3«*-;  poczem  wyzna- 
cza się  ilości  Qi',  Qs,  Oa,...  przez  ogólne  formułę 


«=2(''|+^^+^^) 


jeśli  składowe  X^  Y,  Z,...   sę  wiadome;  albo  przez  równanie 


2P*/>=0li^i+QŁ<?2+... 


gdy  praca  sił  przyłożonych  jest  wiadoma. 

Rachunek  ilości  Qi,  0^,  Os,...  wielce  się  ułatwia  gdy  sumnoa 
nieskończenie  małych  prac  jest  różniczkę  dokładne  względem 
Zn  spółrzędnych  x,y,s,x',«..  punktów  układu^  uważanych  jako 
zmienne  niezależne^  albo,  co  to  samo,  gdy  istnieje  różniczka 
dokładna  • 

^{Xdx  +  \dy  4-  Zdz)  =  rfO 

której  całkę  jesl  funkcya  sił  U  =  /l[^,  y*  2,  a:,,  j/j,  «!,.••)?  wtedy 
U  =  c(yi,  Ja,  Ja,.-.)?  i  ''^ści  Q,,  Oi,  Os,...  sę  poprostu  pocho- 
dnemi  częściowemi  funkcyi  sił  U  względem  9i,?er?3yv  to 
jest : 

^       dV  n       ^" 

Aby  to  wszystko  jaśniej  pokazać,  będziemy  szukali  metoda 
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Łagrange*Q  równań  ruchu  punktu  materyalnego  jakiegokol* 
wiek. 

165.  RÓWNANIA  RUGHt  PUNKTU  MATEEYALNEGO  NA  PŁASCZTZNIE 
W  FUNKGYI  SPÓŁEZEDNTGH  BIEGUNOWYCH.     Mamy 

a?  =  r  dose         i         y  =  r  w«ł9. 

Te  wartości  dają  przekształconemu  równaniu,  dynamiki  na^ 
stępującą  postać 

(d  dT      dT      ^\^    JddT      tn        \^      , 
Owo^, 


zkęd  wywodzimy 


dT!         ^n  rfT 

f/T  <fr 


Ilości  R  i  6  s§  określone  przest  formuły 

R  =  X  ^"  +  Y  §  =  XdosO  +  Y  W8łO, 

6=  X  ^4-Y  ^  =  —  Xrwst»  +  Yrdos9, 
w  których  X  i  Y  sę  eUsdowemi  danej  uij  ponuz«J9cą|. 
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Przez  podstawienie  tych  wartości,  ale  zachowując  R  i  6  dla 
skrócenia^  równanie  ogólne  staje  się 

(•»^'— g-''>+["i('^s)-»>=«- 

Jeśli  między  zmiennemi  r  i  d  niema  związków,  trzeba 
zrównać  do  zera  s|MSłczynniki  zmienności  jr  i  M;  co  daje  ł$- 
dane  równania  rucbu 


d 
""di 


(.|)-e  =  .. 


W  tych  równaniach  R  wyraża  składowe  siły  poruszającej 
8kierowan§  wedle  promieoia  wodz§C6gO|  a  iloraz  *;*  przedsta- 
wia składowe  tej  siły  prostopadła  do  promienia  (36) ;  co  zresztę 
pokazuje  wurtości  R  i  6  wy^ąj  podane. 

166.  Ruch  punktu  ciężkiego  na  sferze.  Jeśli,  biorąc  spół- 
rzędne  prostokątne  i  oś  OZ  rzędnych  w  kierunku  ciężkości, 
nazwiemy  r  rzut  promienia  wodzącego  OM  na  płasczyznie 
poziomej  XY,  a  oznaczymy  przez  4*  kęt  jaki  ten  rzut  czyni 
z  osią  0X^  położenie  punktu  ruchomego  M  będzie  określone 
przez  następujące  spółrzędne : 

j:  =  rdosi|;,  y  =  rwsti|;,         «=:z. 

Te  wartości  dają 

x'  =  r^dosijj  ■—  rwst4».4i' 

yf  ^  W  W8t+  Ąr  ^  do»4».^ 
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i  następnie 

2T  =  m(x^  +  y'2  +  ./2)  _  ^(^^2  ą,  ^^'7  +  z'^) . 

Ostatni  wynik  możnaby  wprost  otrzymać  (18). 
Zt§d  wywodzimy 


§  -' 

f  =  .n|^. 

^       0 

f-0- 

6fz 

Znajdujemy  więc  ogólne  równanie 

Ale  między  r^  z  i  promieniem  a  sfery  jest  zwi§zek 


r^Ą.z^  =  a^, 


który  daje  zmienność 


rSr  -j-  ziz  =  O ; 


zatem,  jeśli    pomnożymy  tę  zmienność  przez  czynnik   nie- 
wyznaczony  X  i  dodamy  do  ogólnego  równania,  a  potem  zró- 
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wnamy  do  zera  spótczynniki  zmienności  dowolnych  ^,  i^,  iz, 
będziemy  mieli  trzy  równania 

J.inr'  — mrł'*— R-j-Xr  =  0 
dt 

^  /mr^')  —  T  =  O 
at 

m 

dt 

Rugując  X  z  tych  równad,  otrzymujemy  dwa  równania  rói- 
niczkowe  ruchu 


T,H^)-'  =  «' 


Trzeba  teraz  wyznaczyć  R,  T,  Z.  Punkt  ciężki  M  wywiera, 
swoim  ciężarem  rncj  na  powierzchnię  sferyczna  na  której  jest 
zmuszony  zostawać  parcie  równe  i  przeciwne  jej  oporowi  N. 
Owoi  silą  N,  stanowiąca  opór  powierzchni  w  kierunku  nor- 
malnym MO,  może  być  uważana  jako  wynikowa  dwóch  sił, 
pionowej  i  poziomej,  przedstawionych  co  do  wielkości  i  kie- 

I                   Nz    .         Nr        .  .  . 

runku  przez i ;   więc,  wyrażając  prace  wszys- 
tkich sH,  mamy  równanie 

R*r  +  «ł  +  Ziz  =  —  —*•—— *K  +  mofe , 

a  a 

z  którego  wynika 

^  =  -^,       Y  =  0,        Z  =  -l^  +  mj, 
a  a 
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Praez  podstawienie  tyoh   wartodoi  równania  rółnioskowe 

rucha  staję  się 


dfl        W         dfi 


(2) 


Ikt^-o- 


Jeśli  do  tych  dwóch  równań  dołączymy  trzecie 

(3)  r«  +  ««  =  a», 

ruch  punktu  ciężkiego  na  danej  sferze  będzie  zupełnie  wyzna* 
czony,  ale  z  warunkiem  żeby  równania  różniczkowe  zostały 
zcatkowane. 

Równanie  (2)  daje  zaraz  całkę 

(4)  »^g  =  «. 

Aby  zcalkować  równanie  (1),  wyrugujmy  zmienne  ł  i  n 
W  tym  celu,  zróiniczkiymy  dwa  razy  równanie  (3),  znajdziemy 

rdr  -j-  zdz  =  O, 

rdh*  +  dr^  Ą^  zdH  +  dz^  =  0; 

zkęd 

,  ^^zdz 

r 


^_,_5flPz  +  rfz^+dr^,^ r^zdh+a^dz^ 

r  r^ 
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Zastępując  ^  i  r  w  vóivnaniu  (i)  przez  ich  wartością  otny* 


mujemy 


a^^a^^z^)^Ą-ah^^c^z^g(a'^^-zr'=0 


równanie  różniczkowe  drugiego  rzędu. 
Dajmy  temu  równaniu  kształt  Qastępuj§cy 


w^^w *' 


Pod  tym  kształtem  widać  łatwo  że  Jeśli  obie  strony  równania 

dz 
będ^  pomnożone  przez   2y ,    to  się  stan§  różniczkami  dokład- 

nemi|  i  będzie 

Więc  całka  pierwna  równania  (i)  jest 
(5)  "  rf<si-<^ 


Całkę  (3)  daje  wprost  zasada  powierzchnia  a  całkę  (5}  zasada 
sił  iywych;  jakośmy  to  już  widzieli  w  ruchu  wahadła  stoż- 
kowego. 

167.    RUGH  fUNKTU    CfEŻKIEGO  W  PRZESTRZKNI.   OkrcŚtajCC  pO- 
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łołenie  punktu  w  przeBtrzeni  przez  spółnędne  biegunowe 

ar  =  rwstOdos4^^        j/  =  rwst8wstł,        z  =  rdos9, 
mamy  zaraz  (18) 


2T  =  i«  ^  =  m{r^  +  r«0«  +  r« wsPe.ł'^) ; 


zk§d 


C,  =  mr»  wst^e.f,  5=  0. 

Jeśli  więc  zmienne  r^  0>  4>  s^  niezależne  między  sobą,  bę- 
dziemy mieli  równania  Lagrange'a 


cPr 

^  Im 


-».(^  +  „sM.^-R  =  ., 


*c_.= 


"s('-'*)-'^""""»»-^-»=''' 

Dla  wyznaczenia  trzech  ilości  R^e,  Y,  uważajmy  że  jedyna 
sita  działająca  na  punkt  materyalny  M  jest  ciężkość,  której 
składowe  s^ 


X  =  0,  Y=0,  Z=:inj7; 
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zatem 

dx 
B=img-^=— mgrynt9, 

Podstawiai§c  Łe  wartości  w  powyższe  równania,  otrzymujemy 
nakoniec 


|,(^w,«.|)  =  a 


Za  pomoce  całki  oslatniego  równania  można  wyrugować  -^^ 

di 

i  przy wiesdź  kwestyę  do  całkowania  dwócł)  równań  różniczko- 
wych jednoczesnych;  co  jest  rzecz-  analizy.. 

Dla  przykładu^  weźmy  szczególny  przypadek  w  którym  pro* 
mieii  wodzficy  r  ma  długość  stateczna,  to  jest  uważajmy  wa- 

hadło  stożkowe.  W  tem  założeniu    -=-,  =  O,  —-=3  0,  -7-=  O, 

dr'  dr  dr        ' 

równania  ruchu  przywodzą  się  do  dwóch  : 

r^—  rwst9dose.^  +  ^wste  =  0 


Ur^'»-§h'' 
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Drugie  równanie  daje 

dt 


Ta  wartość  otrzymuje  się  wprost  prżcz  zasadę  powierzchni. 
Bugujęc    -^ ,    znajdujemy  równanie 


d^      c^doad    t         ^«      ^ 


klóre,  pomnożone  praez  2(/9,  staje  się  różniczka  dokładna 
daje  całkę  pierwsza 

Jeśli  uczynimy  r  =  a  i  położymy  ados9  =  z,  znaleziona 
całka  zgodzi  się  z  całk(i  otrzymana  w  wahadle  stoźkowem^ 
(Tom  I),  do  którego  odsyłamy. 

168.  Bierzemjt  nakoniec  przykład  który  prsedatawia  pewną 
okoliczność  wyznaczenia  pracy  sił  poruszającycłi^  z  klórej  się 
wywodzę  wartości  Ou  Oi,- 

Znaleió  równania  ruchu  dwóch  punktów  M  i  M',  które  się 
przyciagajg.  nawzajem  zostając  na  dwóch  danych  liniach  prostych. 

Nazwijmy  h  najkrótsze  odległość  dwócłi  danycli  iinij,  O  icii 
kęl;  X,  xf  odległości  punktów  M,  M'  od  prostej  h;  i  niecli 
będę  m,  m'  massy  tycli  punktów,  r  ich  odległość^  mm'f(r) 
natężenie  wzajemnego  przyciągania.  Będziemy  mieli 

(1)  r2  _  h^  ^  a;9  4.  a:'4  _  2xx  dose, 
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(i) 


'/a  lem  równania  ŁAsaAmE'A  stajf  «ę 


(2) 


^«,^-X  =  0, 


^«'f-^'=»- 


Ale  trzeba  znać  X  i  X^  Owol^  równanie  (i)  daje 

więc  praca  siły  przycięgajęcej  wyraia  się  pnez 


Zt^d  wynika 


X  =  —  !!?^  /(rJCa;  ^  ^'dosO). 


x'=5— 12^AO(^-^dote). 
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Podstawiąi§c  te  wartości,  otrzymujemy  dwa  równania  róż- 
niczkowe ruchu 


Ograniczając  się  na  przypadku  bardzo  szczególnym  zastoso- 
wania, przypuśćmy  łe  sita  przyciągająca  jest  proporcyonalna 
do  odległości,  to  jest  weźmy  /(r)  =  r,  będziemy  mieli 

^  +  m'(a:— a/dose)  =  0, 


(4) 

^  +  m(a:'  — xdose)  =  0. 


dwa  równania  róJtniczkowe^  linijne  jednoczesne. 

Aby  je  zcsdkować  dość  jest^  według  wiadomej  metody^  po- 
łożyć 

co  daje 

«2_|^m'(l— jtdose)  =  0^ 

(5) 

(U?  +  ^0*  •"  dosB)  =  0. 

Rugując  fi  otrzymujemy  do  wyznaczenia  niewiadomej    i 
równanie  dwukwadratowe 

(6)  a*  +(m  +  mOa^  +  mm'wst«e  =  0. 


INNE  ZASADY  1  OGÓŁNK  RÓWNANIA  RICUU.  321 

Wszystkie  cztery  pierwiastki  tego  równauia  sc  urojone,  i 

wyrażają  się  przez   ±aV-— ^>    ±a!'>J—\\  oznaczając  przez 
—  o'*  i  —  a'^  dwie  wartości  pierwiastku  a?. 

Jeśli  teraz  w  jednem  z  równań  (5)  podstawimy  za  a?  kaid§ 
zwartości  —  a'*,   —  a^^   znajdziemy  dla  ^  dwie  różne  war- 

tOSCl  pr , — • 

m'dosO  m'dosO 

Zt^d  wnosimy  że  ogólne  wartości  dla  ar  i  o:'  s^  kształtu 

X  =  A  dosa7  +  Bwstfl/^  +  k'Ao^ał  +  B'  WStoi% 

X'  =^Lzi?J  (Ados«7  +  Bwsto^O 
wi'dos9  ^  ' 

-I-  ^'7  "J^  (A'  dos  «"^  +  B'  wst a'0. 
'    m'dos9 

Stateczne  A,  B,  A',  B'  wyznaczają  się  wedle  początkowego 
stanu  ruchu. 

169.  Rozwiążemy  jeszcze  za  pomocą  równań  Lagrange^a 
następujące  zagadnienie : 

Znaleić  ruch  punktu  materyalnego  przyciąganego  przez  dwa 
środki  staie^  w  stosunku  odwrotnym  kwadratów  odległości. 

Jeśli  weźmiemy  za  początek  spólrzędnych  prostokątnych 
środek  linii  która  łączy  dwa  dane  punkta  przyciągające,  i  za 
oś  o:^  tę  proste,  położenie  punktu  przyciąganego  będzie  się 
mogło  wyznaczyć  przez  przecięcie  się  dwóch  stożkowych  spół- 
ogniskowych,  mających  równania 

ii' J- -1^  =  1 

luauMiu.  u.  ->  21 
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w  których  przypuszczamy 

Widzimy  łatwo  źe,  gdy  X  i  [k  zmieniają  się  cięgle,  powyższe 
równania  przedstawiają  dwojany  ellips  i  hiperbol  spółognisko- 
wych  które  się  przecinają  prostokątnie.  To  ustaliwszy,  wyraźmy 
spółrzędne  x  \  y  w  funkcyi  zmiennych  X  i  fA. 

Będzie  naj  pierwej 


a  następnie 


rf^=?^  +  ^. 


poczem  otraymujemy 


Jeśli  więc,  w  celu  zastosowania  równań  LagraDge'a,  ucsy< 
nimy 

rfX  ,         j  ^  •»,, 


będziemy  mieli 
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gdzie 
Zatem 

zkftd  wywodzimy 

d^  —  r'  ^  —rjn 


a  ponieważ 


u  +  h  =  1g(««+P«), 


oznaczając  przez  H  stateczne  dowolna,  dwie  poowyłsze  war- 
tości biorę  postać 

(TT       U+HdG  ^  — U  +  B^ 

rf«~      G     d«'  rf(ł~"     G        p' 

Tym  sposobem  równania  Lagrange'a  staj§  się 


rf  rj—U+HrfO  ,  rfU 
rff  ^  O      ^  ^  <^ 
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Owoż,  pierwsze  z  tych  dwóch  równań  możemy  pisać 


G«'^G.'  =  (U  +  H)g.,'  +  Gg.,; 


to  zaś  ostatnie  równanie  jest  całkowalne  jeśli  (U-)-H)G   ma 
kształt  w(a)'-fł(^^  bo  wtedy 

«'|.(U  +  H)G  =  <p'(«V; 
zatem^  przypuszczając  ie  tak  jest^  znajdujemy  całkę 


Tak  samo 


^G^'«=ł(P)+B. 


Ale  dwie  stateczne  A  i  6  nie  sc  oddzielne,  albowiem  po- 
winno być 


lGV+n=<p(«)4-ł(P). 


co  wymaga 

A  +  B  ^  0. 

Więc 

■ 

.  1g»«'^-.p(«)  +  a, 

iG^'»  =  ł(p)-Ai 
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AąA  wynika 


P'  y/m=^ 


i  nakoniec 


rfcc         _       rfg 

Zostaje  juj;  tylko  samo  całkowanie  które  należy  do  analizy* 
Ale  trzeba  pokazać  możebność  kształtu  funkcyi  (U  -f-  HjG 
któryśmy  przypuścili,  Owoż,  w  przypadku  przyciągania  w  sto- 
sunku odwrotnym  kwadratu  odległości,  istnieje  funkcya  sił  U 
i  wyraża  się  przez 

P       P 
a  w  naszem  zagadnieniu 

p  +  p'  =  2X    i     p'  — p  =  2ft,     zkcd    p  =  X  — f»,     p'=X-f|». 
Zatem 

=  (* -I- *0x +Hx«  +  (*  -  AOc  —  H(*«. 
Zmienna  x  jest  funkcyę  z  «,  a  (t  fuiikcyę  z  |3,  więc 

co  usprawiedliwia  wyłej  uczynione  przypuszczenie. 


936  AOEBKUŁ  IŁ 

Zagadnienie  którein  się  zajmujemy  jest  szczególnym  pny* 
pad kiem  stawnego  zaf;eidn\en\B\Ruck  trzech  ciał  niebieskich.  Nie 
mogęc  go  rozwiązać  ogólnie,  pnywiedziono  najpierwej  trzy 
ciała  niebieskie  do  trzech  punktów  wolnych,  a  nakoniec  do 
jednego  tylko  punktu  wolnego  przyciąganego  przez  dwa  punkta 
stałe.  W  dziełach  pośmiertnych  Jakobiego  {Yorlesungen  aber 
Dynamik)  znajduje  się  wspaniałe  rozwiązanie  ostatniego  za- 
gadnienia, za  pomoo§  spółrzędnych  elliptycznych« 

170.  Z  równań  Lagrange*a  moina  wywieśdź  zasadę  sił  żywych, 
gdy  l{Xix-^l[9y-\'2iz)  Jest  zmiennością  dokładną  SU, 
a  równania  związkowe  L  :^  O,  M=0,...  nie  zawierają  wy- 
datnie ctasa  r.  Jakoł,  w  ostatniem  przypuszczeniu  M'olno 
zastąpić  zmiśnność  i  przez  różniczkę  d\  więc,  w  tern  założę-* 
niu,  ogólne  równanie  Lagrange'a  staje  się 

^/d  dT      dT 


«)       mĘ-^'''^- 


albo,  ponieważ  dq  =:  g^dt, 


«       ^l^^-? -!*)=*• 


Owoż, 


2(^^D=ie#^-|'^)' 


więc,  podstawiając  tę  wartość  w  równaniu  (2),  będzie 


o     2('f.')=I(g^»+g^^)=«'- 
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Ale  T  jest  funkcyę  zmiennych  jj,  ^,  Cp,,  i  j^j,  j'|,  g^,..^    * 
co  daje 


2:(^''+|^)="- 


Nadto,  ponieważ  z  założenia  związki  s^  niezależne  od  czasu, 
spiAnędne  T^j/fZ,...  nie  zawierają  wydatnie  czasu  /;  mamy 
tedy 

zkfd  wnosimy  że  afl  Jest  funkcy§  jednorodna  i  drugiego  rzędu 
zmiennych  j'i,  q\^  ?'3v  Tak  samo  się  ma  z  kwadratami  y'^,  z'^. 
Więc  T  jest  funkcyc  jednorodne  i  drugiego  rzędu  zmiennych 
9'u  y'af  y'iv.;  a  zatem 


AP)= 


2T. 


Podstawiając  [te  wszystkie  wartości  w  równaniu  (8)>  otrzy- 
mujemy 

rf.2T  — efr  =  rfa. 
Więc 

efr  =  rfU       albo       T  —  U  =  słateez. 
Co  jest  właśnie  równaniem  rił  żywych. 

ZASADA   HAMILTONA, 

171.  Oznaczmy  przez  T  połowę  summy  sił  żywych  punktów 
materyalnych  układu  w  epoce  jakiejkolwiek  t  Zasada  Hamil- 
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TONA  polega  na  równaniu 


(1)  r*  \fT  +^{XSx  4-  Yiy  +  Ziz)  j  rf^  =  O, 

które  znaczy  łe'  wskazana  całka,  określona  w  granicach  czasu 
to  t  t|,  jest  zero  dla  wszystkich  przemieszczeń  zgodnych  ze  zwiaz* 
kami;  byle  tylko  poloienia  układu  odpowiedajace  epokom  to  i  ti 
były  uwatane  za  stałe. 

Jakoż;  podstawmy  wartość  T,  będzie 


'O 

albo 


Zodkujmy   teraz  częściami ;    zważając  że  przemieszczenia 

4 

skrajne  ixo,  iy^,  ^So»  ^u  *yo  ^^i  powinny  być  zero,  otrzymamy 

r2j(x-".s)-+(v-"S)'^+(^-»s)*h 


Jeśli  więc  przemieszczenia  przysposobione  ^a:,  iy,  iz  s§ 
zgodne  ze  zwitkami  układu,  ostatnia  całka  będzie  zero  na 
mocy  ogólnego  równania  dynamiki. 

Co  dowodzi  założon^o  twierdzenia. 

172.  Gdy  istnieje  funkcya  sił  U,  zasada  Hamiltona  wyraża 
się  przez  zmienność 

9  P(T  4-  l])dt  =  0. 

Jtn 
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Ale  Wtedy 

więc^  podstawiajcie  wartości  U  i  T,  i  zwaźajcc  że  H  jest  ilościf 
stateczne,  będzie 

Ten  wynik  dowodzi  że  zasada  najmniejszego  działania  jest 
szczególnym  przypadkiem  zasady  Hamiltona. 

173.  Z  zasady  Hamiltona  wywodzą  się  łatwo  równania  La- 
grange'a.  Jakoż,  można  zastąpić  spółrzędne  x^  y^  z,  x\..  przez 

inne  spółrzędne  9i,92>93)...  i  wyrazić  ^T  i  7^(Xto+Yjy4-Zfe) 
w  funkcyi  nowych  spółrzędnych.  Dość  tylko  uważać  że  sum- 
ma T,  jako  funkcya  pochodnych  -^ ,  -^  y  -^ ,  staje  się 
funkcyc  zmiennych  91,92,93...  i  9'i>  ^'a^  ^'a.**  &  summa 
^(X3^  4"  ^^y  "t"  ^^)>  J^J^o  funkcya  spółrzędnych  x,  y,  z..., 

staje  się  funkcy§  samych  zmiennych  jj,  9.2,  93...;  będzie  więc 
ogólnie 

Zatem  formuła  (1)  przedstawia  się  w  kształcie 


6^0  wmiAi  u. 

Owoż, 

dq  =  q'dt,  zk§d  idq  =  iq'dt; 

podstawiaj^e   warloić  iq'dt  i    całkując  cąęściami^    mamy: 
najpierwej 


a  potem 


r2(^-śs+«h'=»' 


Więc 


2(^^-f-«>=«' 


Co  Jest  właśnie  ogólnem  równaniem  Lagrange*a^  które  t ię  tym 
sposobem  przedstawia  jako  następstwo  zasady  Bamltom, 

ZASADA  GAUSSA. 

174.  «  Zasada  prędkoici  przysposobionych,  mówi  'Gatiss^ 
przekształca  wszelkie  zagadnienie  statyki  na  kwestyę  mate- 
matyki czystej,  a,  przez  zasadę  (/Vl/&m^r^a  dynamika  zostaje 
sprowadzona  do  statyki.  Zt^d  wynika  ie  todna  zasada  fun- 
damentalna równowagi  i  ruchu  nie  moJ:e  być  istotnie  różna  od 
tych  dwóch,  zasad,  i,  jakakolwiek  ona  jest,  można  J9  zawsze 
uważać  za  ich  następstwo  mniej  więcej  pośrednie.  Nie  trzeba 
jednak  zt§d  wnosić  żeby  wszelkie  inne  twierdzenie  było  już 
niepotrzebne.  » 
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W  tam^  rzeczy-  oalem  umiejętności  jest  znajomość  uataw 
które  rzfdzą  zjawiskami^  a  ogólne  twierdzenia  rozszenąjft  tę 
znajomość.  Z  tego  względu  zasada  Gaussa  która^  jako  zaraz 
zobaczymy^  jednoczy  w  sobie  zasadę  d'Alember(a  i  zasadę 
prędkości  przysposobionych^  jest  ważnym  nabytkiem^  chociaŁ 
nie  korzystniejszym  od  tych  dwóch  fundamentalnych  zasad. 

Niech  będzie  więc  układ  punktów  materyalnych  w  ruchu, 
powiązanych  sposobem  jakimkolwiek,  i  pod  wpływem  sił 
jakichkolwiek;  oznaozmy  przez  m  massę  jednego  z  tych  punk- 
tów, przez  Ao  jego  położenie  początkowe,  przez  A  położenie 
na  końcu  czasu  dt^  a  przez  B  położenie  któreby  wzięł  gdyby 
był  wolny.  Zasada  Gaussa  polega  na  tem  że  summa 

^^iH.AB 

fest  minimum;  to  znaczy  te:  W  ruchu  układu  materyalnego  jakie- 
gokolwiek,  summa  wieloczynćw  mass  punktów  przez  kwadraty 
zboczeri,  jest  mniejsza  nitby  była  gdyby  te  punkta  brały  inne 
drogi  zgodne  te  związkami. 

Nazwijmy  C  jedno  z  położeń,  zgodnych  ze  zwi{^zkami,  ja- 
kieby  punkt  m  mógł  zajmować  na  końcu  czasu  dt.  Twierdzenie 
będzie  dowiedzione  jeśli  okażemy  że 

^w.AB  <2»»'AG  • 

Oczywiście  wieloczyny  takie  jako  m.AB  przedstawiają  siły 
wynikające  ze  zwi^^zków  między  punktami  układu;  a  że^  na 
mooy  zasady  d'Alemberta,  siły  stracone  powinny  sobie  czynić 
równowagę  za  pośrednictwem  związków,  trzeba  więc  żeby 
summa  prac  przysposobionych  wszystkich  sił  straconych  była 
zero,  dla  każdego  przemieszczenia  zgodnego  i  temi  iwi^zkami. 
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Owoż,  B  i  C  8§  dwa  położenia  które  punkt  m  mógłby  mieć 
na  końcu  czasu  dt;  więc  trzeba  żeby  było 

(1)  ^iw.BA.BCdos  ABG  =  0. 
Ale  trójkę!  ABC  daje 

AG  =  BA  +  BC  —  2BA.BGdosABG, 
i  temsamem 

(2)  ^m.AC  =2w.BA  +2^.50  —  2^m.BA.BGdosABC. 

Ztęd  wynika  2e,   na   mocy  warunku  (1)^  istnieje  szukana 
nierówność 


(3)  ^w.AB  <^m.AC  . 

Jeśli  w  uważanym  układzie  zwi§zki  sę  wyrażone  przez  nie- 
równości, wtedy,  jako  wiadomo  {*),  dość  jest,  dla  równowagi 
sił  straconych,  żeby  się  sprawdzała  nierówność 

2in,BA.BGdosABG  <  0. 

Wprowadzając  ten  warunek  do  równania  (2),  otrzymamy  tern 
bardziej  nierówność  (3). 

Więc,  jakiekolwiek  sg  zwi§zki,  summa  Zjn,k&  jest  zawsze 
minimum. 

(i)  Zobacz  notę  na  końca  tomu. 
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RÓWNANIA  KANONICZNE  HAU[LTONA. 

I 

i75k  Jeśli^  z  PoAsseNEM  {Pomoń),  położymy 
i  przypuścimy  ie  istnieje  funkcya  sił  U  która  daje 


(2)  0  = 


¥' 


równania  Lagrange'a  wezm§  kształt  ogólny 

Gdy  związki  s§  niezależne  od  czasu  t  ostatnie  równanie 
może  się  przedstawić  w  kształcie  jeszcze  ogólniejszym.  Jakoż, 
weźmy  ilości  Ci^  g^,  93...  i  pi^  p^,  ps...  za  nowe  zmienne  i  róż- 
niczkujmy T.  Dla  rozróżnienia  oznaczymy  nowe  pochodne 
częściowe  literę  ^  podług  notacyi  JakobiegOy  a  zachowamy 

literę  d  dla  dawnych.  Tym  sposobem    —     będzie  pochodn§ 

częściowe  ilości  T  wyrażonej  w  funkcyi  zmiennych  ji,  ^s^ja... 

dT 
p.,p.,p...,  a  przeciwnie    ^     bcd«e  pochodn,  cz^ściow, 

ilości    T    wyrażonej  obecnie  przez  zmienne    ^i,  q^^   q^ 

Owoż,  gdy  związki  sę  niezależne  od  czasu,  wtedy^  jakośmy 
już  widzieli;  T  jest  funkcyę  jednorodne  i  drugiego  rzędu 
zmiennych  q'uq'i,q'z'>**9  zatem 

rfr 


"=21^ 
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CO  można  pisać 

Zróżniczkujmy  to  równanie  przez  L  Uważając  najpierwej  T 
jako  funkcyę  zmiennych  ^i,  9^,...  q'u  g'^^...,  będziemy  mieli 


albo,  na  mocy  formuły  (1), 


dr 


"=2«'*-2g*; 


uważając  potem  T  jako  funkcyę  zmiennych   pi,  p^,  p^.-,,,, 
i  qt,  Ciy  93...,  mamy  także 

Więc 

zkcd  wywodzimy 

—  =  P> 

];>rzez  co  równanie  (3)  staje  się 

(5)  |  +  Jl«^  =  o. 
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Ale  U  jest  funkcy^  samych  tylko  smiennych  ^i,  Cs,  Cs..., 
co  daje 

zatem,  ró\vnanie  (5)  mote  się  pisać 

i  naslępnie  pochodna  q'  może  się  przedstawić  przez 


Jeśli  więc  położymy 


T  — U  =  H, 


i  przypuścimy  łe  T  zostało  wyrafcone  w  funkcyi  zmiennych  p 
i  zmiennych  ;,  otrzymamy  równania  ruchu  w  ogólnym 
kształcie 


/-.  dp  ^^      dtt  da      dB 

<•'  ar — ^'     i  = 


aF* 


Te  równania,  podane  przez  Hamiltona,  i  nazwane  przez  Jako- 
BiEGO  róumaniami  kanonicznemi,  pokazuj;  swoje  ogólności;  te 
wszystkie  zagadnienia  Mechaniki  do  których  się  stosuje  zasada 
sit  żywych^  a  takiemi  s;i  zagadnienia  Mechaniki  niebieskiej  i^ 
W  ogóle^  Fizyki  matematycznej,  nie  rolni;  się  międty  sobę  tylko 
sam^  liczb;  równań  (6)  i  kształtem  funkcyi  H, 
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176.  Równania (6), jakośmy zastrzegli,  przypuszczajcie  H  jest 
wyrażone  w  funkcyi  zmiennych  jOi,/?2,...  pk,  Ci,  jj,...  g.  Owoż 
H=T  —  U,  afunkcya  sił  U  nie  zawiera  pochodnych  j/  q4}'-9k\ 
trzeba  więc  tylko  wyrugować  te  ostatnie  z  funkcyi  T.  Aby  po- 
kazać jakim  sposobem  uskutecznia  się  to  rugowanie,  uważajoiy 
na  przykład  ruch  punktu  materyalnego  w  przestrzeni,  odnie- 
siony do  spółrzędnych  biegunowych.  Mamy 


T=lmg  =  im(r'^  +  r^'^  +  r^wst29.f«); 


zkfd 


p^  =  —  =mr,      p,i  =  ^,=zmr^',     />,  =  _,  =  wr%st«0.ł. 
Ale 

więc,  ruguj§c  r',  O',  4*',  otrzymujemy 


2m\^'  ^  r«  +f':^wi?9/ 


GAŁKO\^ANIB  RÓWNAŃ  KANONICZNYCH.    , 

177.  Chociaż  nie  potrafiono  jeszcze  zcałkować  ogólnie  równań 
kanonicznych,  odkryto  atoli  główne  twierdzenia  które  się  sto- 
suje do  wszystkich  zagadnień  temi  równaniami  przedstawio- 
nych. Doniosłość  rzeczonych  twierdzeń  jest  tak  wielka  że  czu- 
jemy się  obowiązani  dać  o  nich  jeśli  nie  zupełne  to  jednak 
dostateczne  wyobrażenie. 

W  latach  183^  i  1835  Hamiłtoji  ogłosił,  w  Pkilo$ophieal 
transactions,  znamienite  twierdzenie^  następującej  treści : 
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TwiiaDZBNiE.  Caiki  zagadnienia  m€chaMMh\  do  kt&rego.  się  sto- 
suje zasada  sił  iywychy  motna  wszystkie  wyrazić  rćumajać  do 
statecznych  pochodne  cus&cjowe  jednej  i  tej  samej  funkcyi  wzięte 
względem  innych  statecznych.. 

Niech  będzie  układ  2A  równań  hamiltońskicb,  wyrażonych 
w  kształcie  ogólnym 


(i) 


di_  _rfH 
dt~^     dg* 

dq  _dn, 
dt~dp' 


w  klórych  H  jest  dane  funkcyi  czasu  t  i  zmiennych  p^  g^ 

H  =  f[t,  Pi,  P4i...  Pk,  gi9  ?3ł-..  ?*). 

Przypuśćmy  ie  równania  (1)  zostały  zcałkowane;  w  tern  za« 
łożeniu  zmienne  pi,  p^.. .  pu,  giy  921  •••  gu  będę  wiadome  w  funk- 
cyi czasu  H  2A  statecznych  dowolnych.  Więc  jeśli^  uważając  H 
jako  funkcyę  czasu  i  1k  statecznych,  weźmiemy  pochodne 
względem  jednej  z  tych  statecznych  «^  będziemy  mieli 


dQL~  ^\dp  doi'^  dg  da)' 


albo,  na  mocy  równań  (i), 


rfa  ~^\A  da       dt  daf 


co  można  tak  pisać 


dH_  dy^    ,       ^  V«^ 

MICBAWIKA.  U. -^22 
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Owoi,  wiemy  ie  Ainkeya  T^  jako  jednorodna  i  dragiqp>  riędu 
wiględem  9'j,  j^..?*,  daje 


2>*'=2g^  =  2T; 


zatem 


f.=i:«-ii^l' 


i  następnie 


rf(H  — 2T)_      rfy  ^^ 

«  ///  Jam'    iltm 


dt 
A  jeśli  połoijmy 

H=:T  — U, 

będzie 

—as — s^Pj;' 

zkęd.  całkujęc  względem  ł,  otrzymujemy 

Wskazy  O  i  ^,  połołone  przy  nawiasie,  znacz-  że  trzeba  dać 
czasowi  najpierwej  wartość  O  a  potem  wartość  ty  i  odj(ć 
pierwszy  wynik  od  drugiego. 

Dla  uproszczenia,  uczyiimy  z  Hamiltonem 


8«jr'(T  +  U)*, 
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będziemy  mieli 

poczem,  jeśli  pomnożymy  obie  strony  przez  di,  i  dodamy  do 
podobnych  równań  które  pochodz§  ze  zmienności  wszystkich 
innych  statecznych  w  całkach  zagadnienia,  znajdziemy 

(2)  as  =ptiqi  •  f  p^i +..•/'*  iCk 

oznaczając  przez  £  cał§  zmienność  fuukcyi  S  gdy  stateczne 
które  zawiera  zmieniają  się  wszystkie  zarazem* 

Uwaiajmy  teraz  ie  całka  S  i  zmienne  g^  q^>**'Ck  sc  Amk- 
cyami  czasu  t  i2k  statecznych  dowolnych;  jeśli  więc,  między 
A  +  *  równaniami  które  wyznaczaję  te  funkcye,  wyrugujemy  k 
statecznych,  będziemy  mieli  wartość  S  wyrażona  przez  czas  (, 

przez  k  zmiennych  qi,  q^ ąu,  i  k  statecznych  pozostałych. 

Przypuszczajęc  ten  rachunek  wykonany^  pojmuje  się  łatwo  2e 
równanie  (2)  da  zmienność  ^,  gdy  wszystkie  zmienne  od  któ- 
rych S  zależy  odbiory  nieskończenie  małe  przyrosty,  Ztcd^  na 
'  mocy  zasad  rachunku  różniczkowego^  wywodzimy 


^S 

(/S 

dS 

rf?.-'"' 

dq^-P"-" 

^»  =^*' 

(3) 


dS  ,        s  rfS  f       y  dS        .^  f       \ 

m:,^-^^^'^'  m:'^"^""  wu^"^"^' 


Te  równania^  wyraiajęce  zwięzki  między  Vc  zmiennemi 
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pifP^y  P3i Pkj  Qu  Cl}  93i Cki    czaseiu  t  \  ^k   statecznemi 

—  {Pi)oy  —  {Piloi —  (P*)o,  (?i),  (?2)ot (qk)oj  s(i  oczywiście 

całkami  zupełneroi  zagadnienia.  Widzimy  tym  sposobem  że  mo« 
2na  otrzymać  całki  zagadnienia  ruchu  równając  do  statecznych 
pochodne  częściowe  funkcyi  S  wzięte  względem  innych  sta- 
tecznych. Na  tern  właśnie  polega  twierdzenie  Hamiltona  (*). 

178.  FuNKCVA  CHARAKTERTSTYCZNA.  Hamjlton  nazwał  fufJicya 
charaktetystyczna  całkę  określon§ 


(M  J\t  +  U)rf/. 


Ta  ważna  funkcya  zadość  czyni  równaniu  o  pochodnych  częś- 
ciowych pierwszego  rzędu,  które  się  łatwo  z  powyższego  okreś- 
lenia wyprowadzić  daje.  Jakoż,  S  jest  funkcy§  czasu  t  wydatnie 
i  przez  zmienne  ^i,  q^i^.,.  qk  które  zawiera;  jeśli  więc  zróżnicz- 
kujemy równanie  (4)  względem  t,  będzie 

Z  przyczyny  foriuut  (3)  to  równanie  slaje  się 


C-f2W  =  T  +  U. 


Ale  mamy. 


5>=I^^="; 


(*)  Zobacz  w  Mechanice    analitycznej   Lagrargb^^    3*   wydanie. 
Paryi,  £8/^6,  noty  umieslsczorte  przez  P.  Bbrtraeioa. 
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znajdajemy  więc  ważne  równanie 

które-  na  mocy  określenia  funkcyi  H^  może  się  wyrazić  po  pro- 
stu przez 

Nakoniec,  zastępując  w  funkcyi  H  zmienne  p„  Pi,...pk  przez 

■._...    rfS       dS         <fS         . 
wartości    -j— ,     -j— i...    t— ,    otrzymujemy 
dc,      dCi'       dqu'  3     i     j 


(7) 


<'S   ,    f(.  rfS       rfS  rfS\      „ 


Takie  jest  równanie  o  pochodnych  cz^^ściowych  któremu  funk- 
cya  S  zadość  czynić  powinna. 

Równanie  (7)  ma  nieskończona  liczbę  rozwiązań  zawierają- 
cych każde  k  statecznych  dowolnych,  które  Lagranoe  mianuje 
całkami  zupełnemi.  Jedna  z  tych  całek  będzie  funkcyą  S.  Ale 
Hamilton  nie  powieda  która,  chociaż  mówi  że  istnieje  drugie 
jeszcze  równanie  o  pochodnych  częściowych  którego  funkcya  S 
jest  całkę.  Tu  przychodzi  główne  odkrycie  Jakobtego,  które  wy- 
soko podnosi  twierdzenie  Hamiltona  nadajęc  funkcyi  S  roz- 
leglejsze  znaczenie.  Jakobi  dowiódł  że  kaida  całka  rótvnaniaCl)y 
zawierajęca  k  statecznych  dowolnych;  mote  być  wzięta  za  funk'* 
cyę  S.  \ 

Równanie  o  różniczkach  częściowych  (7)  zawiera/:-)-  i  zmien- 
nych t,  ;o92 qk\  więc  jego  całkę  ogólne  jest  rozwiązanie 

mające  kĄ-\  statecznych  dowolnych.  Należy  uważać  że  funk- 
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cya  S  nie  wchodzi  do  tego  równaniai  wchodi^  tylko  jej  pochodne 
częściowe;  zt§d  wynika  że  mając  rozwiązanie  zawierające  k 
statecznych  dowolnych^  otrzymuje  się  ogólniejsze  przydając  mu 
stateczne  dowolną. 

Zatem,  dość  jest  mieć  rozwiązanie  równania  (7)  zawierające  k 
statecznych  dowolnych^  aby  z  niego  wyprowadzić  całkę  ogólną. 
Ale  taka  całka  nie  jest  całką  zupełną  w  znaczeniu  Lagrange'a 
i  nie  może  być  wzięta  za  funkcyę  S.  Aby  całka  równania  (7) 
stosowała  się  do  twierdzeti  Hamiltona  i  Jakobiego,  trzeba  ieby 
zawierała  w  sobie  k  statecznych  dowolnych  z  którychby  żadnf 
nie  była  wprowadzona  przez  proste  dodawanie. 

To  ustaliwszy^  przypuśćmy  ie,  całkując  równanie  (7)^  znale- 
ziono całkę  zupełną 

z  której  się  wywodzą  całki  równań  hamiltońskich ;  za  pomocą 
tej  całki  druga  połowa  równań  (3)  może  się  przedstawić  w  kształ- 
cie wyraźniejszym.  Jakoż^  uważając  że,  wedle  formuł  (3), 
Pi,  p4,.../?fc  są  funkcyami  zmiennych  ji,  ja*.-?*  i  statecznych 
tti^  os,...  Uk,  jdili  zróżniczkujemy  równanie  (0)  względem  sta- 
tecznej jakiejkolwiek  on,  będziemy  mieli 

dtdau'^^dpidm~   ' 
tklbo,  na  mocy  zadanych  równań  (1), 

i  następnie 

dt  c/ki 
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więc 

tfS 


^ 


p*. 


gdiie  fii  tnacsy  nowf  Btatectnę  dowolni* 

Stateczna  «/  i  (3/  nazywają  się  itaiecznemi  kanonicznemu 
Podslawiąjfc  za  wikaiy  t  llcsby  1,  2|  S,..^^:,  otnymujeiny 

« 

całki  zupełne  równań  Iiamiltoń^kicb 

które  wyznaczają  ^i,  93,...  ^  w  funkcyi  czasu  t  i  2k  statecz- 
nych dowolnych  ai,  (Jj,  0%,  p2i»,. 

Moina  więc  powiedzieć  że  te  stateczne  sf  ilościami  danemi 
przez  wartości  Ci,  g^ ..  ^j^,  gdy  ^  =  0. 

179.  Jeśli spółrzędne^i,  q^..^qk  znaczg  spótrzędne prostokątne 
^>y,  ^^^i»-.  ^tedy 


T=2?(«'*+y^o* 


2 
Owoi, 

a,  na  mocy  równań  (3), 

dT_dS  iT^tó  ^_^ 

dx''~'dx*  ^      3^*^  dz'~'di' 
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więc 


^=24{(i)+(|)+(i)l- 

Przez  podstawienie  ie|  wartości  równanie  (5),  i  temsameai 
równanie  (7),  bierze  kształt  ogólny 

'•)  S+2i{(S)"+(D*+(i)l-''=«- 

180.  FuNKGTA  loŁóWNA.j  HAMaTON  mianował  funkcyą  gtówna 
całkę  określona 

(9)  '  V  =f'2Tdt, 

któreśmy  już  widzieli  w  zasadzie  najmniejszego  działania. 

Funkcya  główna  V  nie  zawiera  wydatnie  czasu  t  Aby  się  o 
tern  przekonać,  dość  napisać  funkcyę  charakterystyczna  S  w  na- 
stępującym kształcie 

(10)  S  =  f\2T—  E)dł  =  V  —  pEdt; 

t/o  Jo 

zkcd^  biorąc  pochodne  względem  czasu,  wynika 


Ale  mamy 


f+H=.. 
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Yiięc,  odci^gaj^c^  znajdujemy  równanie 

dt    "• 

które  dowodzi  że  funkcya  Y  jest  niezależna  od  czasu  t. 

Uważajmy  teraz  że,  na  mocy  zasady  sił  lywych  na  której  się 
opiera  twierdzenie  Hamiltona^  H  jest  ilością  stateczna;  zatem, 
wykonywaj^c  całkowanie  w  równaniu  (10),  otrzymujemy 

To  równanie  pokazuje  że  Y  jest  funkcyą  samych  tylko  zmien- 
nych Cu  92'..  Ckt  i  statecznej  H;  co  daje  ogólnie 

dS_jrfV 
dq        dq  ' 

Jeśli  więc  spółrzędne  fi,  q^...qk  znacz§  spółrzędne  prosto- 
kątne X,  y,  z,Xi^..,  będzie 

^  =  ^  ^  =  ^  ^  =  — 

dx       dx^  dy      dy  *  dz        dz^ 

i  przez  podstawienie  tych  wartości  równanie  (8)  stanie  się 

<">       24{©+(^*+(£)')-0-H  =  .. 

Takie  jest  ogólne  równanie  ruchu  układu  wolnego  w  przes^ 
trzeni 
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TWIERDZENIE  JAKOBIEGO. 


181.  Aby  zcałkotoać  Mad  2k  równań  kanonicznych' 

dpi ^df  dp^ df  dpk df^ 

di  dy/        dt  dq^^'"        dt  dy*' 

(1)  "■       . 

do^d  jest^  całkując  równanie  o  pochodnych  częściowych  fuńkcyi 
charakterystycznej 


(2) 


znaleić  jedna  z  całek 

zawierające,  k  statecznych  dowolnych  ai,  02,.-  «fct  ^^^  rozwiązanie 
da  2k  r(k<ma^ 

<'S_„  <'s_^  dS^„ 

3^-^"     sc;-'^""     ^»'*''»» 

(3) 

5^-^"     rf;;;^'^^'-     d;^'^^" 

ktSre  bfdę  ealkami  układu  kanonicznego  (1). 

Twierdzenie  będzie  dowiedzione  jeśli  okażemy  ie  równanie  (3) 
zadość  czynię  równaniom  (1). 
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Szukajmy  w  tym  celu  wartości    ^ .  Biorąc  pochodne  wzglę- 
dem czasu  t  z  pierwszego  równania  (S),  mamy 


rfpi 6PS    I  V  <PS   dgi , 

U  ~  dqxdt   '  ^dgidci  W ' 


Owoż^  równanie  (2)  różniczkowane  względem  Ci  daje 


dtdg^  ^  dęt  ^  ^dfi  dqx         ' 


pomnóżmy  te  dwa  równania  przez  dqi  i  dodajmy,  uważając  że 
■q>  y*  =s  -A     otrtymamy 

dq^dqi       dq^ 

Jeśli  weźmiemy  summę  podobnych  wyników,  odpowiedają- 
cych  wszystkim  równaniom  pierwszej  polowy  całek  (3)^  ozna- 
czając przez  ^  zmienności  jakie  biorą  ^i,  q<i gk^  puP^i Pk^ 

będzie  ogólnie 

2:(l+D'»-2(^-^*=»- 

Ale  iguig^y Sgk  są  ze  wszystkiem  dowolne,  i  temsamem 

ipi^  '/>2**'  ^Pffj  więc  musi  być 

f  +  ^  =  0  i  ^-?  =  0. 

dt    '   dg  dt       dp 

Co  dowodzi  że  pierwsza  połowa  równań  (3)  zadość  czyni  ukła- 
dowi równań  kanonicznych. 
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Aby  okazać  że  druga  połowa  tak^e  mu  zadość  czyni,  z  pierw- 
szego równania  tej  połowy  wyprowadzamy  wartość  -^  biorąc 
poctiodnę  względem  czasu  ty  i  mamy 


(PS 


,   y  (PS    dq,^ 

~  Jmdd^.fin:  di 


dcnidt      ^^daidąi  dt 
Owoż,  równanie  (2)  zróżniczkowane  względem  ai  daje 


dtdcLi     ^^dpi  dat 

pomnóżmy  te  dwa  równania  przez  daii  i  odc^nijmy  drugie  od 
pierwszego^  otrzymamy 


2(^-i)£^—- 


Więc,  jeśli  weźmiemy  summę  podobnych  |równań  odpowie- 
dajęcych  wszystkim  równaniom  drugiej  połowy  (3),  oznacza- 
jąc przez  ^piy^p^.,.,.^pu  zmienności  pochodzące  z  przyrostów 
^1,  ^-i Łaiky  statecznych  dowolnych,  będzie  ogólnie 


(§-?>=»■ 


zkąd 


dt       dp 


Co  było  do  dowodzenia. 

Widzimy  teraZ;  za  pomocą  twierdzenia  Jakobiego^  że  dość  je^f 
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znać  jedn^  całkę  zupełnfi  równania  o  pochodnych  częściowych 
funkcyi  charakterystycznej,  aby  módz  zaraz  całkować  dany 
układ  kanoniczny. 

Nawzajem,  aJby  znaleić  rozwiązanie  zupełne  równania  (2)  o  po- 
chodnych  częściowych,  dość  jest  zcałkować  układ  kanoniczny  (i). 

Ale  po  dowodzenie  tej  wzajemnicyy  która  należy  do  analizy^ 
odsyłamy  do  sławnego  arlykułu  jAKOBrEGO,  umieszczonego 
w  dzienniku  Crelle^  Tom  XVIL 

182.  Niech  ł>ędzie  równanie  o  pochodnych  częściowych 

W  którem  ani  czas  t  ani  funkcya  V  nie  wchodzę  do  funkcyi  F. 
To  równanie  może  się  uprościć,  i  dość  będzie  znaleźć  rozwiąza- 
nie zawierajęce  tylko  k —  1  statecznych  dowolnych  ai,a.2,...  oa-i, 
aby  módz  całkować  układ  1k  równań  kanonicznych,  majęcych 
kształt  ogólny 


(5) 


*~      dq 


dq__  dF 
di       dp 


Jakoż,  z  przyczyny  kształtu  równania  (U),  możemy  położyć 
1^  +  A=0,      zkęd       S  +  A^=V; 

oznaczając  przez  ^  stateczne  dowolne  i  przez  V  zmienne  nieza- 
leżne od  czasu  i. 
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Te  równania  daj^ 

•      dS_    _dV        dS__,       rfV_, 

I 

Jeśli  więc,  biorąc  V  za  niewiadome,  wyrugujemy  S,  równa* 
Ilia  kanoniczne  (5)  zostanę  te  same^  a  równanie  (&)  stanie  się 

Przypuśćmy  teraz  źe^  całkując  przekształcone  równanie,  zna- 
leziono z  k^^i  i^tatecznemi  rozwiązanie 

to  rozwiązanie,  zawierajęce  tylko  k  statecznych  dowolnych 
Ai  «o  a2v«ic-i)  wystarczy  do  całkowania  ^k  równań  kano 
nicznych  których  całki  będę 


rfV   _  dV  _  d\  rfV  __ 

Ostatnie  równanie  całkowe,  w  którem  t  znaczy  stateczne 
dowolne,  zawiera  samo  jedno  czas  i, 

183.  Na  zastosowanie  wyłożonej  teoryi,  weźmiemy  zagadnie- 
nia ruchu  planet,  ale  tylko  aby  pokazać  jak  się  otrzymuję  ró- 
wnania całkowe  ruchu. 
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naiężenid,  jako  wiadomo,  jest  w  stosunku  odwrotnym  odległości 
od  słońca^  praca  tej  siły  wyrazi  się  przez 

zatem,  biorąc  m=:l,  ogólne  równanie  ruchu  planety  będzie 

(£)'+(f)+(S)=^+^ 


Trzeba  przedstawić  to  równanie  w  funkcyi  spótrzędnych  bie- 
gunowych ' 

y  1=  rwstOwstł, 
z  s=rdos9. 

Owoi^  w  układzie  takich  spółrzędnych  siła  żywa  jest  dana 

przez  równanie 

« 

dt* 

t   tórego  wywodzimy 

dr  dr     , 


•rfT         ,2^       rfV 
--,=  wir«tf  =— -, 

rfO  rfd 


^  =  m^W8t^.+'=^. 
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Otrzymujemy  tym  sposobem  równanie  funkcyi  głównej  któ- 
reśmy oznaczyli  przez  V 


Jedno  rozwijanie  tego  równania,  o  pochodnych  częścio- 
wych, zawierajęce  dwie  stateczne  dowolne  a  i  a,  będzie  dosta- 
teczne do  wyznaczenia  całek  zupełnych  zagadnienia,  dlatego 
że  już  mamy  jedne  stateczne  dowolna  k  dane  przez  zasadę  sił 
żywych. 

Aby  znaleźć  potrzebne  rozwięzanie,  połóżmy 


{dvy_     '  « 

\d9)~*      wst«e' 


/(fvy_  , 


Te  wartości  podstawione  w  równanie  funkcyi  głównej  przy- 
wodzą je  do  tosamości;  więc,  stosownie  do  pirawidetcidkowa- 
nia  równań  o  pochodnych  częściowych  pierwszego  rzędu, 
otrzymamy  jedn§  z  całek  zupełnych  naszego  równania,  biorąc 
całkę  określoną  każdego  z  wyżej  położonych  równań,  i  potem 
czyniąc  summę  tych  wszystkich  całek;  co  daje 
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Ziai  wyprowadzamy  całki  zagadnienia  ruchu 
g_rfV__    r^  dr  /*o  (/e 


rfV__     /^r dr  /^Q  m 


de ^ 

2wst*9  ł  /  -—    "         ^^ 


V  wsi 


wsl*9 


'  +  *-■ SiT- 


Rachunek  tych  całek  nie  przedstawia  żądnej  trudności.  Żeby 
jednak  lozwięzanie  zagadnienia  było  zupełne^  irzebaby  wiedzieć 
znaczenie  geometryczne  statecznych  kanonicznych  i  ich  zwią- 
zek ze  statecznemi  zwyczajnemi.  Ale  to  jest  rzeczą  Astronomii. 

Są  jeszcze  inne  ważne  twierdzenia  któreby  w  tym  rozdziale 
mogły  być  wyłożone;  żeby  się  jednak  nie  oddalać  za  nadto  od 
zwyczajnej  mechaniki^  odsyłamy  je  do  not  umieszczonych  na 
końcu  dzieła. 


MECHAIIIKA  23 
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MOMENTA  BEZWŁADNOŚCI. 


184.  Nazywa  się  momentem  bezwładności  punktu  materyalnego 
względem  osi  wieloczyn  mr^  massy  w  tego  punktu  przez  kwa- 
drat jego  odległości  r  od  osi.  Momentem  bezwładności  układu 
materyalnego^  figury  niezmiennej^  względem  osi  jest  summa 
momentów  bezwładności  wszystkich  punktów  które  go  skła- 
dają. Itak,  jeśli  oznaczymy  przez  m,  m',  wi".,.  massy  punktów 
układu  a  przez  r,  r',  r",...  ich  odległości  od  osi,  moment  bez- 
władności tego  układu  będzie  mr^  +  mV2-j-mV^+...;  co  się 

wyraża  ogólnie  przez    ^mr\ 

Ciała  naturalne  nie  są.  nieprzerwanym  ciągiem  punktów  ma- 
teryalnych;  wiadomo  albowiem  żepunkta,  albo  raczej  cząsteczki 
składowe,  nie  dotykają  jedne  do  drugich;  są  między  niemi  nieza- 
pełnione  przestrzenie,  dowodem  dziurkowatość,  ściśliwość  i  roz- 
szerzalność. Według  nowego  poglądu  na  organizację  matei7i, 
te  cząsteczki  składowe  zdają  się  tworzyć  jakoby  planetarne  ukła- 
dy, obracając  się  jedne  około  drugich!  Ale  w  ciałach  idealnych, 
figury  niezmiennej,  zachowując  tę  samą  massę  każdego  można 
przypuszczać  że  ona  zapełnia  jego  objętość,  i,  uważając  tak  przy- 
sposobioną ciągłość  materyi   brać,  zamiast  summy    ^mr^^ 


całkę     /  r^^dm    w  całej  rozciągłości  ciała;  jakośmy  to  czynili 

w  poszukiwaniu  środka  ciężkości.  Wyniki  będą  te  same,  bo  się 
massa  ciała  nie  zmieniła,  tylko  inaczej  została  rozpołożona.  Dość 
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więc  będzie  rozłożyć  ciało  niezmienne  na  nieskończenie  wielka 
liczbę  nieskończenie  małych  cz§stek^  i,  wyznaczywszy  moment 
bezwładności  którejkolwiek  czystki,  wzi§ć  całkę  określoną  w  gra- 
nicach ciała.  Widzimy  tym  sposobemźe  poszukiwanie  momentów 
bezwładności  ciał  figury  niezmiennej  jest  prosta  kwesty^  ra« 
chunku  całkowego. 

Jeśli  oś^  względem  której  trzeba  wyrachować  moment  ber- 
władności  układu  punktów  materyatnych,  jest  wzięła  za  oś  2^; 
nazywając  m  massę  jednego  z  tych  punktów  i  oznaczając  przez 
^f  y*  ^  j^go  spółrzędne,  widzimy  łatwo  że  szukany  momeni 
bezwładności  wyraża  się  przez  summę 

Tak  samo,  momenta  bezwładności  układu  względem  osi 
xóm  i  yów  wyrażają  się  przez  odpowiedające  summy 

Więc,  oznaczając  przez  A,  B^  C  momenta  bezwładności 
układu  materyalnego,  względem  trzech  osi  spółrzęduycb  pros- 
tokątnych, maińy 

B  =2w(x2  +  z2)=2»lx2+2m2^ 


Summy   ^nw*,       ^rny\      ^w:^    nazywają  się  fwom^rt- 
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tami  beziuiadności  układu  materyalnego  względem  pła$czyzn  spół- 
rzędnych  prostokątnych  yz,  xz,  xy.  Tym  sposobem  można  przy- 
wieśdź  wyznaczenie  momentów  bezwładności  względem  trzech 
osi  spółrzędnych  do  poszukiwania  momentów  bezwładności 
względem  trzech  płasczyzn  spółrzędnych. 

Nawzajem,   znając    A,  B,   C^    nietrudno    znaleźć   summy 

ZJ^^^)     ^my^,       7  iwz'^;     dość  tylko  dodać  do  siebie  dwa 

z  powyższych  równań  i  odj^ć  trzecie,  będzie 


2;rnx2  =  i(B  +  C-A) 

2my^  =  i(A  +  C-B) 
2]»u2=|(A  +  B-C). 


Zt^d,  ponieważ  summy  ^mx\  ^'wyS  ^''^^^  s^  istotnie 
dodatne  i  różne  od  zera,  wynika 

A<B  +  C,        B<A  +  C,        C<B  +  C. 

Więc,  z  trzech  boków  proporcyonalnych  do  momentów  bez- 
władności A,  B,  G  układu  materyalnego  można  zawsze  zbudo- 
wać trójkąt. 

Dodając  trzy  poprzedzające  równania,  oti'zymujemy 

Vm(x»  +  y»  -f  z^)  =  i  (A  4-  B  +  C). 

Summa    zJ^i^^  "f"  y^  +  ^^)     ^oke  się  nazwać  momentem 
bezwładności  układu  lozgledem  punktu. 
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Jeśli  oznaczymy  przez  p  gęstość  ciała  bryłowego  w  punkcie 
Mta?,  y,  2),  będzie  m  =  ^dxdydz;  więc,  na  mocy  tego  co  wyżej 
powiedziano,  momenta  bezwładności  ciała  względem  trzech  osi 
spółrzędnych  prostokątnych  wyraża  się  przez  całki  potrójne 


A  =fff9(y^  +  ^)d^dydz, 

I 

(i)  B  =///p(-^+  z^)dxdydz, 

^    C=JJJp(x^+y^dxdydz, 


określone  w  granicach  rozciągłości  całego  ciała. 

Gęstość  p  jest  ogólnie  funkcy^  spółrzędnych.  Gdy  ciało  bry- 
łowe jest  jednorodne^  albo  innemi  słowy,  gdy  gęstość  p  jest 
stateczna,  można  częslo  wyrachować  momenta  bezwładności 
przez  całki  pojedyncze.  Jakoż,  uważajmy  moment  bezwładności 
ciała  względem  płasczyzny  yz  i  oznaczmy  go  przez  G,  będziemy 
mieli 


]     x^dx  I      I     dydz. 


Całka  podwójna    I       /     dydz    wyraża  powierzchnię  prze- 

cięcia  ciała^  któr^  nazwiemy  u,  przez  płasczyznę  prostopadłe 
do  osi  X  ;  jeśli  więc  można  wprost  otrzymać  wartość  u  w  funk- 
cyi  odciętej  x,  całka  potrójna  przywiedzie  się  do  całki  pojedyn- 
czej^ i  będzie 


'O 
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Oznaczając  przez  t;  i  w  powierzchnie  przecięć  ciała  pnez 
płasczyzny  odpowiednio  prostopadłe  donosi  y^^  i  z^^y  będziemy 
mieli,  w  podobnych  warunkach  i  w  granicach  przyzwoitych, 
momenta  bezwładności  H  i  I  względem  płasczyzn  xz  i  xy. 


H 


I 


wz^dz. 


•Więc  ostatecznie  znajdujemy  formuły  często  zastosowalne 

(2)        A  =  H  +  I,        B  =  &+I,        G  =  G  +  H. 

185,  Weźmiemy  teraz  parę  przykładów,  które  nam  wkrótce 
będ^  potrzebne  a  na  tern  miejscu  posług  do  objaśnienia  mo- 
mentów bezwładności. 

Niech  będzie,  na  pierwszy  przykład,  równoległośclan  prosto* 
kpiny  OD,  utworzony  z  materyi  jednorodnej  majęcej  gęstość  pj 
szukajmy  jego  momentów  bezwładności  względem  trzech  kra- 


I 


H 


T> 


:rjJ 


.\t' 


l/ 


JS 


wędzi  przytykających,  które  nazywamy  a,b,c  i  bierzemy  za 
osie  spółrzędnych. 

Wyobraźmy  sobie  źe,  płasczyznami  równoległemi  do  płas- 
czyzn spółrzędnych,  rozłożono  dane  ciało  bryłowe,  na  nieskoń- 
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czenie  matę  cząstki  równoległościenne.  Jedna  z  tych  cz§stek, 
odpowiedająca  punktowi  M(x,  y,z),  ma  objętość  rfardyrfz  i  massę 
771  =z^dxdydz;  jej  moment  bezwładności  względem  osi  OZ  wy- 
raża się  przez 

pdxdydz.r^  =  p{x^  -{-  y^)dxdydz. 

Więc,  jeśli  weźmiemy  summę  takich  momentów  bezwładności 
odnoszących  się  do  wszystkich  cząstek  składowych,  znajdziemy 
moment  bezwładności  ciała  względem  krawędzi  OC, 


C  =  pfffi^''  +  y^)dxdydz. 


Ta  potrójna  całka  rozciąga  się  do  wszystkich  wartości  dodatnych 
dla  Xf  y,  z  od  zera  aż  do  a,  b,  c. 

Uważając  że  z  nio  wchodzi  pod  znak  całkowania,  zaczynamy 
od  tej  zmiennej,  i  całkujemy  od  s=  O  do  z  =  c;  co  daje 


('^  =  C9fJ(^^  +  y'')dxdy. 


Teraz,  ponieważ  granice  są  stateczne,  porządek  całkowania 
jest  obojętny;  do  tego  jeszcze  obie  zmienne  y  i  z  wchodzą 
jednakowo.  Całkując  najpierwej  od  y  =  0  do  y  =  6  a  potem 
od  j?  =  O  do  X  =  a,  otrzymujemy 

c  =  cp  rdx  r  V + y'^)rfy = I  p«^^(«^  +  *'^)- 

A  jeśli  nazwiemy  M  massę  równoległościanu  materyalnego, 
będzie  M  =  paic  i  moment  bezwładności  lego  ciała  wyrazi  się 
poprostu  przez 

3 
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Ziąd  łatwo  wnosimy  źe  momenta  danego  równoległościanu 
względem  krawędzi  OB  i  OA  s§ 

B  =  J  M(a2+  c2),  A  =1  M(6«+c2). 

3  3 

Przypuszczając  a>*>c,  będzie  A<B<G;  et)  pokazuje 
że  z  trzech  momentów  bezwładności  równoległościanu  naj- 
większy odpowieda  najmniejszej  krawędzie  a  najmniejszy  naj- 
większej. 

Szukajmy  jeszcze  momentów  bezwładności  tego  samego  ró- 
wnoległościanu, względem  trzecli  osi  przechodzących  przez  jego 
środek  ciężkości  i  odpowiednio  równoległych  do  trzech  krawę- 
dzi przyległych.  Użyjemy  do  tego  momentów  bezwładności 
względem  trzech  płasczyzn  spółrzędnych.  Uwaźajgic  że  powierz- 
chnia u  przecięcia  równoległościanu  przez  płasczyznę  prosto- 
padła do  osi  0X  ma  za  miarę  wieloczyn  bCy  {druga  fig.)  znaj- 
dujemy natychmiast 

X+a  ra  1 


Zt§d  wnosimy 


^"12^^*^'         ^=12^^*^*' 


Więc,  na  mocy  formuły  (2),  otrzymujemy 
A  =  lpafc(«»  +  c*)  =  lM(6^-|- 

B  =  i;  fabc{a^  -)-  c«)  =  4  M(a*  +?'» 

U  12 


C  =  lfa4c(««+ó»)=lM(a«+-.' 
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Na  drugi  przykład  niech  będzie  ellipsoida  jednorodna  gęsto- 
ści p;  jej  równanie  odniesione  do  trzech  osi  figury  jest 


Aby  znaleźć  trzy  momenta  bezwładności  A^  B,  C^  szukamy 
najpierwej  powierzchni  u  przecięcia  eliipsoidy  przez  płasczyznę 
prostopadłgi  do  osi  x^^  i  widzimy  że  jest  ellips^  nnaj^c^  ró- 
wnanie 


'\'-9i  i'-t^ 


Zl§d  zaraz  otrzymujemy 


Więc  G,  moment  bezwładności  eliipsoidy  względem  płas- 
czyzny  yz,  wyraża  się  przez  całkę  pojedyncza 

« 

/»+a  /  x^\  (*a(         x^\  k 


Z  tego  wyrażenia  wnosimy  natychmiast  wartości 

Znajdujemy  więc  rachunkiem  bardzo  prostym^  posługując 
się  formuła  (2)^  momenta  bezwładności  eliipsoidy  jednorodnej 
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względem  trzech  jej'osi  głównych, 


A=±fahc{b^-{.c% 


B  =  iLp«6c(a*+f*), 


15 


Nakoniec,  uważając  że  -  itpabc    wyraża  massę  M  ellipsoidy, 
mamy 

A  =  I  M(62  +  c2),        B  =  i  M(a* + c»),        C  =  1  M(a^ + A«). 

9  9  <j 


Z  momentów  bezwładności  ellipsoidy  jednorodnej  można 
łatwo  wyprowadzić  moment  bezwładności  sfery  jednorodnej 
względem  średnicy  jakiejkolwiek;  dość  tylko,  nazywając  R  pro- 
mień sfery,  uczynić  w  poprzedzających  formułach  a = b=  c = R. 
Co  daje 

8 


^mr^  =  2^  pR^ 


Ten  wynik  pokazuje  że  momenta  bezwładności  sfery  wzglę- 
dem jej  średnic  s§  wszystkie  równe. 

186.  PftOMiEŃ  WIROWY.  Dla  uproszczenia  pewnych  formuł,  które 
niedługo  zobaczymy,  przedstawia  się  moment  bezwładności  ciała 
przez  wieloczyn  jego  massy  M  i  kwadratu  długości  A*,  kładęc 
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Ta  dłagość  k,  nazwana  promieniem  wirowym  ciała  względem 
osi  momentu  bezwładności,  jest  promieniem  powierzchni  wal- 
cowej obrotowej  około  osi  tego  momentu,  i  takiej  że,  gdyby  na 
niej  rozpostarto  cał§  massę,  moment  bezwładności  względem 
uważanej  osi  nie  byłby  zmieniony. 

Znając  moment  bezwładności  ciała  względem  pewnej  osi  i 
jego  massę,  otrzymuje  się  zaraz  promień  wirowy  względem  tej 
osi.  I  tak,  promień  wirowy  k  względem  osi  0X  wyraża  się 

w  równoległościanie  przez      *  =  ^  =  r  (i*  +  c^) , 


w  ellipsoidzie  przez 


*=!(**+«*). 


WŁASNOŚCI  MOMENTÓW  BEZWŁADNOŚCI. 

187.  Jeśli  jest  wiadomy  moment  bezwładności  układu  mate- 
ryalnego  względem  osi  przechodzącej  przez  środek  ciężkości,  to 
można  mieć  moment  bezwładności  względem  innej  osi  równo- 
ległej do  pierwszej  i  w  odległości  danej. 


Jakoż^  weźmy  środek  ciężkości  O  danego  układu  za  początek 
spółrzędnych  prostokątnych,  i  pierwsza  oś  za  oś  rzędnych;  na- 
zwijmy a,  p  odcięte  punktu  A  w  którym  druga  oś  AB  równo- 
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legła  do  OZ  spotyka  płasczyznę  xy.  Niech  będzie  M  jakikolwiek 
punkt  danego  układu  mający  massę  m;  jeśli  oznaczymy  przez 
Xy  y,  z  jego  spótrzędne^  przez  r,  R  odległości  MH,  MR  od  AB, 
OZ,  i  przez  a  odległość  OA  dwócti  prostycti  AB  i  OZ,  bę^ 
dziemy  mieli 

Ale 

a,-2  +  y2  =  R^  a2  4-p2  =  a2. 

zatem^  podstawiając  te  wartości  i  mnożąc  równanie  przez  m, 
otrzymujemy 

mr^  =  ynR2  —  2amx  —  2|3my  4"  ^^^* 

Znalezionoby  podobne  równania  dla  każdego  z  punktów  ma- 
teryalnych  układu;  więc,  bioręc  summę  tych  równań  i  nazywa- 
jąc M  całą  massę  układu^  mamy 

^mr^  =^m^^  —  2a^mx  -  2^^my  +  Ma^ 

Teraz  uważajmy  że,  ponieważ  początek  spółrzędnych  jest 
środkiem  ciężkości  układu,  będzie 

■ 

dochodzimy  więc  ostatecznie  do  formuły 
(3)  ^mr^  =2iwR2  +  Ma^. 

Ztąd  TWIERDZENIE  :  Moment  bezwładności  układu  punktów  ma* 


» 
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teryalnych  względem  osi  jakiejkolwiek  jest  równy  momentowi  bez- 
władności względem  osi  równoległej  i  przechodzącej  przez  środek 
ciężkości,  więcej  wieloczynem  całej  massy  układu  przez  kwadrat 
odległości  dwóch  osi. 

Powyższa  formuła  pokazuje  ze  1°  Najmniejszy  moment  bez- 
władności układu  materyalnego,  względem  osi  równoległycti 
do  kierunku  danego  Jest  ten  który  odpowieda  osi  przechodzącej 
przez  środek  ciężkości. 

2^  Homenta  t)ezwładności  układu  materyalnego,  względem 
osi  równoległych  między  sob§  i  równo  oddalonych  od  środka 
ciężkości,  są  równe;  a  tem  większe  im  bardziej  osie  oddalają 
się  od  tego  środka. 

Nazwijmy  k,  k!  i  K  promienie  wirowe  układu  materyalnego 
względem  trzech  osi  równoległych » z  których  ostatnia  przechodzi 
przez  środek  ciężkości,  i  jest  na  odległość  a  i  a'  od  dwóch  pier- 
wszych. Na  mocy  dowiedzionego  twierdzenia  będzie 

MA2  =  MK*  +  Ua\ 


MA'«=MK2  +  Ma'2; 


zkęd  wynika  formuła 


A«  —  A'2— c?  —  a'2  =  (a  +  (i)[a  —  a'), 

która  daje  promień  wirowy  k  gdy  s^  wiadome  V^  a»  a'. 

188.  Ellipsoida  bezwładności.  Szukajmy  związków  między 
momentami  bezwładności  względem  osi  przechodzących  przez 
punkt  stały  O. 

Niech  będzie  01  oś  jakakolwiek  poprowadzona  przez  punkt  O. 
Bioręc  ten  punkt  za  początek  spółrzędnycb  prostokątnych  na* 
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zwijmy  a,  ^^  y  k^ty  jakie  oś  01  czyni  z  trzema  osiami  spół- 


rzędncmi  0X,  OY,  OZ;  oznaczmy  przez  m  massę  jednego 
z  punklów  materyalnych  M  układu,  przez  x^  y,  z  jego  spół- 
rzędne  i  przez  r  odległość  MH  od  osi  01;  poczem,  uważajmy 
że  z  punktu  O  do  M  prowadza  dwie  drogi  OM  i  OQPM,  któ- 
rych rzuty  na  osi  01  s^  równe.  Co  daje 


Owoż, 


OH  =  X  dos  a  -4*  y  dos|3  -|* '  ^^^y* 


- — i     — d      — fi 

MH=OM  —OH; 


więc 


albo 


r«  =  ar*  4-  y2  -f^s  _  (a^dosa  +  y  dos(ł  +  z  dosy)*, 


r2=(^.24.^i_j-22)(dos4^^(los^dos^)--(xdos«4.ydos(ł-|-:dosy?. 
Zkęd,  rozwijając  i  mnoięc  przez  m^  wynika 
mt^ = m(y^  -f  i^)óos^a  +  mix^  -f  z^)dos^  +  m(x« + y^)  dos^ 
—  2my2dospdosy  —  2mxz  dosadosy  —  2mxy  dosados/ł. 
Znalezionoby  podobne  równania  dla  każdego  z  innycb  punk* 
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tów  materyalnych  układu.  Dodaj§c  wszystkie  równania,  otrzy* 
mujemy  moment  bezwładności  tego  układu  względem  osi  01, 

^mr-^  =  dos^a^^miy'^  +  «^  +  dos^P^iwta:*  +  z^ 

+  dos^  ^m(j?^  +  y^)  —  2  dosp  dosy  ^myz 

—  2dos«dQSy  Zamxz  —  2dos«dos(}^mjy. 
Połóżmy  teraz 

2  ^  =^'  ^wŁTz  =  E,  ^fnxy  =  F. 

Trzy  pierwsze  summy,  jako  wiemy,  oznaczają  momenta  bez- 
władności uUad u,  względem  trzech  osi  spółrzędnych ;  trzy 
ostatnie  maj^  inne  znaczenia  o  klórych  później  będzie  mowa. . 

Przez  podstawienie  tych  wszystkich  wartości  powyższe  ró- 
wnanie staje  się 

[ti)     ^mr^' = A  dos«a  +  B  dos«(3  +  G  d  os^ 

—  2Ddosj3dosy-—  2Edosadosy  —  2Pdosados(3. 

Taka  jest  wartość  momentu  ł)ezwładności  układu  materyal* 
nego  względem  osi  01. 

Tę  wartość  można  przedstawić  geometrycznie,  oto  jakim 
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■ 

sposobem.  Na  osi  01  weźmy  długość 


0N  = 


y    ^mr^ 


i  nazwijmy  X,  Y,  Z  spółrzędne  punktu  N;  będzie 

dos«=  ^=  X  \/^mr\       dos(3=  Y  \/ ymr\ 


dos 


y  =  z  \/^mr\ 


Podstawiając  te  wartości,  i  znosząc  spoiny  czynnik  1/  ^mt^, 
otrzymujemy  równanie 

AX»  +  B  Y2  +  CZ2  —  2DYZ  -•  2EXZ  —  2FXY  =  i, 

które  przedstawia  powierzchnię  drugiego  rzędu  maj^c^  środek 
w  punkcie  O.  Owoź,  jakikolwiek  jest  kierunek  osi  01^  promień 
wodzący  ON^  wzięty  na  tym  kierunku,  ma  zawsze  wartość  rze- 
czywist^  i  skończona;  bo  ona  jest  odwrotnością  pierwiastnika 

y     y]wr*,    a  summa  ^^mr^  jest  ilością  skończoną  i  większe. 

od  zera;  więc  powierzchnia  drugiego  rzędu,  o  której  mówimy, 
ograniczona  na  wszystkie  strony,  jest  eUipsoidę. 

Ta  ellipsoida,  miejsce  punktów  N  które  wyznaczają  mo- 
menta  bezwładności  układu  względem  wszelkiej  osi  przecho- 
dzącej przez  punkt  O,  nazywa  się  ellipsoida  momentów  bezwła- 
dnością albo  krócej,  ellipsoida  bezwładności. 

Owoż,  wellipsoidzie  można  zawsze  obrać  za  osie  spółrzędne 
trzy  kierunki  prostokątne  takie  żeby  prostokąty  yjc,  xZy  xy  zni- 
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kały  z  równania;  temi  kierunkami  s^trzy  osie  główne elllpsoidy ; 
jeśli  więc  odniesiemy  ellipsoidę  bezwładności  do  trzecłi  osi 
głównycjh,  jej  równanie  weźmie  kształt  prosty 

AX2  +  BY«-J-CZ2  =  1. 

11! 

Długości  osi  głównych  tej  ellipsoidy  s§    -p?    -7=9    y=?    a 

każda  z  ilości  A,  B^  C  jest  mniejsza  od  summy  dwóch  innych ; 
zt^d  wynika  że  ellipsoida  jakakolwiek  nie  mcźc  być  uważana 
za  ellipsoidę  bezwładności. 

Ostatnie  równanie  dowodzi  że  dla  każdego  punktu  przestrzeni 
istnieje  zawsze  trzy  osie  prostokątne,  będące  osiami  głównemi 
elllpsoidy  bezwładnością  względem  których  summy  wieloczy-* 
nów  mass  punktów  układu  przez  prostokąty  ich  spółrzędnych 
s^  zero,  to  jest 

Trzy  osie  główne  ellipsoidy  bezwładności  zostały  mianowane 
ostami  głównemi  bezwładności ,  i  dlatego  odpowiedajfce  im  mo- 
menta  bezwładności  nazywają  się  momentami  głównemi  bez^ 
zdadności  układu  materyalnego. 

Gdy  s9  wiadome  osie  i  momenta  główne  bezwładności  w  punk- 
cie O,  moment  bezwładności  względem  jakiejkolwiek  osi  prze- 
chodzącej przez  ten  punkt  wyraża  się  przez  formułę 

(5)  ytwr^=  A  dos^a  4- Bdos2(ł  +  Cdo3^y.     • 

A  jeśli  trzeba  wyrachować  moment  bezwładności  ciała  bryło- 
wego jednorodnego,  względem  osi  poprowadzone!  przez  punkt  O, 

MKCIIATflKA.  "•—  24 
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sposób  zwykle  prosty  polega  na  ożyciu  formuły 
(6)  "^mr^  =  G  wsl^a  +  H  wsl«[J  + 1  wst^^, 

w  której  już  nam  znane  wielkości  G,  H,  I  oznaczają  momenta 
bezwładności  względem  trzech  płascs^yzn  głównych  ellipsoidy 
bezwładności  w  punkcie  O.  « 

'  Układ  osi  głównych  bezwładności  jest  ogólnie  jedyny.  Ale, 
jeśli  dwa  momenta  główne  bezwładności  sc  równe,  A  =  B, 
ellipsoida  bezwładności  jest  powierzchnia  obrotowa  około  osi 
OZ,  i  każda  płasczyzna  południkowa  jest  płasczyzn§  główna; 
wtedy  istnieje  nieskończona  liczba  układów  osi  głównych,  albo- 
wiem każde  dwie  średnice  prostokątne  leżące  na  płasczyznie 
równika  ellipsoidy  stanowią  z  osią  obrotu  układ  trzech  06\ 
głównych.  W  tym  przypadku  momenta  bezwładności  względem 
osi  tworzących  kąty  równe  z  osią  obrotu  są  równe;  bo,  w  przy- 
puszczeniu A  =  Bj  mamy 

2»wH  =  A  W8t^  +  G  dos'^ ; 

co  pokazuje  że  wartość   ^^f^    zależy  tylko  od  kąta  y. 

Gdy  trzy  momenta  główne  bezwładności  są  równe  A  =  B = C, 
ellipsoida  bezwładności  jest  sferą;  wtedy  każde  trzy  średnice 
prostokątne  stanowią  układ  osi  głównych.  W  tym  przypadku 
momenta  bezwładności  układu  względem  średnic  sfery  są 
wszystkie  równe,  albowiem 

^mr^  =  A  dos^flt  -f  A  dos^P  +  A  dos^  =  A. 

Przypuśćmy  teras  momenta  ^ówne  bezwładności  nierównef 
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i  niech  Lędzie  A  >  B  >  G.  Ponieważ  moment  bezwładności 
układu  materyaluego  względem  osi  01  wyraja  się  przez 

ON 

oczywiście  ten  moment  jest  tem  większy  im  promień  wodzący 
ON  jest  mniejszy.  Więc  ze  wszystkich  momentów  bezwładności 
układu  względem  różnych  osi  przechodzących  przez  punkt  0^ 
moment  bezwładności  A  jest  największy  a  C  najmniejszy;  albo 
innemi  slowy^  największy  i  najmniejszy  możebny  moment  bei- 
władności  są  oba  momentami  glównemi  bezwładności,  naj- 
większy  odpowieda  najmniejszej  osi  ellipsoidy  bezwładności  a 
najmniejszy  największej. 

Posługując  się  tąwłasnością  momentów  bezwładności,  można 
łatwo  dowieśdź  źe  istnieje  tylko  jeden  układ  osi  głównych  bez- 
władności, gdy  trzy  momenta  główne  bezwładności  są  nierówne. 
Jakoź^  przypuśćmy  te  istnieją  dwa  takie  układy  którym  odpo- 
wiedają  momenta  główne  bezwładności  A,  B,  G  i  A',  B',  C'; 
i  niech  będą  A  i  A'  największe  momenta  bezwładności  w  każ- 
dym z  dwóch  układów.  Na  mocy  powyższej  własności  powinno 
być  A  >  A',  ale  dla  tej  samej  przyczyny  musiałoby  także  być 
A'  >  A;  co  niedorzeczne.  Więc  istnieje  w  każdym  punkcie 
przestrzeni  jeden  tylko  układ  osi  głównych  bezwładności  dla 
danego  układu  materyalnego, 

169.  Otrzymuje  się  osie  i  momenta  główne  bezwładności 
wyznaczając  wielkość  i  kierunek  osi  głównych  ellipsoidy  bez- 
władności. Wsamejrzeczy^  promieńwodzący  ON  staje  się  osią 
główną  gdy  przystaje  do  normalnej  w  punkcie  N.  Owoż,  w  lym 
punkcie  ellipsoidy  bezwładnością  mającej  równanie 

„  =  AX^  +  BY^  +  CZ«— iiDYZ~2EXŹ  — 2FXY--J=0, 
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normalna  czyni  z  osiami  spółrzędncmi  k^ty  których  dostawy  s§ 
proporcyonalne  do 

X,  ^  =  2(AX-EZ  — FY), 

Y,  ^=2(BY  — DZ  — FX), 

Z,  ^=2(CZ-DY-EX); 

więc,  żeby  promień  wodzęcy  przystawał  do  normalnej  i  tym 
sposobem  stał  się  osi§  główn§,  trzeba  żeby  było 

AX  —  EZ  —  PY  _  BY  —  DZ  —  FX  _  CZ  —  D Y  ~  EX 


Ale  X^  Y,  Z  $9  proporcyonalne  do  dosa^  dos|3^  dosy;  będzie 
zatem 

Adosg — Edosy— Fdos(ł  _  Bdosp  —  Ddosy — Fdos« 
dosa      ^  dosp 

Cdosy  —  Ddosp  —  Edosg 

dosy 

Ado«*a+Bdos^P+Cdo8^— 2DdosPdoS7-'2Ed08ados'y— ąPdosttdosft 
~  dos^a-f^os^P-j-dos^lf 

S  oznacza  jeden  z  momentów  głównych  bezwładnością  odpo- 
wiedaj^cy  promieniowi  wodzącemu  który  stał  się  osi§  główną. 

Z  tych  równań  wywodzą  się  zaraz  następujące : 
(S  —  A)dosa  +  Fdos(ł  -f-  B  dosy  =  O, 
Fdosa  +  (S  —  B)dosP4-  Ddosy  =:  O, 
Edosdt -f  Ddosp  4- (S  *-- C)dosy  =  0. 


MOMENTA  BEZWŁADNOŚCI.  37S 

Rugując  dosa^  dos|3,  dosy  między  temi  równaniami,  co  się 
oirzymuje  równając  do  zera  wyznacznik,  znajdujemy  równanie 
trzeciego  stopnia  na  S 

(S  —  A)(S  —  B)(S  —  C)  -  (S  —  A)D«  -  (S  —  B)E^-  (S  —  C)F« 

+2DEF  =  O, 

które  gra  przeważna  rolę  w  geometry!  analitycznej.  Trzy  pier- 
wiastki tego  równania,  zawsze  rzeczywiste  jako  wiadomo,  39 
wartościami  trzech  momentów  głównych  bezwładności.  Każ- 
demu z  tych  momentów  odpowieda  układ  trzech  k§iów  a,  ^,  y, 
wyznaczony  przez  poprzedzające  równania,  które  daj^ 

dosa  dos(3 


=±. 


V(S  —  B)(S  —  C)  -  D^      V(S  —  A)(S  —  C)  —  E« 

doSy 

""V(S  — A)(S  — B)  — P 

i 

V(S— B)(S-C)+(S--A)(S--C)-KS--A)(S-B)-.D«-E?-.F* 


190.  Wynika  z  twierdzeń  dwóch  poprzedzających  numerów 
że  najmniejszy  moment  bezwładności  układu  materyalnego, 
względem  osi  przechodzęcych  przez  środek  ciężkości,  jest  naj- 
mniejszy możebny  ze  wszystkich  momentów  bezwładności  tego 
układu. 

Nazwijmy  L,  M,  N  momenta  bezwładnością  względem  trzech 
osi  prostokątnych  które  czynią  k§ty  aj,  pi,  y^;  grj,  p^,  y^;  a,,  p,,  y, 
z  trzema  osiami  glównemi ;  będzie 

L  =  Ados^ai  4-  Bdos^i  +  Cdos^y^, 
M=  Ados^oi  +  Bdos^  +  Cdos% 
N  =  Ados^aa  +  Bdos'^  +  Cdos^y,; 
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zk§d  wynika 

Więc  summa  momentów  bezwładności  względem  trzech  osi 
prostokątnych  jest  stateczna,  i  równa  się  summie  momentów 
głównych  bezwładności. 

.  191.  Cecha  osi  głównych  bezwładności.  W  układzie  spółrzę- 
dnych  prostokątnych  oś  OZ^  na  przykład,  będzie  osi§  główna  ellip- 
soidy  jeśli  ta  powierzchnia  jest  symetryczna  względem  płasczyzny 
xy.  Żeby  się  to  zdarzało  w  ellipsoidzie  bezwładnością  trzeba  i 
dość  jest  żeby  jej  równanie-zostawało  niezmienne  gdy  się  prze- 
mienia Z  na  —  Z ;  co  przypuszcza  źe  w  niem  brakuje  wyrazu 
zawierającego  Z  w  pierwszym  slopniu,  to  jest  źe  równanie  ma 
kształt 

AK^  +  BY^  +  CZ'^  — 2FXY=:1; 

bo  wtedy,  na  wartości  jakiekolwiek  dla  X  i  Y,  rzędna  Z  bierze 
dwie  wartości  równe  i  znaków  przeciwnych.  Więc,  żeby  oŚ2«» 
była  osi^  główna  bezwładności,  warunkiem  koniecznym  i  do- 
statecznym jest  żeby  istniały  zarazem  dwa  równania 

W  takim  przypadku  osiami  x^  i  y^  s^  dwie  proste  prosto- 
kątne jakiekolwiek,  przechodzące  przez  punkt  O  na  płasczyznie 
symetryi  a;y ;  a  jeśli  do  dwóch  powyższych  równań  przydamy 

warunek    V»wxy  =^  O,    trzy  osie  spółrzędne  będ§  psiami  gló- 

wnemi  bezwładności. 

k  •  •  • 

Gdy  jedna  tylko  z  trzech  summ  D,  E,  F  jest  zero,  dajmy  na 
to    ^myz  =  O,    ale  zarazem  środek  ciężkości  G  układu  matę- 
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ryalnego  znajduje  się  na  płasczyznie  spólrzędńej  pn]ftykaJ9C6j 
do  yz^  na  przykład  na  xzy  wtedy  oś  spółrzędnych  OZ^  spoina 
tym  dwom  płasczyznom,  będzie  osi§  główne  bezwładności 
w  pewnym  punkcie  Qf  swojego  kierunku. 


Jakoż,  przez  punkt  0'^  majęcy  rzednę  00'  =  h,  poprowadź- 
my trzy  osie  spółrzędne  0'X',  0'Y',  07/,  równoległe  do  osi  spół- 
rzędnych prostokątnych  0X,  OY,  OZ,  i  nazwijmy  o?',  y', «'  nowe 
spółrzędne  punktu  M(x,  y,  z)  układu.  Zęby  oś  OZ  była  osi§ 
główna  bezwładności  w  punkcie  O',  powinno  być 


^mx'z'  =  O 


2^yV=o. 


Ale,        ar'  =  x,      \fz=.y^      z'=lz  —  A; 


zatem 


2jnx{f  —  h)  =2»M?z  —  h^mx  =  O, 


albo 


(«) 


^my{i  —  h)  =^myz  —  h^my  —  O, 

Vfwarz  —  AMa?!  =  O, 
^myz  —  AMyi  =  0. 


A  ponieważ  z  założenia    ^iwyz  =  0     i     yi  =  O,     te  dwa 
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waranki  przywodzą  się  do  jedynego  równania 


Z^tnjyg  —  hMxi  =  O, 


któremu  zadość  czyni  wartość 

h=— 

Istnieje  więc  na  osi  OZ  punkt  O'  w  którym  ta  pro  sta  jest  osi§ 
główna  bezwładności  układu. 

Jeśli  oś  OZ  jest  osie  główna  bezwładności  w  punkcie   O  i  za- 
wiera środek  ciężkości  układu  materyalnego,  ta  prosta  będzie 
osi§  główna  bezwładności  we  wszystkich  swoich  punktach. 
Albowiem,  w  tym  przypadku,  będzie 


^tnxz=0,  ^myz=: 


O 


ar,  =  0,  yi  =  0; 

więc  równaniom  warunkowym  (a)  staje  się  zadość  przez  kaźd^ 
wartość  dla  A,  to  jest  jakiekolwiek  położenie  punkt  O'  zajmuje 
na  kierunku  OZ.  ^ 

Więc,  żeby  prosta  OZ  była  osi§  główna  bezwładności  we 
wszystkich  swoich  punktach^  trzeba  i  dość  jest  żeby  była  jedn§ 
z  trzech  osi  głównych  bezwładności  względnych  do  środka  cięż- 
kości układu. 

Mówi  się  wtedy  że  oś  OZ  jest  osic  naturalna  wirowania,  z  przy- 
czyny którą,  później  powiemy. 

Ellipsoida  bezwładności  względna  do  środka  ciężkości  ukła- 
du nazywa  się  ellipmda  środkowa. 
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192.  Gdy  układ  materyalny  jest  symetryczny  względem  płas- 
czyzny,  wszelka  prosta  prostopadła  do  tej  płasczyzny  jest  osi^ 
główne  bezwładności  w  punkcie  w  którym  j^  przenika.  Weźmy 
albowiem  płasczyznę  symetryi  za  płasczyznę  xy,  i  niech  jaka- 
kolwiek prostopadła  OZ  do  tej  płasczyzny  w  punkcie  O  będzie 
osi^  rzędnych.  Ponieważ  każdemu  dwojanowi  wartości  dla 
X  i  y  odpowiedaj§  dwie  wartoici  równe  i  znaków  przeciwnych 
dla  z,  a  massy  dwóch  punktów  symetrycznych  s^  równe,  będzie 

^mxz  =  O,  ZJ^y^  ==  ^* 

Co  dowodzi  twierdzenia. 

Więc,  gdy  ciało  bryłowe  jednorodne  jest  symetryczne  wzglę- 
dem trzech  płasczyzn  prostokątnych,  punkt  spoiny  tym  płas- 
czyznom  jest  jego  środkiem  ciężkości,  a  linie  przecięć  osiami 
głównemi  bezwładności.  I  tak,  w  równoległościanie  prosto^ 
k§tnym,  trzy  proste  poprowadzone  przez  środek  figury  ró- 
wnolegle do  trzech  krawędzi  przytykających  s§  jego  osiami 
głównemi  bezwładności ;  tak  samo  trzy  osie  główne  ellipsoidy 
jednorodnej  s§  jej  osiami  głównemi  bezwładności. 

Jeśli  prosta  OZ,  poprowadzona  przez  środek  ciężkości  G 
ciała  bryłowego,  jest  jego  osi^  główna  bezwładności,  wszelka 
prosta  0'Z'  równoległa  da  OZ  będzie  osic  główn§  bezwładności 
tego  ciała  w  punkcie  O',  w  którym  spotyka  płasczyznę  prze- 
chodzącą przez  G  i  prostopadłą  do  OZ.  Nazwijmy  a,  by  c  spół- 
rzędne  punktu  O'  względem  trzech  osi  głównych  bezwładności 
0X,  OY,  OZ,  i  przez  O'  poprowadźmy  trzy  nowe  osie  0'X', 
OT',  0'Z'  równoległe  do  dawnych.  Oznaczając  przez  x,  y,  z 
i  3[^,  y\  i  spółrzędne  punktu  M  ciała,  irzeba  dowieśdź  że 

^»u:V  =  O        i        ]^»iy'-8'  =  0. 
Owoi^  mamy      x'  =  a?  —  a,      y'  =  y  —  i,      a'  =  z  —  c ; 
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powinno  więc  być 

^m{x  —  a)(z  —  c)  =^mx«  —  ttMZ| — cilxi  -|-  Moc  =  O 

^m{y  —  b){z  —  c)=:  V»wyz  —  JMZ|  —  clit/t  +  Ubc  =  0. 

Ale    ^mxz  =  O    i     Ą/nyz  ==  O,    bo  osie  spółrzędnycb 

są,  osiami  głównemi  bezwładności;  do  tego  a:i  =  0,  y,  =  O, 
Zi  =  c,  bo  środek  ciężkości  G  ciała  znajduje  się  na  osi  OZ; 
więc  powyższe  równania  sę  tosamościami. 

Co  b\ło  do  okazania. 

Zt§d  wynika  że  wszelka  prosta  równoległa  do  jednej  z  trzech 
osi  głównych  bezwładności,  względnych  do  środka  ciężkości 
ciała,  jest  osif  główna  w  punkcie  w  którym  spotyka  płasczyznę 
dwóch  drugich  osi* 

Osie  główne  GX^  6Y,  6Z  bezwładności  układu  materyalnego, 
względne  do  jego  środka  ciężkości  G,  posiadają  jeszcze  następu- 
jąca własność  która  wypływa  z  powyższej.  Jeśli  przez  jakikol- 
wiek punkt  O',  wzięty  na  osi  GZ  naprzyklad,  poprowadzono 
osie  0'X',  0'Y',  0'Z'  równoległe  do  GX,  GY,  GZ,  trzy  nowe  osie 
będ^  osiami  głównemi  bezwładności  wi^lędnie  do  punktu  O'. 

Aby  dowieśdź  wprost  tego  twierdzenia^  dość  położyć  ró- 
wnania 

^mx*y'  —^mxy  =  O, 
yjnx'z*  =i^fnx{z  ^^  e)  ^z^mxz  —  cMX|  =  O, 

^my'z'  =^my{z  —  c)  =  ^myz  —  Myt  =  O, 
które  się  sprawdzają  oczywiście  na  mocy  uczynionych  załoień. 
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193.  Punkta  przestrzeni  dia  których  osie  główne  bezwładności 
układu  materyalnego  s^  odpowiednio  równoległe  Ież§  syme- 
trycznie względem  jego  środka  ciężkości. 


Niech  będzie  O  jeden  z  tych  punktów,  i  OA.,  OB,  OC  trzy 
osie  główne  bezwładności  układu  materyalnego;  przez  środek 
ciężkości  G  tego  układu,  poprowadźmy  trzy  osie  spółrzędne 
GX,  GY,  GZ  równoległe  do  osi  głównych,  i  oznaczmy  przez 
a^byC  spółrzędne  punktu  O,  przez  x,  y,  z  spółrzędne  punktu 
materyalnego  M. 

Warunki  żeby  osie  GA,  OB,  OC  były  osiami  głównemi  bez- 
władności wyrażają  się  przez 

\m(a;  —  «)(y  —  b)  =^rnxy  —  aMyi  —  JMa:,  -{-  Moi  =  O, 
^jfn{x  —  fl)(z  —  c)  —^mxz  ^  aMZ|  —  ct/ixt  -Ą-  Mac  =  O, 
Vm(y  —  b){z  —  c)  =z\myz  —  iMz^  —  cUt/i  -Ą-  Mbc  =  0. 


Owoż,    Xt  =  0,    yi  =  O,   Zt  =  O,    dlatego  że  punkt  G  jest 
środkiem  ciężkości;  więc 
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Tym  równaniom  zadość  czynię  tak  dobrze  wartości  a^  b,  e, 
jak  wartości  równe  i  ze  znakami  przeciwnemi.  Go  dowodzi  że 
osie  główne  bezwładności  układu  materyalnego,  odpowiednio 
równoległe^  odnoszę  się  do  punktów  przestrzeni  symetrycznych 
względem  środka  ciężkości  G. 

19/!i.  Możemy  teraz  łatwo  rozwiązać  ZAGABmEmE,  Znaleić  pun- 
kta  przestrzeni  dla  którijch  ellipsoida  bezmtadności  jest  obrotowa. 

To  znaczy  wyraźniej,  znaleźć  punkta  przestrzeni  dla  których 
dwa  momenta  główne  bezwładności  ciała  bryłowego  s§  równe. 
Weźmy  za  osie  spółrzędnych  trzy  osie  główne  bezwładności 
tego  ciała  względne  do  jego  środka  ciężkości  O,  i  nazwijmy 
C,  łj,  C  spółrzędne  jednego  z  punktów  szukanych  O'.  Jeśli  przez 
punkta  O  i  O'  poprowadzimy  dwie  osie  równoległe  01,  0'li, 

i  oznaczymy  przez  h  ich  odległość,  a  przez    ^^r'^     2J^^^ 
momenta  bezwładności  względem  łych  dwóch  osi,  będzie 

Owoź, 

^wjr2  =  A  dos^a  +  Bdos^p  +  Gdos^, 

Ą'2  =  f-  4  r?  Ą-^^  (CdoSa  +  ^dosfJ  +  CdOSy)^, 

albo 

ffi  =  (r/^  +  ^)dos2«  +  {?  -f  C*)do3^  -f  (C2  +y)dos«y 

—  2ł)Cdospdosy  —  2$Cdosadosy  —  2$>łdosados(3; 

więc,  podstawiając  te  wartości,  mamy 

2wr,2=[A  +  M(,3«  +  C»)]dos^«  +  [B  +  M(?+C2y]dos«p 

+  [G  +  MtC*+„«)]dos2y 

— 2Mi3Cdos(}dosy— 2MKdosodosy-^2MSi9dosada&^. 
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Ztąd  otrzymujemy  zaraz  ellipsoidę  bezwładności  względną 
do  punktu  O',  i  daną  pi*zez  równanie 

-  2r,rYZ  -  2(;rZX  -  2C7iXY  =  i  . 

M 


Poczem,  wyrażając  że  ellipsoida  jest  obrotową,  znajdujemy 
ogólne  warunki 

które  wymagają  żeby  było 

A  =  B=C, 

jeśli  punkt  (C,yi,c)  ma  być  jakikolwiek  w  przestraeni. 

Przypuszczając  że  tym  warunkom  staje  się  zadość,  Ło  jest 
że  ellipsoida  środkowa  bezwładności  jest  sferą,  wszelki  punkt 
(C,Y), C)  praestrzeni  rozwiązuje  zagadnienie;  ponieważ  wtedy 
wiadome  równanie  na  S  ma  dwa  pierwiastki  równe. 

Uważajmy  teraz  kwestyę  w  całej  ogólności,  kiedy  ellipsoida 
środkowa  ma  trzy  osie  nierówne  2a,  26,  2c;  i,  dla  utkwienia 
myśli,  praypuśćmy 

a>b>c     albo,  co  wychodzi  na  jedno,      A>B>C>. 

W  tym  ogólnym  przypadku,  żeby  istniała  ellipsoida  obro- 
towa bezwładności  dla  punktu  ((,  n,  (),  trzeba  żeby  dwa 
z  trzech  prostokątów  %;,  CC  ,(9,  były  zero. 

Biorąc  nąj  pierwej  5  =0;  będzie 
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^a+,.  +  c,^x'+(|+c')y.  +  (c+v)z« 


-2r^YZ  =  ^^. 


Ale  powinno  być  jeszcze 

B  — A 


^'«'=»-M ^ 


OC-^-'). 


czyli 


MV    _^M^^,^Q^ 


B-A ' C— A 


Wedle  uczynionych  założeń,  to  równanie  przedstawia  na 
płasczyznie  głównej  xy  sprzężonej  z  osią  wielką  2a  ellipsoidy 
środkowej,  ellipsę  która  jest  miejscem  punktów  rozwiązują- 
cy cłi  zagadnienie. 

Oś  obrotu  ellipsoidy  bezwładności,  względnej  do  punktu 
(0»^»C)}  ™&  z8(  równanie 


MY 


O       Mii*+A  — B      łi;  ' 
Weźmy  powtóre   «  =  O,    otrzymamy  równanie 

C-B      B-A 

które  pokazuje  że,  na  płasczyznie  głównej  xz  sprzężonej  z  osią 
średnią  2b  ellipsoidy  środkowej,  jest  liiperbola  miejscem 
punktów  rozwiązujący  cli  zagadnienie. 
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Nareszcie  biorąc  c  =  0,  mamy  równanie 

C-A^C-B^ 

które  przedstawia  ellipsę  urojoną. 

Trzy  znalezione  stożkowe  :  hiperbola,  i  dwie  ellipsy  jedna 
rzeczywista  druga  urojona  posiadają  znamienitą  własność; 
każda  z  nich  ma  za  linie  ogniskowe  dwie  drugie,  to  jest,  miej- 
sce ognisk  każdej  z  nich  składa  siQ  z  dwóch  drugich  stożko- 
wych. 

Jakoż,  wiadomo  że,  w  założeniu 

a>b>c, 
ellipsoida 


ma  za  stożkowe  ogniskowe  : 


X*  z* 


1       "      ^i 

Więc  stożkowa   r-^— r  -^^,  ^    ^  =1  jest  stożkową  ognis- 

B      A      G  _  A 

M~M      M      M 

kową  ellipśoidy 

AX«4-BY«4-GZ«  =  M. 
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Zatem  trzy  stożkowe,  o  których  mowa,  są  stożkowemi  ognisr 
kowemi  ellipsoidy  jednokładnej  do  ellipsoidy  środkowej. 

Nakoniec,  jeśli  ellipsoida  środkowa  jest  powierzchnią  obro- 
tową, około  osi  OZ  na  przykład,  wtedy,  ponieważ  A  =  B,  bio- 
rąc 5  =  0  i  u  «i  O,  równanie  ellipsoidy  bezwładności  staje  się 

i  przedstawia  ellipsoidę  obrotową  około  osi  z^<^w  ^ja  wszelkiego 
punktu  (0,0,  C)  leżącego  na  osi  obrotu. 

W  tym  ostatnim  przypadku  ellipsoida  obrotowa  bezwła- 
dności będzie  sferą,  jeśli  jest 


CO  wymaga  A>C.  Więc,  jeśli  ellipsoida  środkowa  jest  obro- 
tową spłasczoną,  wtedy  na  osi  obi*otu  istnieją  dwa  punkŁa 
równo  oddalone  od  śi*odka  ciężkości  układu  materyalnego, 
i  są  środkami  dwóch  sfer  bezwładności. 

295.  Aby  rozwiązać  wprost  i  ogólnie  zagadnienie  sfery  bez- 
władności, szuksijmy  punktów  przestrzeni  dla  których  wszystkie 
momenta  bezwładności  ciała  bryłowego  jednorodnego  są  równe. 
Biorąc  za  osie  spółrzędnych  trzy  osie  główne  ł)ezwładności, 
przechodzące  przez  środek  ciężkości  O  danego  ciała,  nazwijmy 
jako  wyżej  C,  n, ;  spółrzędne  punktu  O'  który  dopełnia  wy- 
maganego warunku.  Ponieważ  wszystkie  momenta  bezwła- 
dności, względem  osi  poprowadzonych  przez  punkt  O',  mają  być 
równe  jako  chce  zadanie,  ellipsoida  bezwładności  odnosząca 
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się  do  tego  punktu  jest  sfer^;  zatem  trzy  średnice  prostokątne, 
odpowiednio  równoległe  do  trzech  osi  spółrzędnych,  sę  osiami 
głównerai  bezwładności.  Wyrażamy  ten  warunek  pisząc 


2m(a:^C)(y-«)  =  0,      2^(x-C){z-.e;=0, 


Pierwsze  równanie  rozwinięte  daje 

Ale,  z  przyczyny  uczynionych  założeń,  .luaray 

^tnxy  =  0,        jr,  =  O,         y,  =  0; 

więc  równanie  przywodzi  się  do 

5^  =  0. 

Tak  samo  dwa  inne  równania  przywodzą  się  do 

K  =  0,  *jC=0. 

Te  trzy  warunki  wymagają  żeby  z  trzech  niewmdoraych  C,  łi,C, 
dwie  przynajmniej  były  zero.  Dajmy  na  to  że  jest 

5  =  0        i        11  =  0. 

W  tern  przypuszczeniu  punkt  O',  jeśli  istnieje,  musi  leżeć 
na  osi  głównej  OZ. 
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To  ustaliwszy,  wyraźmy  nakoniec  że  trzy  roomenla  bezwła- 
dności, względem  osi  przechodzących  przez  punkt  O'  i  równo* 
ległych  do  osi  spółrzędnych,  sę  równe.  Stosując  wiadome 
twierdzenie  (187)  mamy 

co  wymaga  żeby  było 

A  =  B        i        A  <  C. 
Przypuszczając  te  warunki  dopełnione,  otrzymujemy 


=±/' 


M 


Więc,  jeśli  dwa  momenta  główne  bezwładności  układu  ma- 
teryalnego,  odnoszące  się  do  jego  środka  ciężkości;  są  równe, 
a  trzeci  jest  największy;  albo  innemi  słowy,  jeśli  ellipsoida 
środkowa  jest  powierzchnią  obrotową  około  swojej  najmniejszej 
osi,  OZ  w  naszem  przypuszczeniu,  istnieją  na  tej  osi  dwa 
punkta  symetryczne  względem^  środka  ciężkości  O  na  odległość  C, 
które  rozwiązują  zagadnienie. 

196.  Na  zastosowanie  weźmy  równoległościan  prostokątny  je- 
dnorodny. Wiemy  że  trzy  proste  przechodzące  przez  środek 
ciężkości  tego  równoległościanu,  i  odpowiednio  równoległe  do 
trzech  krawędzi  przyległych,  są  jego  osiami  głównemi;  więc 
momenta  bezwładności  względem  łych  osi, 

któreśmy  znaleźli  w  numerze  185,  są  momentami  głównemi 
bezwładności,  Owoż,  jeśli  przypuścimy   a  =  6,  wtedy  żeby 
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istniały  na  osi  OZ  dwa  punkta  dla  każdego  z  których  ellipsoid  a 
bezwładności  jest  sfer§,  powinno  być  A  <  G  i  temsamem  a  >  c. 
Więc,  jeśli  podstawa  równoległościanu  jest  kwadratem  a  bok 
tego  kwadratu  nie  jest  mniejszy  od  jego  wysokością  istniej^i  na 
osi  głównej  OZ,  równoległej  do  wysokości,  dwa  punkta  na 
odległość 


=±/i 


2 ^l 


12 


od  środka  O  figui^  z  których  każdy  jest  środkiem  odpowieda- 
J9cej  sfery  bezwładności.  Te  dwa  punkta  znajduje  się  wewnątrz 
albo  zewnątrz  równoległościanu,  albo  nawet  na  jego  powierzchnia 

według  jak  wartość  C  będzie  mniejsza  albo  większa  od    ^^ 
albo  jej  równa,  to  jest  .  a  <  2c,    a  >  2c,    a  =;=  2e. 

Jeśli  równoległościan  staje  się  sześcianem  dwie  sfery  bez^ 
władności  schodz§  się  w  jedn^  we  środku  figury. 

"Gdyby  zamiast  równoległościanu  uważano  ellipsoidę  jedno* 
rodn§,  dap§  przez  równanie 

r 

znalezionoby  źe  ta  ellipsoida  powinna  być  obrotowa  okołu  swo- 
jej najmniejszej  osi,  tak  żeby,  w  przypuszczeniu  a:=:^b,    był 
ay>  c.   Wtedy,   biorąc    momenta   bezwładności   wyznaczon 
względem  trzech  osi  głównych  (185),  otrzymanoby 


=±i/? 


— ;    etc. 


197.  Szukajmy  nakoniec  punktów  dla  których  moment  bez^ 

HKCBAIIIKA.  •  u.-- 85 
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tuładnaici  układu  bryłowego  względem  punktu  je$t  ncgmnigszy 
motebny. 

Jeili  oznaczymy  pr^sez  Xyy,z  spółrzędne  prostokętne  jednego 
z  punktów  materialnych  układu,  albo  figury  geometrycznej 
uwalanej  zamateryalnę,  i  przez  ^,  d,  Z  spółrzędne  punktu  s:i;u- 
kanego,  moment  bezwładności  układu  względem  tego  punkta 
wyrazi  się  przez 

» 

Żeby  ta  summa  mogła  mieć  wartość  minimum^  trzeba  ieby 
jej  pochodne  względem  C,  »?,  C  były  zero;  co  daje  równania 

^m{x  —  C)  =  O,         ^m{y  -^  »)  =  0.  ^m{i  —  C)  =  O, 

z  których  wynikaj§  wartości 

^mx  "^my  ^mz 

^m  ^m  ^m 

Istnieje  więc  punkt  jedyny  któremu  odpowieda  moment  bez- 
w&dności  minimum^  i  tym  punktem  jest  właśnie  śaodek  cięż- 
kości układu  bryłowego,  wyznaczony  przez  powyższe  równania 
które  s^  jego  określeniem. 

198.  Moment  bkzwładności  csiała  bhyłoweoo  obkotowbgo. 
Niech  będzie  linia  płaska  CD  która  obracając  się  około  osi  0X 
tworzy  powierzchnię  obrotowe  danego  ciała.  Weźmy  za  osie 
spółrzędnych  proste  0X  i  prostopadłe  OY  na  płasczyznie  po- 
łudnikowej- Poprowadźmy  rzędne  AiP,  M'P'  dwóch  punktów 
sąsiednich  M^  M'  linii  CDf  i,  biorąc  na  MP  punkt  N  mający 
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odcięte  OP  =  o?  a  rzednę  NP  =s  r,  uwaiajskj  nieskońcieoie 


Y 

M 

r 

F — ^ 

1 

C 

i 

0 

T 

p   P' 


mały  prostokąt  NQQ'N'  którego  bokami  ^  dxi  dr.  Ten  prosto- 
kąt obracając  się  około  osi  0X  utworzy  figurę  obrączkową  której 
objętość,  na  mocy  twierdzenia  Guldina^  ma  za  miarę  drdxJl^r'; 
zatem,  nazywając  p  gęstość  nieskończenie  małej  bryłki  zapeł- 
niającej tę  objętość^  jej  massa  będzie  ^itprdrdzj  a  moment  bez- 
władności względem  osi  0X  wyrazi  się  przez  2iffrdrdx,r'^  albo 
2nfir^drdx.  Ztąd  wnosimy  że  moment  bezwładności  ciała,  za- 
pełniającego objętość  utworzoną  obrotem  odcinka  PMATP^ 
otrzymuje  się  przez  całkę 


2^x  j  fT^dry 


wziętą  od  r  =  0  do  r=y. 

Jeśli  ciało  jest  jednorodne,  mołna  wykonać  wskasaną  całkę  i 
będzie 


2icpdx  I  r^dr  =  ^  if^y*dx. 


Więc  moment  bezwładności  całego  ciała  jednorodnego,  jakie 
się  mieści  w  objętości  utworzonej  obrotem  powierzchni  ACDB 
około  osi  0X^  przedstawia  się  przez  całkę  określoną 


1    r* 

2  *P  J  y*^^y 


W  której  a  i  b  odznaczają  długości  odciętycli  OA  i  0B« 
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Można  dojść  do  tego  wyniku  ogólniejszym  sposobem  który 
nam  zaraz  będzie  potrzebny. 

Jakoi,  przetnijmy  dane  ciało  obrotowe  płasczyzn^  równoleż- 
nika przecbodzęc^  przez  punkt  P  osi  obrotu  0X,  i  poprowadźmy 
dwie  płasczyzny  południkowe  tworzące  k^t  dO;  nazywając  O  k§t 


jaki  pierwsza  czyni  z  płasczyzny  spółrzędn^  XT.  Te  dwie  płas- 
czyzny południkowe  przecinają  równoleżnik  wedle  promieni 
PN,  PN'.  Uczyńmy  PN  =  r,  i  uważajmy  w  k^cie  NPN'  nie- 
skończenie mały  trapez  kołowy  NQQ'N'  którego  miar§  jest 
rdrdB.  Owoż,  graniaston  materyalny  maj§cy  podstawę  różno- 
linijn§  NQQ'N',  wysokość  dx  i  gęstość  p,  będzie  miał  massę 
prdrdBdx;  zt^d  wynika  że  moment  bezwładności  cz§siki  nie- 
skończenie małej  ciała,  zapełniającej  ten  graniaston,  równa  się 
wieloczynowi  ^rdrdQdx,r^;  więc  moment  bezwładności  całego 
ciała  obrotowego,  względem  jego  osi,  wyraża  się  przez  całkę 
potrójne 


f  f  (('^'^drdedz. 


wzięta  w  granicach  od  9=0  do  6  =  2ir,  od  r=:0  do  r  =  y, 
i  od  x  =  a  do  x  =  b. 

Jeśli  ciało  jest  jednorodne,  W7kony  waj^  dwa  pierwsze  cat- 
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kowania  i  nazywając  A  moment  bezwładności  względem  osi 
głównej  0X,  znajdziemy  jwl  znan§  formułę 


(7) 


1    r* 

=  2  ^pj^y*^^ 


Powiedzieliśmy  wyżej  że  oś  obrotu  0X  jest  osią  główne.  Aby  to 
usprawiedliwić,  trzeba  okazać  że  dwie  summy  I   j   j  xydxdydz 

i     /    /    /  xzdxdydz    są  zero.   Owoż,  dlatego  że  płasczyzny 
południkowe  XZ  i  XY  są  płasczyznami  symetryi  ciała,  będzie 


ydy=:0,  J  zdz  =  0; 


mamy  więc  tosamości 

I  I  J  ^y^^^y^^  =  0^      I  J  J  ^^^y^^ = ®» 

które  z  resztą  są  widoczne  a  priori. 

Nietrudno  teraz  wyznaczyć  moment  bezwładności  ciała  jedno- 
rodnego obrotowego,  względem  osi  spółrzędnych  OY  prosto- 
padłej do  osi  obrotu  0X.  Jakoż,  momenta  bezwładności  cząstki 
graniastonnej  prdrdMx^  względem  płasczyzn  YZ  i  XY  są 

crdrd6dx.x^       i        pitfoY<Wa?.r*wst*6; 
ztąd  wnosimy 

G  =  p  /  de  /  rdr  I  xhlx  =  vp  \  y^z^z; 
Jo     Jo       Ja  Ja 


I 


Xiii  f^y  rb  1       rb 

j    j  r^yfii^dMrdx  =  1^9]  y^dx. 


S90  ROZDZIAŁ  III. 

Więc  moment  beaswładności  ciała  obrotowego  jednorodnego, 
względem  osi  spółrzędnych  OY  prostopadłej  do  osi  obrotu  0X, 
wyraża  się  przez 


(8) 


B=.pjr'(«*+j-y«yrfx. 
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499.  Graniaston  trójkątny  prosty.  Wyznaczymy  itionient 
bezwładności  graniastonu  trójkątnego  prostego  i  jednorodnego, 
względem  osi  przechodz§cej  przez  jego  środek  ciężkości  i  ró- 
wnoległej do  krawędzi  bocznych. 


TTIL 


Niech  będzie  graniaston  trójk§tny  prosty  O  ABC;  weźmy 
jego  trzy  kraw^dsie  przytykające  GA,  OB,  OC  za  osie  spół- 
rzędnych a:,  t/y  2,  i  szukajmy  najpierwej  momentu  bezwładno- 
ści względem  osi  OZ  która  jest  prostopadła  do  płasczyzny  xy. 
Nazywając  a,  h,  c  trzy  rzeczone  krawędzie  i  czyniąc  k§t  AOBizza, 
widzimy  łatwo  że  tnossa  punktu  materialnego  U{x,  y,  z)  wyraża 
się  przez  ^dydzwsia,  a  jego  moment  bewładności  względem 
osi  OZ  przez      pdxdydzYfsigu(x^Ą-y'^-{-2xydosa). 

Więc  moment  bezwładności  ciała  graniastónnego  jednorodnego 
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względem  ofti  OZ,  który  nazwiemy  K,  Jest  pnsedstawiony  przez 
całkę  potrójna 

R  z=  p wsta  /    /    /  (ar2 -|- ya^  2xydosot)dxdydz, 

wzięte  w  granicach  całej  rozcięgłości  tego  ciała. 

Całkujemy  najpierwej  względem  zmiennej  z  klóra  nie  wclio- 
dzi  pod  znak  całkowania^  I  otrzymujenay 

K  s=pcw8ta  I    I  (a?2-j-y2  4.2i?ydosoi)(fc(/y; 

poflzem  Mukamy  oiobno  kaidej  i  tr»ob  oalek 

i  jx^dxdy,      i  jt^dxd]f,      j   jxydady. 

Uważając  ie  równanie  linii  AB  jest 


znajdujemy  pierwsza  całkę 


Ztęd  zaraz  wnosimy  wartość  drugiej  cs^łki 


fJ,Vypj,:=^. 


Nakoniec  wartość  trzeciej  całki  jest 


Xł^i>,=i*.r(-f)*-==g^- 
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Więc*  zbierając  wszystkie  trzy  całki,  otrzymiyemy 


K  =  -^  cabc{(i^  +  *^  +  ^dosa)  wst «, 


albo^  nazywając  M  massę  graniastonu  i  oznaczając  przez  d 
bok  AB, 

K='^(8a«  +  3A«  — d^). 

To  ustaliwszy,  nazwijmy  C  szukany  moment  bezwładności 
graniastonu  względem  osi  głównej  6H  równoległej  do  OZ  i 
przechodzącej  przez  środek  ciężkości  6  podstawy  OAB;  jeśli 
oznaczymy  przez  h  ośrodkowe  OD  boku  AB,  na  mocy  wiado* 
mego  twierdzenia  będziemy  mieli 

C= Jl(3«^  +  3J^-rf*)- J-MA«=5!/3ąM:l*iz:^_^\ 

12^        ^  '9  Z\  k  3  / 

Owoż,  trójkąt  OAB  daje 

2a2  +  262==4A«  +  rf-^; 

więc,  rugując  4/?^  znajdujemy  ostatecznie 

Działaj^jc  podobnie  znajduje  się  łatwo  3^.e,  w  równoległościa- 
nie  prostym  o  podstawie  równoległobocznej  moment  bezwła- 
dności, względem  osi  głównej  przechodzącej  przez  środek  cięż- 
kości i  równoległej  do  krawędzi  bocznych,  wyraża  się  przez 
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200.  Sfera  I WAESTWA  sferyczna.  Chociaż  znamy  już  mament 
bezwładności  sfery  jednorodnej  względem  średnicy  jakiejkol- 
wiek, wyznaczymy  go  jeszcze  drugi  raz  metodę  właściwa  cia« 
łom  obrotowym.  Niech  ł)ędzie  utworzona  obrotem  koła  danego 
przez  równanie 

bior§c  oś  x^  za  oś  obrotu,  i  stosując  formułę  n°  198>mamy 
K  =  1  'npftr^—x^)Vx  =  irp  Hr*  —  2r>ar2+  x')dx = ^  icpr^, 

albo,  ponieważ  massa  sfery  jest    M  =  -  irpH, 

Z  momentu  bezwładności  sfery  wywodzi  się  zaraz  moment 
bezwładności  warstwy  sferycznej.  Jakoż,  gdy  promień  r  sfery 
bierze  przyrost  dr,  moment  bezwładności  powiększa  się  swoj§ 

8 
różniczkę    -  ^r^dry    która  wyraża  moment  bezwładności  wars- 
twy sferycznej  nieskończenie  cienkiej,  majęcej  grubość  dr  i 
gęstość  p.  Zkęd  łatwo  wnosimy  że  całka 


8      Cfi 

5  U." 


pT^rfr 


przedstawia  moment  bezwładności  warstwy  sferycznej,  majęcej 
promień  wewnętrzny  ro  i  promień  zewnętrzny  r,.  Gęstość  p 
warstwy,  z  założenia  jednakowa  dla  wszystkich  punktów  leżą- 
cych w  odległości  r  od  środka,  może  się  zmieniać  z  t§  odle- 
głością. Ztęd  wynika  że,  względem  średnicy  jakiejkolwiek,  mo- 
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ment  bezwładności  sfery  promienia  R^  złoionej  z  waMtew 
spółsrodkowych  jednorodnych  których  gęstość  jesifunkcyc  od- 
powiedaj^cego  promienia  r^  wyrata  się  przez  całkę  określona 


K 


8      C^ 


Ta  formuła  i  poprzedzająca  otrzymuje  się  wprost  za  pomoce 
spółrzędnych  biegunowych.  Dość  tylko  uwatać  fte  moment 
bezwładności  cząstki  nieskończenie  małej  ciała»  względem  osi 
obrotu  0X,  przedstawia  się  przez  r*w8t6(frdM<|^.r^wst%;  więc 

201.  Odcinek  sfert.  Szukajmy  momentu  bezwładności  od- 
cinka sferycznego,  względem  jego  osi  obrotu.  Jeśli,  nazywa- 
jąc r  promień  i  h  wysokość  tego  odcinka,  weźmiemy  oś  obrotu 
za  oś  a::<^*  i  styczne  u  wierzchołka  za  oś  y^^^  równanie  koła 
tworzącego  sferę  będzie 

i  moment  bezwładności  odcinka  sferycznego,  względem  osi 
obrotu,  na  mocy  wiadomej  formuły  wyrazi  się  przez 

Ale  massa  M  tego  odcinka  je$t 

M  =  irp J  {2rx  —  x^dx  =  irp*M  r  —  jj; 
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więc  promień  wirowy  k  około  osi  obrotu  wyznaczy  się  przAz 


jji_±  20ra  — 15M  +  3A 
"■  10'  3r  — A 


Szukajmy  jeszcze  momentu  bezwładności  B  odcinka  sfe- 
rycznego względem  stycznej  w  jego  wierzchołku.  Stosując  wia- 
doma formułę,  znajdujemy 

B =^  n^w^  +,2rx)(2ra? -  x^)dx = ^  r5ir^+  Ur^x^ Zx*)dx 


=  ^(20r>  +  15rA  —'9h^. 


irpA> 


A  łe  maftSA  odcinka    M  ss  zL^  (tr  *-  A):    więc 

; 

^_MA  20r»+15rA— 9A» 

"-20 8?^:rA 


Ztąd  wyprowadzamy  promień  wirowy  ^  odcinka  sferyoznego 
około  stycznej  u  wierzcliołka, 

A'2=i.  20r«-f-15rA>-9A> 
20  3r  —  A 

Aby  łatwo  znaleźć  promień  wirowy  k'  tego  odcinka  około 
średnicy  podstawy^  trzeba  użyć  formuły  danej  w  numerze  187. 
Owoż,  środek  ciężkości  odcinka  sferycznego  leży  na  osi  sy- 

3(2^ M* 

metryi  w  odległości    -J- ^    od  środka  sfery;  zatem  jego 

odległości  od  wierzchołka  i  od  środka  podstawy  sc    '     "^  .^' 
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i    y^  /*      J.    Stosujcc  więc  rzeczoiłę  formułę,  mamy 


^        ^    -  2(3r  -  A)  • 


zk§d  wynika 


albo 


^5  _  ^  20r^4-15rA  — 9A^      A2(2r  —  A) 
20'  3r— 5  2(3r  — A) 


_  A    20r^  —  5rA  +  A^ 
^    ~2Ó*  Ś^^^Ta 


Uwaga.  Soczewka  dwuwypukła  jednorodna^  zawarta  między 
dwiema  powierzchniami  sferycznemi  równemi,  jest  podwójnym 
odcinkiem  sferycznym;  jej  promienie  wirowe  około  osi  obrotu 
i  około  średnicy  podstawy  odcinka  sferycznego  mąj^  wartości 
oznaczone  powyżej  przez  k^  i  k""^, 

202.  Walec  obrotowy.  Nazywając  R  promień  i  A  wysokość 
walca  obrotowego  jednorodnego,  mamy  zaraz  jego  moment 
bezwładności  A  względem  osi  obrotu, 


I  /»R  Ą 


a  ponieważ  [massa  tego  walca  ma  za  miarę  M  =  irpR^A,  będzie 


a=Jmr2. 


Moment  bezwładności  B  walca  obrotowego  jednorodnego, 
względem  prostopadłej  do  osi  obrotu  i  przechodzącej  przez 
środek  ciężkości,  łatwo  się  wyznacza  za  pomoce  dopiero  co 
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użytej  formuły.  Uważajęc  że  w  obecnym  przypadku  y  =  Rj 
otrzymujemy 


,.lh 


203.  St(^ek  obrotowy.  Niech  będzie  8tożek  jednorodny  któ- 
rego powierzchnia^  utworzona  obrotem  linii  prostej  y  z=zax 
około  osi  x^,  jest  zamknięta  płasczyzn§  ,x  :^  L 

Moment  l)ezwładnbści  stożka  względem  osi  obrotu  jest 


albo 


A  =  iirpa*jr^rfic^J^pa*AS 


^=fo^^'*  =  i>^" 


nazywając  R  promień  podstawy  i  M  massę  stożka. 

Owoty  moment  bezwładności  tego  samego  stożka  względem 
osi  j/**"  na  mocy  formuły  (8)  ma  wartość 

B=Jpa'^{4+a«)JJx*cŁt:==^pa^(4  +  a')AS 
albo 

więc  moment  bezwładności  B'  stożka  obrotowego  jednoro- 
dnego, względem  prostopadłej  do  osi  obrotu  i  przechodzącej 
przez  środek  ciężkości,  równa  się 
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20&.  PiB*  8Toi&A  OBROTOWEGO.  Nioch  będzio  y^sioz-Ą-r 
linia  prosta  tworząca  powierzchni!^  pnia  stożka  obrotowego 
jednorodnego,  któfego  promieniami  podstaw  sę  R  i  r  a  wyso- 
kością A.  Moment  bezwładności  tego  pnia^  względem  osi  obrotu, 
wziętej  za  oś  x'^y  wyraia  $ię  przez 

Ale  massa  pnia  stożkowego  jest 


więc] 


Moment  bezwładności  pnia  stożka  obrotowego  jednorodnego, 
względem  osi  y»^y  prostopadłej  do  osi  obrota  i  przechodzącej 
przez  środek  podstawy  promienia-  r,  przedstawia  ai^  przez 


A  że  massa  tego  pnia  stożkowego  jest 


M=g(R»-H), 


więc 


»,      8M/ft  +  a»R'-r«      r  R*  — r*   ,  t*\ 
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205.  Brtła  wTDai^ONA.  Chc§c  wyznaczyć  moment  bezwła- 
dności bryty  wydrążonej,  dość  jest  znaleźć  moment  bezwładności 
całej  bryły  i  części  wydrężonej,  jak  gdyby  obie  były  napełnione 
t§  samą  raateryę,i  polem  wziąć  różnicę  tych  dw<Jch  momentów. 

Zastosujmy  to  do  walca  obrotowego  wydrążonego.  Nazywa- 
jąc R  i  R'  promienie  dwóch  walców  które  przypuszczamy 
jednorodne,  mamy  zaraz  ich  momenta  bezwładności  względem 
spólncj  osi  obrotu, 

zk§d,  biorąc  TÓiaicę,  wywodzimy  szukany  moment 

Jeśli  potrzebujemy  promienia  wirowego  około  osi  obrotu^ 
uważając  że  massa  walca  obrotowego  wydrążonego  jest 
ffp(R^  —  R'*),  otrzymujemy 


A«=1(R2  4.R'2). 
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206.  Można  sobie  wyobrazić  punkta  materyalne  jednostajnie 
rozstawione  na  powierzchni  albo  na  linii,  i^  przez  podo- 
bieństwo^ uważać  momenta  bezwładności  powierzchni  i  linij 
jak  gdyby  te  były  materyalne  jednorodne,  powierzchnie  nie- 
skończenie małej  grubości  a  linie  nieskończenie  cienkie. 

Uważając  powierzchnię  płaską  jako  ciało  bryłowe  mające 
nieskończenie   małą  grubość^  nazywają  ełlips^  hezwtadnoiii^ 
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W  danym  punkcie,  ślad  ellipsoidy  bezwładności  na  płasczyznie 
tej  powierzchni. 

Momenta  bezwładności  powierzcłmi  płaskich^  a  raczej  gro- 
mienie wirowe,  graj§  pewn^  rolę  w  Mechanice  zastosowanej; 
dlatego  wskażemy  kilka  przykładów  najczęściej  przydatnych. 

Prostokąt.  Nazwijmy  a  i  b  dwa  boki  przyległe  prostok^ta^ 
i,  bioręc  pierwszy  za  oś  ^^  drugi  za  oś  y^,  szukajmy  momentu 
bezwładności,  a  następnie  promienia  wirowego  około  boku  b> 
Jeśli  oznaczymy  przez  dz  nieskończenie  małą  grubość  prostokąta 
i  przez  p  jego  gęstość^  będziemy  zaraz  mieli 

Mk^~pdz  j""  rai^dxdyz=z^pa^dz. 

Owoi,  massa  M  tego  prostokąta  wyraża  się  przez 

U^=^abdz;. 
więc 


Na  przyszłość  opuścimy  czynnik  prfz,  zostawiając  go  do- 
myślnym w  tego  rodzaju  momentów  bezwładności. 

Przypuszczając  że  oś  momentu  bezwładności  przechodzi  przez 
środek  ciężkości  prostokąta,  i  przenosząc  do  tego  punktu, 
równolegle,  osie  spółrzędnych,  znajdziemy 

MAj  =  uf^^^poMjcdy  =  ^  a'6 ; 
zkąd 
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Jeśli  trzeba  wyznaczyć  promień  wirowy  k%  tego  samego 
prostokąta,  około  osi  prostopadłej  do  jego  płasczyzny  i  prze- 
chodzącej przez  środek  ciężkości,  będzie 

1  -b 


zk§d 


k\=^^{a^^-b% 


Trójkąt.  Oznaczając  przez  a,  b,  c  trzy  boki  trójkąta,  szukajmy 
promienia  wirowego,  około  osi  prosiopadłcj  do  jego  płasczyzny 
i  przechodzącej  przez  wierzchołek  C.  Sposobem  użytym  w  nu- 
merze 199  znajdziemy  bez  żadnej  trudności 

V^  =  L{W Ą-  W ^ c^. 

A  jeśli  oś  momentu  bezwładności,  prostopadła  do  płasczyzny 
trójkąta^  przechodzi  przez  jego  środek  cię/kości,  wtedy 


A^zz^^ta-i  +  ft-^  +  c^). 


KoŁO.  Wyznacza  się  łatwo  moment  bezwładności  powierzchni 
koła  względem  jednej  z  jego  średnic,  uważając  tę  powierzchnię 
jako  złożoną  z  nieskończenie  małych  trapezów  kołowych  rdrrfO, 
których  momenta  bezwładności  względem  średnicy  wziętej  za 
oś  x^  wyrażają  się  przez  r^rrf0.7*^wsl'^9.' Jeśli  więc  nazwiemy 
a  promień  koła,  będzie 

j  r3wstWrrfe  =  ^  /  (1  — d082e)d9  =  jica*; 

mCHANIKA.  II.~2G 
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zk§d 


a« 


Zatem   moment  bezwładności  wieńca  kołowego  mającego 
promienie  a  i  b,  względem  średnicy  jakiejkolwiek,  równa  się 


Wc^  =  ^^{b*^a*);      zk§d      A-^=l  (a*  +  4»)- 


Ellipsa.  Niech  będzie 

równanie  ellipsy.  Jeśli  chcemy  znaleźć  łatwo  moment  l)€z- 
władności  tej  ellipsy  względem  jednej  z  dwóch  jej  osi,  połóżmy 

X  =  ax',  y  =  by^y 

będziemy  mieli 

koło  promienia  1.  Tym  sposobem  moment  bezwładności  ellipsy 
względem  osi  x^^  na  przykład,  wyrazi  się  przez 

M*;=  r  ffdxdy  ^  fl6>  r  jy'^x'dy'. 

Owoł^  całka  podwójna    /    /  y'kb:'dy'    przedstawia  właśnie 

moment  bezwładności  powyższego  koła  mającego  jedność  za 
promień,  względem  osi  x^ ;  więc 


M*;  =  |w*»,        zkęd        ^  =  ^* 
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Tak  samo 

Dwa  pierwsze  wyniki  składaję  moment  bezwładności  ellipsy^ 
względem  osi  prostopadłej  do  jej  płasczyzny  i  przechodzącej 
przez  środek  ciężkości;  co  daje 

M*^  =  1  itab{n^  + 1^,      zkęd       *f  =  i  (a^  +  6*). 

Czyniąc  a=:  b:^r,  ointymiijemy  moment  bezwładności 
koła  względem  j6go  osi^ 

M/.2z=JirH        zkąd  it^  =  ^'. 

Zt|id  wnosimy  źe  promień  wirowy  wieńca  kołowego  mają- 
cego promienie  a  i  b,  względem  jego  osi,  równa  się 

Linia  prosta.  Niech  będzie  linia  prosta  materyaina  AB  ma- 
jąca długość  /.  Możemy  uważać  tę  proste  jako  graniaston  albo 
walec  bryłowy  nieskończenie  cienki,  albo,  jeszcze  lepiej,  jako 
proslokęt  nieskończenie  wazki,  mający  podstawę  /  i  wyso- 
kość dy,  Zt{id  wynika  że  moment  bezwładności  takiej  prostej, 
względem  osi  prostopadłej  i  przechodzącej  przez  jedn§  jej  skraj- 
ności wyraża  się  przez 

MA'^  ==  1  Pdff,        zk§d        k^  =  ^ . 

Jeśli  oś  momentu  bezwładności  jest  prostopadła  we  środku 
prostej  AB,  wtedy 
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Nakoniec,  gdy  oś  momeDtu  bezwładności,  prostopadła  do  AB, 
znajduje  się  w  przestrzeni  na  odle^fłość  a  od  tej  prostej,  wten- 
czas^ stosując  twierdzenie  numeru  187,  mamy 

Aby  jeszcze  wyznaczyć  promień  wirowy  tej  samej  prostej  AB, 
około  osi  Al  która  z  ni§  czyni  k^t  BAI  =  a  przechodząc  przez 
skrajność  A,  bierzemy  proste  AB  za  oś  x^^,  i  na  płasczyznie 
kęta  BAI  prowadzimy  oś  AY  prostopadła  do  AB ;  poczem 
uważamy  ellipsę  bezwładności  w  punkcie  A,   i^  stosując  for- 

mułę  (5)  w  której  A  =  0  i  B  =  -  Pdy,    otrzymujemy 

MJŁ»  =  1  Pdy  wst«a,        zM       lf=\  PwsP«. 

Te  wszystkie  promienie  wirowe  Unii  prostej,  a  ogólnie  linii 
płaskiej  jakiejkolwiek  względem  osi  y^y  wywodził  się  wprost 
z  formuły 


=  foMs, 


w  której  /  znaczy  długość  linii. 

Okrąg  koła.  Promień  wirowy  okręgu  względem  jego  osi 
otrzymuje  się  poprostu  z  ogólnej  formuły 


Jakoż,         a:»-[-y«  =  r2      i      5--/ -.3^;  więc 
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RUCH  CIAŁA  BRYŁOWEGO  OKOŁO  STAŁEJ  OSL 


207.  Wiemy  że  wszelki  ruch  cisda  bryłowego  mo2e  być  uwa- 
żany jako  składający  bię  z  dwócłi  ruchów  pojedynczych  spół- 
czesnych,  z  których  jeden,  ruch  uniesienia,  jesl  ogólnie  prze- 
niesieniem środka  ciężkością  a  drugi,  ruch  wirowy,  jest  ruchem 
względnym  wszystkich  innych  punktów  ciała,  około  tego  środka 
jak  gdyby  on  był  punktem  stałym.  Wyłożyliśmy  już  ruch  punktu 
materyalnego  w  pierwszym  tomie  niniejszego  dzieła,  i  daliśmy 
główne  twierdzenia  ruchu  środka  ciężkości  w  obecnym ;  prze- 
chodzimy więc  do  ruchu  wirowego.  A  ponieważ  wirowanie 
ciała  około  punktu  rozkłada  się  na  trzy  oddzielne  wirowania, 
każde  około  jednej  osi,  myślimy  że  postąpimy  logicznie  zaj- 
mując się  najpierwej  ruchem  ciała  około  osi,  dając  potem 
ruch  około  punktu,  i  wykładając  nakoniec  ogólne  własności 
ruchu  ciała  zupełnie  wolnego  w  przestrzeni. 


Niech  będzie  ciało  bryłowe  obracające  się  około  osi  stałej  OH 
pod  działaniem  sił  jakichkolwiek.  Ponieważ  dany  układ  matę 
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ryalny  jest  ze  zwi§Lkami  zupełnemi,  jedno  równanie  wystarcza 
do  wyznaczenia  jego  ruchu.  Zasada  d!Alemberta  daje  natych- 
miast to  jedyne  równanie;  dość  tylko  zważać  źe  w  układzie 
bryłowym,  niezmiennym  z  przypuszczenia,  siły  wewnętrzne  nie 
istnieję^  i  wyrazić  że  summa  momentów  sił  zewnętrznych  rze- 
czywiście przyłożonych  i  sił  bezwładności  (zmyślonych),  wzięta 
względem  osi  obrotu,  jest  zero.  Jeśli  więc,  obierając  oś  obrotu 
OZ  za  oś  z^^  i  nazywając  x,  y,  s  spółrzędne  prostokątne  ja- 
kiegokolwiek punktu  M  ciała^  oznaczymy  przez  m  jego  massę 
1  pnez  X,  Y,  Z  składowe  siły  zewnętrznej  P  istotnie  praiyło* 
ionej,  będziemy  mieli 


(1) 


2(V.-X,)->(-g-,g)=.. 


Znalezione  równanie  mpije  się  uprościć,  Ka?Łwijnay  r  od- 
ległość MI  punktu  M  o4  osi  obrotu  OZ^  6  k^t  płasczyzny 
południkowej  M02  ?  płasczyzną  ^półrzędn^  2X,  i  N  moment 
wszystkich  sił  zewnętrznych  około  osi  OZ;   nareszcie  niech 

będzie   »  =  ;>'    prędkość   kątowa   na   końcu  czasu  ^  którą 

uważamy  za  dodatni  albo  odjemn^,  według  jak  ruch  wirow}' 
odbywa  się  od  lewej  ręki  do  prawej  albo  w  stronę  przeciwną, 
dla  widza  stojącego  na  płasczyznie  XY  wzdłuż  osi  obrotu  OZ. 
Mamy 

x=  rdos9,  y  =  rwstO, 

zkąd  różniczkując  wynika 

dx  ..dd 

du         .     « rf6 


RUGłl   CIAŁA   BAYŁOWSGO  OKOŁO  OSI  STAŁEJ.  407 

i  następnie 

a  jeśli  zróżniczkujemy  ostatnie  równanie,  będzie 


"^dfl    '-'di'-   dr 


Podstawiajęc  tę  wartość  w  rówmpiu  (1),  otrzymnjeiny 


2«^^-«' 


a  że  czynnik  --=-  jest  ten  sam  dla  wszystkich  punktów  matę- 
ryalnych  układu  w  chwili  uwatanej,  moinp  go  wyprowadzić 
z  pod  znaku    V  ,     i  będzie 


^2.r*  =  N, 


albo 


(2)  g2-'^=N. 


Takie  jest  równanie  różniczkowe  rucbo  olała  bryłowego  około 
osi  stałej. 

To  równanie  pokazuje  że    Viwr^    wyrażą  liczebnie  swnmę 

aPB 
momentów  gił  bezwładności,  gdy  przyspieszenie  kgtotoe   -rs    ciała 

obracającego    się    jest   jednościf.    Zt^d  pochodzi    skrócone 
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nazwisko  moment  bezwładności  którem  Eułee  mianował  suni- 

mę    zJf^^^' 

Moment  bezwładności  gra  znakomita  rolę  w  Dynamice ;  mię- 
dzy innemi  wchodzi  do  wysłowienia  dwóct)  ważnycłi  twierdzeń. 
I  tak : 

I""  W  ruchu  wirowym  ciała  summa  momentów  ilości  rucbu 
ma  wartość 


Więc,  summa  momentów  ilości  ruchu  ciała  obracającego  5tf, 
wzięta  około  osi  wirowania^  jest  równa  wieloczynowi  prędkości 
kątowej  przez  moment  bezwładności  wzglfdem  tej  osi. 

2"  Siła  żywa  ciała  w  ruchu  wirowym  wyraża  się  przez 

Więc,  siła  żywa  ciała  obracającego  się  około  osi  jest  równa 
wieloczynowi  kwadratu  prędkości  kątowej  przez  moment  bezwłor 
dności  względem  tej  osi. 

Między  równaniem  [różniczkowem  (2)  i  teni  które  wyznacza 
ruch  prostolinijny  punktu  materyainego  pod  działaniem  siły 
jakiejkolwiek  jest  podobieństwo  kształtu,  z  którego  wnosimy 

że  moment  bezwładności   ^mr^    ciała  bryłowego  względem 

osi  stałej  jest  tem,  w  jego  ruchu  wirowym  około  tej  osi^  czem 
massa  punktu  materyainego  w  jego  ruchu  prostolinijnym.  Przy- 
puszczając wszystkie  inne  rzeczy  równe,  widzimy  że  przyspie- 
szenie k§towe    "-jT  jest  tem  nmiejsze  im  moment  bezwładno- 


ści ^w^^    jest  większy. 
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208.  Mo^a  dojść  wprost  do  równania  (2).  Stosując  zasadę 
A^Alemberta  do  ruchu  ciała  bryłowego  około  osi  stałej,  trzeba 
wyrazić  ie  siły  ł)ezwładności  punktów  materyainycb  czyni§  ró- 
wnowagę siłom  zewnętrznym  wprost  przyłożonym  i  siłom  we- 
wnętrznym. Owoi,  siły  wewnętrzne  .nie  istnieje  w  ciele  bryło- 
wem;  siła  zewnętrzna  przyłożona  do  punktu  materyalnego  m, 
rozkłada  się  na  dwie,  z  których  jedna  Z  jest  równoległa  do  osi 
obrotu  OZ,  druga  Q  prostopadła  do  tej  osi;  siła  bezwładności 

punktu  m  rozkłada  się  na  styczenn^  —  ^J'^^ —  ^^  -t-^  i  na 

odśrodkowa = — mwV;  ale  we  wszystkich  punktach  ciała 

składowe  Z  i  — mtAr  s§  zawsze  zniszczone  przez  opór  osi  obro- 
tUy  a  inne  składowe  znajduję  się  na  płnsczyznacb  prostopadłych 
do  osi ;  trzeba  więc  i  dość  jest  dla  równowagi  wszystkich  sił, 
żeby  summa  momentów  ostatnich  składowych  względem  osi 
była  zero.  Ztęd  wynika  równanie  ruchu 

albo 
To  równanie^  wyrażone  w  kształcie 


it» 


N 


dt       imr'^ ' 


daje 


Twierdzenie.  Przyspieszenie  kątowe  ciała  bryłowego,  obracają- 
cego się  około  osi  stałej,  jest  równe,  w  katdej  chwili,  summie 
momentów  około  tej  osi  wszystkich  sił  zewnętrznych  podzielonej 
przez  moment  bezwładności  ciała  względem  tej  osi. 
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■ 

Jeśli  N  =s  O,  to  jest  jeśli  siły  zewnętpzae  czynie  sobie  równo- 
wagę około  osi  obrotu,  albo  jeśli  niema  iadnycb  sił  zewnętrz* 

nych   (poruszających),  wtedy  ruchj  jest  jednostajny,     jT  =  ^ 
zkąd  ia=^$iat. 

200.  W  ogóle  momenta  sił  zmieniają  się  z  położeniem  ciała- 

Ody  te  siły  nie  zależą  od  czasu  /,  ich  momenta  są  funkcyami  wia- 

domemi  kąta  6;  wtedy  całkując  równanie  (2),  otrzymuje  się  8 

w  funkcyi  ^  i  dwóch  stalecinyob  ({owolnyoh.  Te  ostatnie  wyEna<» 

dB 
czają  się  przez  wartości  początkowe  dla  O  i  ^  które  odpowie- 

dają  wartości    ^r=0,    gdy  położenie  i  prędkość  kątowa  ciała 
są  znane  na  początku  ruchu. 

Pomnóżmy  teraz  przez  2d^  obip  strony  równania  (2)  i  zc^- 
kujmy,  będzie 

albo 

(3)  («2-«*)2^r2=aPr(P), 

oznaczając  przez  Pr(P)  całą  pracę  sił  zewnętrznych* 

Ostatnie  równanie,  które  jest  właśnie  równaniem  sił  ży- 
wych, możnaby  napisać  odrazi),  wiedząc  że  siła  żywa  układu 
wyraża  się  przez 

210.  Parcia  na  oś  obrotu.  Możemy  uważać  ciało  bryłowe, 
obracające  się  ruchem  jakimkolwiek  około  osi  stałej  OZ,  jako 
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zupełnie  wolne>  jeśli  do  dwóoh  punktów  O  i  H  tej  osi  priy- 
łożymy  dwie  siły  Pi,  P^,  równe  i  przeciwne  parciom  jakie  ta 
dwa  punkta  wytrzymują  w  każdej  chwili  ruchu.  Biorąc  punkt  O 
za  początek  spółr/ędnycb  prostokątnych,  uczypiny  OH  =  A« 
i  niech  będą  Xj,  Yj,  Z|,  X.>,  Y>  Z2  składowe  dwóch  sił  Pj,  Po. 
Ponieważ  po  przyłożeniu  sił  P,  i  P2,  które  wyrażają  oddziały- 
wania punktów  stałych  O  i  H,  układ  stał  się  wolnym  w  przes- 
trzeni, stosujcie  ogólną  zasadę  Mechaniki  (122)  będziemy  mieli 
sześć  następujących  równań  ruchu  tego  układu : 

Te  równania  uproszczają  się  przez  wprowadzenie  prędkości 
kątowej  u.  Jakoż,  mamy 

dx  dy  dz      ^ 

d^x  dtd  ^1        ^y  dtd  9        rf%      A 
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więc,  podstawiając  te  wartości  w  powyiszych  lównaniachy 
będzie 

21^ + s^2  "y + -'H*"^ + X' + ^* = "• 


2;Y  -  ^2  i»w  + -i^i^y  +  Y.  +  Y,  =  o. 


(4) 


2z  +  z.  +  Zi=o, 

L  -f-  j"^"'-^*  —  M^  x.*».yz  —  YjA  =  O, 


M  4-  j^^f"}/:  +  »^^mxx  +  XjA  =  O, 

Z  tych  sześciu  równań  ostatnie  tylko  nie  zawiera  oddziały- 
wań P|,  P^,  i  jest  właśnie  równaniem  ruchu  ciała  około  osi 
znalezionem  wyżej.  Jeśli  da  się  zcałkować,  będzie  wiadoma 
prędkość  k§towa  «>  i  zaraz  składowe  X2,  Y^,  a  następnie  Xi,  Y|. 
Ale  składowe  Z|,  Z^  pozostaną  niewyznaczone  i  tylko  ich 
summa  będzie  znana,  z  przyczyny  któreśmy  już  w  Statyce  wi- 
dzieli. Więc,  bioręc  te  składowe  oddziaływań  ze  znakami  prze- 
ciwnemi,  będziemy  mieli  parcie  jakich  oś  obrotu  doznaje  pros- 
topadle do  swojego  kierunku  w  punktach  O  i  H.  Co  do  parć 
wzdłuż  osi,  będziemy  tylko  znali  ich  summę. 

211.  Wynikowa  i  dwojan  sił  bezwładności.  Równania  (k) 
daję,  dla  ciała  obracającego  się  około  osi  stałej,  składowe  wy- 
nikowej przeniesienia  i  składowa  dwojanu  przeniesienia  sił 
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bezwładności  do  puiiktu  O  osi  obrotu,  wziętego  za  początek 
spółrzędnych.  Nazywając  X',  Y',  Z'  pierwsze  składowe  a  L',M',  N' 
drugie,  luainy 


^  ~  "^aJ^^  ""  ***^2'''**' 


^'  ~  ^^^y^ + ">^2^-^^^ 


Owoź,  żeby  jakiekolwiek  siły  przyłożone  do  ciała  bryłowego 
miały  wynikowe,  trzeba  i  dość  jest  żeby  dopełniały  podwój- 
nego warunku 

LX+MY  +  NZ  =  0      i      X'+yi  +  Z'>0; 

więc,  w  obecnym  przypadku  sił  bezwładności,  ponieważ  Z'  =  O, 
te  dwa  warunki  przywodzą  się  do 

L'X'  +  M'Y'  =  0        i        TC^Ą-  Y'«  >  0. 

Dla  uproszczenia  podstawień,  nazwijmy  M  massę  ciała,  a 
weźmy  za  ptasczyznę  ZX  płasczyznę  przechodzącą  przez  oś 
obrotu  i  przez  środek  ciężkości,  będzie 

y,  =  0,        r  =  «2Mri,         Y  =  —  ^  ^x,. 
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Podstawiając  tera*  wartości  X',  Y',  Z',  L',  M',  znajdziemy 


albo 


>0. 


Tym  dwom  warunkom  jednoczesnym  można  zadość  uczy- 
nić tylko  przez    N  wyz  =  O    i   x}  >  0;    a  że  jest  zarazem 

2jnyz=iO    i    ^1=0,  to  wymaga  żeby  oś  obrotu  OZ  była  osi§ 

główną  bezwładności  w  jednym  ze  swoich  punklów  C,  które- 
go odległość  h  od  poczętku  O  spółrzędnych  jest  dana  przez 
wartość 

Mx, 

Więc,  jeśli  środek  ciężkości  ciaia,  obracającego  się  nie  leży 
na  osi  obrotu,  wledy,  aby  siły  bezwładności  przywodziły  się  do 
jedynej  wynikowej,  trzeba  i  dość  jest  żeby  ta  oś  obrotu  była  osi^ 
główną  bezwładności  ciała  w  jednym  ze  swoich  punktów;  a  jeśli 
środek  ciężkości  ciała  znajduje  się  na  osi  obrotu,  siły  bezwła- 
dności przywodzą  się  do  dwojanu.  Ale  w  ruchu  jednostajnym 
ten  dwojan  jest  zero,  gdy  oś  obrotu  zawierająca  środek  ciężkości 
ciała  jest  zarazem  osią  główną  bezwładności. 

Słowem,  w  ruchu  ciała  około  osi  głównej  OZ,  składowe 
wynikowej  i  dwojanu  pochodzące  z  przeniesienia  sił  bezwład- 
ności do  punktu  O  tej  osi,  wziętego  za  początek  spółrzędnych 
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i  względnie  do  płatoiyzny  ZOX  pneohodst^ej  pnez  środek  cięż- 
kości, s§ 

X'  =  »''^mx,  Y'  =  —^2  '"^^  ^'  =  ^' 

w  tym  przypadku  nietrudno  wyznaczyć  punkty  w  którym 
wynikowa  sił  bezwładności  spotyka  płazczyznę  przecłiodz^o^ 
przoz  oś  obrotu  OZ  i  przez  środok  ciężkości  ciała.  Niech  będ^ 
(^  0, 2;  zpóirzędne  tego  punktu.  Stosując  twierdzenie  momen^ 
tów  do  sił  bezwładności  i  do  ich  wynikowej  która  jest  na  płaz* 
czyznie  prostopadłej  do  osi  OZ,  mamy 

L'  +  Y'C=  O,        M'  —  X'C  =  O,        N'  — ¥'{  =  0; 
zk§d;  podstawiaj§c  wskazane  wyżej  wartości,  otrzymujemy 

w^^mxz  —  ta^XiZ  =  o, 

Dwa  pierwsze  równania  zgadzają  się^  i  daj§ 

Ta,  już  znana,  wartość  pokazuje  że  punkt  szukany  znajduje 
się  na  prostej,  równoległej  do  osi  0X  i  przechodzącej  przez 
punkt  O'  dla  którego  oś  OZ  jest  osic  główna  bezwładności. 
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Trzecie  równanie  daje  odcięte  punktu  szukanego 

Punkt  któryśmy  wyznaczyli  nazywa  się  środkiem  uderzenia. 
Będziemy  wkrótce  wiedzieli  przyczynę  tego  nazwiska. 

212.  Osie  ^USTAWICZNE  wirowania.  Zobaczmy  teraz  co  się 
dzieje  z  parciami  na  oś  obrotu,  gdy  niema  żadnej  siły  porusza- 
jącej. W  ogóle  parcia  i  tęźności,  jako  wiadomo^  przedstawiają 
się  przez  siły  stracone;  równania  {U)  pokazuje  to  wydatnie. 
Owoż,  gdy  żadna  siła  zewnętrzna  nie  działa  na  ciało  obracające 
się,  siły  stracone  s^  poprostu  siłami  bezwładności,  a  te  ostatnie^ 

z  przyczyny   ^  =  0,    przywodzą  się  do  samych  sił  odśrodko- 

wych,  a  więc,,  w  przypadku  ruchu  wirowego  jednostajnego  któ- 
rym się  zajmujemy,  parcia  pochodzę  jedynie  od  sił  odśrodko- 
>yych,  a  oddziaływania  osi  obrotu,  równe  i  przeciwne  parciom 
jakich  ta  oś  doznaje,  czynię  równowagę  siłom  odśrodkowym 
wszystkich  punktów  materyalnych  ciała. 

Aby  to  wszystko  jeszcze  jaśniej  wykazać,  uczyńmy  zarazem 
X  =  0,  Y  =  0,  Z  =  0,  j^=«  w  równaniach  (ii),  otrzymamy 

następujące : 

«»=M2r,-f  X, +  X4  =  0 

«*  =  My,  +  Y.  +  Y,  =  0 
Z,  -j-  Z2  =  O 


(5) 


m^^tnyz  -f-  Y-jA  =  O 
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Te  równania  daję  składowe  oddziaływań  Pi^  P^^  i  temsamem 
parcie  jakie  oś  obrotu  OZ  wytrzymuje,  w  ruchu  jednostajnym 
O  którym  mowa. 

Trzecie  równanie  pokazuje  że  oddziaływania  Pi,  P^  punktów 
0^  H  sę  oba  prostopadłe  do  osi  OZ,  ponieważ  składowe  Z^,  Z^ 
niszczę  się  nawzajem.  Cztei7  inne  równania  wyznaczają  skła- 
dowe tych  oddziaływań  prostopadłych^  a  temsamem  daję  wiel- 
kość i  stronę  przeciwne  parć  jakie  oś  OZ  wytrzymuje  normalnie 
do  swojego  kierunku.  Te  równania  pokazuję  jeszcze  że  parcia 
na  oś  OZ  w  jej  punktach  O  i  H  sę  proporcyonalne  do  kwadratu 
prędkości  kętowej  statecznej  w ;  nareszcie,  dwa  ostatnie  równa- 
nia dowodzę  że  parcie  w  punkcie  H  jest  odwrotnie  propor^ 
cyonalne  do  rzędnej  h  tego  punktu. 

Punkt  H  nie  dozna  żadnego  parcia,  jeśli  składowe  X2  i  Y^ 
sę  zero,  jakakolwiek  jest  prędkość  kęt  owa  ca;  do  tego  trzeba 

i  dość  jest  żeby  istniały  dwa  warunki  ^ma?z=  O  i  ^myg  =  0, 

czyli  żeby  oś  obrotu  OZ  była  jedne  z  osi  głównych  bezwładno* 
ści  względnych  do  punktu  O. 

Więc,  jeśli  ciało  bri/łowcy  utrzymane  przez  punkt  stały ^  za^ 
czy  na  się  obracać  z  prędkościg.  kątowa  stateczną  y  około  jednej  z  osi 
głównych  przechodzących  przez  ten  punkty  to  będzie  się  ciągle 
obracało  jednostajnie  około  tej  samej  osi  jak  gdyby  ona  była  nie^ 
zmienna. 

Z  przyczyny  tej  własności,  Irzy  osie  główne  bezwładności 
ciała  w  jego  punkcie  stale  utrzymanym,  nazywaję  się  osiami 
ustawicznemi  pjirowania  względnie  do  tego  punktu. 

Jeśli  w  dwóch  pierwszych  równaniach  (5)  uczynimy  X%  =  0 
i  Ys  =  O,  otrzymamy  składowe  parcia  Pi  jakiego  punkt  stały  O 
doznaje 

—  X,  =  «^ALpi         i         —  Y,=i«2Myi, 

HKCIUmKA.  II.  —  27 
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Te  wyniki  dowodz^i  źe  parole  normalne,  jakie  oś  obrotn 
wyŁrzyn&uje  w  punkcie  stałym  O,  jest  skierowane  na  płasczy- 
znie  przechodzącej  przez  tę  oś  i  przez  środek  ciężkości  ciała. 

Można  urządzić  rzeczy  tak  żeby  oł)a  punkta  H  i  O  osi  obrotu 
nie  ponosiły  żadnego  parcia.  Aby  się  to  zdarzało,  trzełut  i  dość 

jest  żeby  istniały  cztery  warunki  :    2^mxz  =  0,    ^myz  =  0, 

^1  ^=^0,  yi  =:::  O,  które  znaczę  że  oś  obrotu  OZ  powinna  być 
osi;i  główna  bezwładności  w  punkcie  O,  i  przechodzić  przez 
środek  ciężkości  ciała;  wtedy  oś  OZ  będzie  osi§  główna  bez- 
władności we  wszystkich  swoich  punktach,  i  nie  dozna  żadnego 
parcia  przez  cały  czas  ruchu  wirowego. 

Więc,  j^li  ciało  bryłowe,  zupełnie  wolne  w  przestrzeni  i  nie- 
poddane  iodmj  kik  zwuętrznej^  zaczyna  się  obracać  okoh  Jednej 
z  osi  glóionych  bezioladności  przechzdsgeych  przez  środek  ciei* 
kości,  jego  ruch  będzie  się  odbywał  ciągle  około  tej  samej  osi 
z  prędkością  kątowa  stateczna, 

Widiimy  teraz  dlaoiego  osie  i^ówne  bezwładnośoi,  wsgłędne 
do  środka  oiężkośei  oiała,  zostały  nazwane  oeiami  naturainemi 

wirowania. 

2i3.  Kami£NIB  młyńskie,  w  młynach  do  mielenia  m^ki  ą 
dwa  kamienie,  jeden  łeiccy  drugi  nad  nim  ruchomy ;  ziarna 
sypi^  się  między  oba,  t,  wsuwając  się  w  ich  wykute  rowki, 
lostajfi  zgniecione.  W  kamieniu  ruchomym^  niżej  środka  cięż- 
koŚGi>  jest  utkwiona  papragrca ;  w  jej  środek  wchodzi  wraseciono 
które  ję  unosi^  i  obracając  się  nadaje  przez  ni§  ruch  wirowy 
temu  kamieniowi.  Gdyby  kamień  był  niezmiennie  zwigzany 
z  wrzecionem,  wiłewo bałoby  bardzo  nierówne;  bo  małe  ziarka, 
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wciskając  się  między  jednostajne  przedziały  dwóch  kamieni, 
kręciłyby  się  uiezgniecione.  Unika  się  tej  niedogodności,  zo- 
stawiając kamieniowi  możebność  malutkiego  oscyllowania 
około  punktu  oparcia  paprzycy  na  wrzecionie.  Kamień 
ruchomy  powinien  być  tak  przyrządzony  żeby  oś  wirowa- 
nia była  osią  główną  w  jego   punkcie  oparcia;  co    wymaga 

dwóch  warunków  Nmxz  =  0  i  ^myz==:0.  Jeśli  ich  do- 
pełniono, ma  się  rozumieć  sposobami  których  sama  praktyka 
naucza^  i  postarano  się  koniecznie  o  to  żeby  środek  ciężkości 
kamienia  znajdował  się  na  osi  obrotu,  ta  linia  staje  się  osią  na- 
turalną wirowania,  i  ruch  kamienia  odbywa  się  jednostajnie 
bez  udziału  sił  zewnętrznych.  O  tern  wszystkiem  łatwo  się  za- 
pewnić ;  dość  tylko  uważać  czy  się  kamień  próżny  nie  chyboce 
i  obraca  okrągło. 

21^.  W  tern  co  poprzedza  przypuszczaliśmy  że  niema  sił  po-^ 
ruszających,  a  temsamem  że  ruch  wirowy  jest  jednostajny; 
rozbierzemy  teraz  dwa  przypadki  sił  zewnętrznych,  które  dają 
niemniej  ważne  wyniki  i  zasługują  na  uwagę. 

A  najpierwej,  jeśli  siły  poruszające  mają  wynikowe  równo- 
ległą do  osi  obrotu,  ta  wynikowa  nie  wpływa  na  prędkość 
kątową  ruchu;  wywiera  wprawdzie  parcie  na  oś,  ale  tylko 
wzdłuż;  >vięc  nie  zmienia  kierunku  osi  ustawicznych  wiro- 
wania. 

Uważajmy  potem  przypadek  ogólniejszy,  w  którym  siły  po- 
ruszające przywodzą  się  do  dwojanu  leżącego  na  płasczyznie 
prostopadłej  do  osi  obrotu  OZ.  Będzie  wtedy 


L  =  0,  M=:0. 

Wprowadzając  te  wartości  do  równari  (&)  i  biorąc  z  nich  dwa 
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przedostatnie,  widzimy  ie  punkt  H  nie  dozna  żadnego  parcia^ 

Tt 


jakimkolwiek  jest  przyspieszenie  k§towe    -^ ,  jeśli  dwa  nastę- 


pujące równania  sę  tosamościami 


O 


jf^^y^ + ^^^^^^ — ^ 

to  jest  jeśli  istniej§  warunki 

2^tnxz  =  O      i        ZJ^y^  =  ^  • 

Te    dwa    warunki  dostateczne  s^  takie  konieczne;   albo- 
wiem, rugując  ^    otrzymujemy  równanie 


'^1  (  ^^^'^1  +(  Z^n^yĄ  1  = 


które  właśnie  wymaga  żeby  tym  warunkom  stało  się  zadość. 
Rzeczone  warunki  wyrażają  że  oś  obrotu  OZ  powinna  być  jedn^ 
z  osi  głównych  względnych  do  punktu  O;  a  to  wszystko,  ra- 
zem z  ostatniem  równananiem  [U),  dowodzi  że  dwojan  wyni- 
kowy sił  bezwładności  powinien  być  zero.  W  tern  założeniu^  dwa 
pierwsze  równania  (U)  wyznaczają  składowe  — X|,  — ^Y,  par- 
cia Pi  wywartego  na  punkt  O ;  to  zaś  parcie  jest  prostopadłe 
do  osi  OZ,  bo  Z  =  0  daje  Z, -|-Zi=0.  Więc  oś  OZ  jest 
osi§  ustawiczna  wirowania  względnie  do  punktu  O.  Żeby 
także  punkt  O  nie  doznawał  żadnego  parcia,  trzeba  i  dość  jest 
żeby,   czynięc   Xi  =  0,    Yi  =  0,    Zi==0   i   Xi  =  0,    ¥3  =  0 

w  równaniach  (4),  było,  niezależnie  od  -^ , 
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CO  wymaga  dwóch  warunków 

ar,  =  O         i         yi  =  O 

które  pokazuje  te  środek  ciężkości  ciała  obracającego  się  po- 
winien być  na  osi  obrotu  OZ.  Dwa  powyższe  równania  razem 
z  warunkiem  Z'  =  O  znacz-  że  wynikowa  sił  bezwładności 
powinna  być  zero;  co  widoczne  a  priori.  Jeśli  tym  wszystkim 
warunkom  staje  się  zadość,  oś  OZ  będzie  osi§  naturalna  wiro* 
wania. 

Więc,  jeśli  ciało  bryłowe  zaczyna  się  obracać  około  jednej  z  osi 
głównych  bezwładnością  które  przechodzą  przez  jego  środek  cięir- 
kości,  a  jest  tylko  pod  działaniem  dwojanu  letacego  na  płasczyznie 
prostopadłej  do  osi  obrotu,  ynch  tego  ciała  będzie  się  odbywał 
ciągle  około  tej  samej  asi,  stałej  iv  przestrzeni  chociat  zupełnie 
umlnej. 

Widzimy  tedy  że,  w  warunkach  sił  wyżej  określonych^  ciało 
obracające  się  około  osi  posiada  te  same  własności  jak  gdy  nie 
jest  pod  działaniem  żadnej  siły  poruszającej. 

Ale,  gdyby  oś  obrotu  OZ  nie  była  jedne  z  osi  głównych  bez- 
władności względnych  do  punktu  0^  a  ten  punkt  zostawał  sam 
jeden  slały^  parcie  w  punkcie  H  nie  mogłoby  nigdy  przywieśdź 
się  do  zera,  i  ciało  nie  poruszałoby  się  cięgle  około  tej  samej 
osi  OZ.  Ten  przykład  jest  dobrze  wybrany  aby  pokazać  ze  ciało, 
utrzymane  przez  jeden  punkt  stały  O  i  poddane  działaniu 
dwojanu^  nie  ma  dężności  do  obracania  się  około  osi  OZ  pro- 
stopadłej do  płasczyzny  lego  dwojanu,  tylko  wtedy  jedynie  kiedy 
ta  oś  jest  jedne  z  osi  głównych  bezwładności  dla  punktu  O. 
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215.  Działanie  dwojanu.  Uważajmy  ogólnie  dwojan  jakikol- 
wiek, i  zobaczmy  jakie  jest  jego  działanie  na  ciało  bryłowe 
w  spoczynku  albo  w  ruchu.  Przypuszczając  najpierwej  ciało 
w  spoczynku,  rozłóimy  dwojan  na  trzy  inne  L,  M,  N,  około 
osi  głównych  bezwładności  które  się  krzyżuje  w  punkcie  sta- 
łym  O,  wziętym  za  początek  spółrzędnych.  Niech  będ§  dpjdg^dr 
składowe  nieskończenie  małego  wirowania,  i  A^  13,  C  mo- 
menta  bezwładnośoi  około  tych  trzech  osi  głównych. 

Dwojan  L,  prostopadły  do  osi  głównej  bezwładności,  wy- 
wiera przez  czas  dt  działanie  którego  skutkiem  jest  przyspie- 
szenie kątowe 

-i?  =  —  ,        zkąd        dp  =  —  dł. 
dt        X  ^  ^       Pl 

Tak  samo  dwojany  M  i  N  sprawiają  około  dwóch  drugich 
osi  odpowiedające  wirowania 

dq  =  ^dt       i        dr=^di. 

Składając  te  trzy  niezależne  wirowania,  wedle  ogólnej  zasady 
składania  ruchów,  otrzymamy  dla  nieskończenie  małego  wiro- 
wania, sprawionego  przez  dwojan,  wartość 


Osią  tego  wirowania  jest  średnica  sprężona  płasctyzny  dwoja- 
nu względem  ellipsoidy  bezwładności  dla  punktu  stałego  0. 
W  samej  rzeczy,  oś  wirowania  wynikowego  czyni  z  osiami  spół- 
rzędnych kąty  których  dostawy  są  proporcyonalne  do 

L  M  N 

A'         B'         Ć* 
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równanie  ellipsoidy  bezwładności  jest 

AX«  +  BY«  + czesał, 

a  płasczyzna  średnicowa,  równoległa  do  płaftczyzny  dwojanu, 
ma  równanie 

LX  +  MY  +  NZ=0; 

zatem^  nazywając  a,  p,  y  kęty  jakie  średnica  sprzężona  płaS-^ 
czyzny  średnicowej  czyni  2  Osiami  spółrzędnych,  będzie 

d06a  _^  dosP dOsy 

T  Si  N    ' 


ABC 

L       M       N 
Owoż^    ---,    -^ ,    -^,    podstawione  za  dosor^  dosp,  doRy^ 

A       Is        O 

sprawdzają  le  równania;  więc  twierdzenie  jest  dowiedzione. 

Przypuśćmy  teraz  ie  ciało  bryłowe  jest  już  w  ruchu  gdy  na 
nie  działa  dwojan;  będziemy  mieli  dwa  ruchy  jednoczesne. 
Aby  wiedzieć  jaki  będzie  ruch  ciała  na  koricu  Czasu  dt,  trzeba 
składać  nieskończenie  małe  wirowanie  jakleby  wydał  dwojan 
w  czasie  dł,  gdyby  sam  jeden  działał  na  ciało,  z  rucliem  jakiby 
wzięło  ciało  w  tym  samym  czasie  dł^  gdyby  nie  było  dwojanu. 
Te  dwa  oddzielne  ruchy  złożą  się  w  jeden  wynikowy^  który 
właśnie  będzie  rucheni  ciała  na  koiicu  czasu  dł.  Otó2  skutek 
działania  dwojanu. 

Aby  to  wszystko  jeszcze  jaśniej  wystawić,  niech  będzie  ciało 


łLJt 


ciężkie  M,  4>braca]9ce  się  około  oai  naturalnej  wirowania,  któr^ 
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przypuścimy  pozioma  0X  i  mąj^c^  jeden  punkt  stały  O.  Oś 
obrotu  0X  wytrzymuje  parcia  w  punktach  O  i  H,  pochodzące 
z  ciężaru  P  ciała  wirującego.  Aby  się  o  tern  przekonać,  dość 
w  równaniach  (U)  przemienić  między  sob§  litery  x,  z,  małe 

i  wielkie;  poczem,  uważając  że  X==0,   Y=  O,    ^X  =  P, 

^  =  0;  i  następnie  ^inx}/  =  O,  Vma?z  =  O,  bo  oś  0X 
jest  osi§  naturalna  wirowania^  otrymujemy 

P  +  Z,  -f-  Z2  =  O 

P^  -f  Z2A  =  0. 

Te  równania  wydatnie  pokazuje  że  punkta  O  i  H  doznaje 
parcia.  Owoż,  jeśli  podtrzymując  ręk^  skrajność  H  osi  obrotu, 
której  druga  skrajność  O  opiera  się  na  punkcie  stałym  O, 
puszczono  raptem  tę  skrajność  H,  ciało  nie  upada;  ruch  wi- 
rowy ciągnie  się  dalej,  i  oś  obrotu  0X  bierze  ruch  poziomy 
około  punktu  stałego  O.  To  ciekawe  zjawisko  może  się  łatwo 
wytłumaczyć  za  pomoce  dwojanu.   Jakoż,   ciężar   P    ciała, 
z  przyczyny  punktu  stałego  O,  sprawia  dwojan  którego  oś  OK, 
jest  pozioma  i  prostopadła  do  osi  obrotu  0X.  Ale,  jeśli  0X  jest 
osi^  główne  bezwładności,  i  płasczyzna  pionowa  XZ  dwojanu 
także  płasczyzna  główną,  wtedy  oś  OK  będzie  średnicą  sprę- 
żoną płasczyzny  dwojanu ;  więc  dwojan  sprawi,  w  czasie  dt, 
nieskończenie  małe  wirowanie  OB.  Owoż,  gdyby  dwojan  nie 
działał,  wirowanie  ciała  M  odbywałoby  się  ciągle  około  0X  osi 
naturalnej  wirowania,  i  byłoby  OA  w  czasie  rf^;  mamy  więc  dwa 
ruchy  wirowe  O  A  i  OB  jednoczesne  które  się  składają  w  jeden. 
Oś  OD  wirowania  wynikowego  jest  pozioma,  i  czyni  nieskończenie 
mały  kąt  DO  A  z  osią  OA.  To  wszystko  jasno  pokazuje  że  oś  0X 
istotnego  obrotu  ciała,  która  będąc  osią  naturalną  wirowania 
zostawałaby  nią  ciągle  gdyby  nie  było  dwojanu  pochodzącego 
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Z  ciężkością  traci  tę  własność  z  przyczyny  działania  dwojanu  i 
opisuje  płasczyznę  pozioma. 

216.  Przypuszczając  te  oś  wirowania  OZ  nie  jest  osi^główn^i 
ł)ezwładności,  i  ma  tylko  sam  punkt  O  stały,  szukajmy  pod 
jakiemi  warunkami  ciało  obracając  się  około  takiej  osi  za- 
chowuje rucłi  wirowy  jednostajny  z  prędkością  w.  Aby  znaleźć 
te  warunki,  dość  jest  w  równaniu  (Zi),  uczynić 


^  =  0,      X2  =  0,      Y2  =  0,      Z2=0; 
dt 


co  daje 


2]X4-«»MX|  +  X,  =  0, 

L  —  ia^\mxz  =  O, 

M-f  «22mj/z  =  0, 

N  =  0. 

Ostatnie  równanie  pokazuje  że  dwojan  przeniesienia  sił  ze  • 
wnętrznych  jest  na  płasczyznie  równoległej  do  osi  OZ.  Jeśli 

więc  uczynimy  jeszcze    Vx  =  O,  ^Y  =  O,   Vz= O,   ciało 

obracaj^ce.się  będzie  tylko  pod  działaniem  samego  dwojanu, 
którego  składowe  na  płasczyznach  ZX  i'ZY  maję  momenta 

«^  Vwxz  i  (ii?^myz.  Teraz  parcie^  jakie  punkt  stały  O  wy- 
trzymuje, jest  wynikowa  sił  —  X,  =  tMxi  i  —  Yi  =M^yi. 
To  parcie  ł)ędzie  zero  jeśli  J7i  =  O  i  yi  =  O,  to  jest  jeśli  ciało 
obracające  się  ma  środek  ciężkości  na  osi  obrotu. 
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Ztąd  wnosimy  ie,  przykładając  dwojan  przyzwoity,  motoa 
otrzymać,  bez  żadnego  punktu  stałego,  wirowanie  jednostajne 
ciała  około  osi  jakiejkolwiek  przectiod2§cej  przez  jego  środek 
ciężkości. 

VrknAJDŁO  SKŁADANI. 

217.  Nazywa  się  wahadłem  składanem  ciało  bryłowe  ciężkie, 
ruchome  około  osi  stałej  poziomej,  ale  nie  przechodzącej  przez 
środek  ciężkości.  To  ciało,  pod  działaniem  samej  ciężkości  zo- 
stające, bierze  położenie  równowagi  w  którem  jego  środek 
ciężkości  znajduje  się  na  płasczyznie  pionowej  poprowadzonej 
przez  oś. obrotu;  a  jeśli  jest  zepchnięte  z  tego  położenia  i  zo- 
stawione sobie  samemu,  to  zaraz  wchodzi  w  ruch  oscyllacyjny, 
któryby  trwał  cięgle  gdyby  nie  było  zewnętrznych  przeszkód, 
jako  opór  powietrza,  tarcie  około  osi,  i  t.  p.  Przez  przeciwień- 
stwo, nazwano  wahadłem  prostem  wahadło  idealne,  utworzone 
z  punktu  materyalnego  ciężkiego,  zawieszonego  na  jednej  skraj- 
ności nici,  nierozciągalnej  i  bez  massy,  której  druga  skrajność 
jest  utkwiona.  Znamy  już  ustawę  ruchu  wahadła  pojedyn- 
czego ;  zobaczymy  teraz  jak  to  wahadło  może  się  urzeczywiścić 
przez  wahadło  składane. 

Równanie  różniczkowe  ruchu  wahadła  składanego  wywodzi 
się  z  ogólnej  formuły  (2)  ruchu  ciała  bryłowego  około  osi  stałej, 
kładąc  tylko  za  N  jego  wartość  która  się  równa  momentowi  cię- 
żaru ciała  względem  tej  osi.  Ale  otrzymuje  się  wprost  to  równa- 
nie wyrażając  że,  na  mocy  zasady  d^Aiemberta,  summa  momen- 
tów sił  poruszających  i  sił  bezwładności  jest  zero  około  osi  obrotu. 
Niech  będzie  OY  oś  pozioma  zawieszenia  wahadła  składanego,  OZ 
oś  pionowa  skierowana  w  stronę  ciężkości,  0X  oś  prostopadła 
do  dwóch  pierwszych;  G  środek  ciężkości  wahadła  i  G\^=a  odle- 
głość tego  środka  od  osi  OY,  O  kąt  jaki  czyni  płasc2yzna  QOY, 
przechodząca  przez  środek  ciężkości  G  i  prtes  oś  zawieszenia  OY, 
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Z  płasczyznę  pionowa  ZY.  Będziemy  uważali  ru  eh  oficyllacyjny 


wahadła  składanego  jako  dodatny  albo  odjemny,  według  jak 
k(it  O  będzie  się  swiękuał  albo  zmniejszał;  będzie  więo  w  tern 

założeniu    «=  —  -rr    i    -{r= —  ts  • 

ai        ot  dr 

To  ustaliwszy,  ponieważ  jedyne  siłę  poruszajęcę  wahadła 
jest  ciężkość,  która  działa  na  każde  jego  częstkę  materyalnę  m, 
widzimy  zaraz  że  summa  momentów  sił  poruszających,  wzglę- 
dem osi  OY^  jest 


<7^»w?  =  i^gXi  3=  Mjdwite. 


Wiemy  nadto  że  summa  momentów  sił  bezwładności  wzglę- 
dem osi  obrotu  przywodzi  się  do  summy  momentów  ich  skła- 
dowych styczennych^  która  się  wyraża  przez 


^V 


mr* 


d 
dt 


d(^ 


Więc  równajęc  do  zera  summę  momentów  wszystkich  sił 
poruszających  i  sił  bezwładności,  mamy 

T^2»»r2  -f  Mja  wst6  =  0. 
Takie  jest  równanie  różniczkowe  mchu  wahadła  składanego. 
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To  równanie  moie  się  uprościć.  Nazwijmy  k  pi^omieii  wi- 
rowy wahadła  składanego  około  osi  OZ^  będzie 

jeśli  podstawimy  tę  wartość,  znalezione  równanie  weźmie  kształt 
prosty 

Przypuśćmy  teraz  łe  ciało  bryłowe  w  ruchu  staje  się  punktem 
materyalnym  ciężkim,  który  jest  związany  z  osi§  obrotu  za 
pośrednictwem  h'nii  prostej  mającej  długość  /.  Ruch  tego 
wahadła  pojedynczego  jest  dany  przez  równanie  różniczkowe 


—  4-2  wsta  — O 


Porównywajęc  dwa  ostatnie  równania,  widzimy  że  drugie 
wywodzi  się  z  pierwszego;  dość  tylko  uczynić  k=0  i  zamie- 
nić a  na  L  Więc,  jeśli  wyznaczymy  długość  /  przez  warunek 

^,=-f,        zk»d        /=«  +  ^\ 

wahadło  składane  i  wahadło  pojedyncze  będą  miały  zupełnie 
ten  sam  ruch,  byle  tylko  wartości  początkowe  kęla  O  i  prędko- 

ści  kątowej    -7.    były  te  same  dla  obydwóch.  To  dowodzi  że 

ustawy  ruchu  wahadła  składanego  są  te  same  co  wahadła  po- 
jedynczego. Z  przyczyny  tosamości  ruchu^  wahadło  pojedyncze, 
mające  jednocześnie  z  wahadłem  składanem  ten  sam  ruch, 
nazwiemy  wahadłem  spólnoczesnem. 

218.  Oś  osGYLLAGYi.  Z  tego  CO  poprzedza  wynika  ważne  na- 
stępstwo, Jeili  na  płasczyznie  GOY,  przechodzącej  przez  środek 
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ciężkości  wahadła  składanego  i  przez  jego  oś  zawieszenia^  po- 
prowadźmy proste  IBr  równoległa  do  tej  osi  na  odległość  A 
wszystkie  punkta  ciała  leżące  na  prostej  IBF  będ§  oscyllowały 
jako  wahadła  pojedyncze;  bo  wszystkie  s§  w  tej  samej  odległo- 
ści /  od  osi  OY,  i  mog^  być  uważane  jak  gdyby,  nie  należeć 
do  ciała,  były  punktami  ciężkieml^  zwięzanemi  z  osie  przez 
linie  proste  długości  /  niemajęce  żadnej  massy.  To  więc  do* 
wodzi  istnienia  wahadeł  pojedynczych  spólnoczesnych.  Inne 
punkta  ciała,  mniej  albo  więcej  odległe  od  osi  OY;  oscylluj$ 
pierwsze  wolniej  drugie  prędzej  niż  gdyby  były  oddzielne  i 
niezależne.  Dla  tej  przyczyny  prosta  IBF  została  nazwana  osin 
oscyllacyi  wahadła^  odpowiedajęc^  osi  zawieszenia  OY;  a 
w  szczególności  nazwano  środkiem  oscyllacyi  punkt  B  osi  oscyl- 
lacyi, w  którym  ja  spotyka  prostopadła  AG  do  osi  zawieszenia 
przechodząca  przez  środek  ciężkości.  Otrzymuje  się  punkt  B 

przedłużając  proste   AG  ilością   *GB  =  — ;    co  pokazuje  że 

środek  ciężkości  jest  bliższy  osi  zawieszenia  niż  środek  oscyl- 
lacyi. 

Długość  k  wyraża  promień  wirowy  wahadła,  około  osi  po- 
prowadzonej przez  środek  ciężkości  G  równolegle  do  osi  za- 
wieszenia; jeśli  więc  nazwiemy  a!  długość  GB,  będziemy 
mieli  związek 

ad  =  k\ 

który  dowodzi  że  odległości  a  i  dy  osi  zawieszenia  i  osi  oscyl- 
lacyi tego  wahadła  od  jego  środka  ciężkością  s§  odwrotne  jedna 
drugiej;  tojest^  im  środek  ciężkości  wahadła  będzie  bliżej  danej 
osi  zawieszenia,  tern  dalej  od  niego  będzie  oś  oscyllacyi,  i  na- 
wzajem. Istnieje  więc  przypadek  w  którym  odległości  a  i  a' 
sę  równe.  To  się  zdarza  gdy  summa  a  -f-  a'>  wyrażająca  dłu- 
gość wahadła  pojedynczego^  odpowiedajęcego  danej  osi  zawie- 
szenia^ jest  minimum.  Jakoż,  wieloczyn  aa!  :=k^  jest  stateczny; 
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więc  summa  a-^^a*  nabywa  wartości  miDimum  gdy  a'=tf« 
Wtedy  długość  wahadła  pojedynczego  spólnoczesnego  równa 
się  2a  =  2^. 

219.  Twierdzenie.  Osie  zawieszenia  i  oscyllacyi  $a  wzajemne. 

To  znaczy  :  jeśli  wzięto  os  oscyllacyi  wahadła  składanego  za 
oś  zawieszenia,  wtenczas  oś  pierwotna  zawieszenia  staje  się 
osi§  oscyllacyi.  Jakoż,  w  tym  przypadku  długość  wahadła  poje- 
dynczego spólnoczesnego  wyraża  się  przez 

'  a' 

kr 

jeśli  więc  zamiast  a'  położymy  jego  wartość    —  ,    będzie 

co  dowodzi  twierdzenia. 

Nawzajem,  jeśli  wahadło  zawieszone  kolejno  na  dwóch  osiach 
równoległych  t  letacych  na  jednej  płasczyznie  z  jego  środkiem  cięt- 
kościy  daje  małe  oscyllacye  których  czas  jest  ten  sam,  wtedy  od- 
ległość tych  osi  równa  się  długości  wahadła  pojedynczego  spólno- 
czesnego. 

Nazwijmy  a  i  a'  odległości  dwóch  osi  zawieszenia  od  środka 
ciężkości  wahadła.  Ponieważ  czas  małych  oscyllacyj  jest  ten 
sam,  długości  wahadeł  pojedynczych  skpólnoczesnycb-sf  równe; 
mamy  więc 

a  +^  =fl4-~  , 


zkęd 


(«'-'K^-«^)="' 


RUCH  CIAŁA  BRTŁOW£<K)  OKOŁO  OSI  STAŁEJ.  431 

Temu  równania  slaje  się  zadość  jedi  weźmiemy  I  -« .>-^= O, 

aa 

co  daje   a'  sr  •-;    więc 

a  4- a' =  0-1 — . 
'    o 

Wartość  a^  ^=-a  jest  szczególnym  przypadkiem  położenia 
dwóch  osi  zawieszenia,  któremu  odpowieda  długość  minimum 
2a  =  2^  wahadła  pojedynczego  spólnoczesnego.  Zresztą  ten 
przypadek  nie  ma  nic  osobliwego,  i  mieści  się  w  poprzedzają- 
cym ogólnym. 

220.  Istnieje  nieskońcaona  liczba  osi  równoległych  między 
sobę>  około  których  trwanie  małych  oscyllacyj  jest  to  samo. 
Jakoż,  formuła 

/=aH — 
a 

pokazuje  że  dłpgość  wahadła  pojedynczego  spólnoczesnego 
zostaje  ta  sama  dla  wszystkich  osi  zawieszenia  i  osi  oscyllacyi, 
które  s§  liniami  tworzącemi  dwóch  walców  obrotowych,  ma- 
jących za  spóln§  oś  figury  prosię  poprowadzona  przez  środek 
ciężkości  wahadła  równolegle  do  danego  kierunku,  a  za  pro- 

mienie  linie  a  i  —  • 

a 

Th  kwestya  może  się  przedstawić  ogólniej.  Niech  będę  A,  B,  C 
trzy  momenta  główne  bezwładności  wahadła  względne  do 
środka  ciężkości  G,  i  a,  |3,  y  kęty  jakie  prosta,  przechodsęca 
przez  ten  punkt  i  równoległa  do  osi  zawieszenia,  czyni  z  jego 
osiami  głównemi.  Moment  bezwładności  wahadła,  względem 
tej  prostej,  wyraża  się  przez 

Mi^  =  Ados'«  4-  Bdos^  -f  Cdos^; 
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zatem  długość  wahadła  pojedynczego  spólnoczesnego  jest 

,_      ,  ifc*_      ,  Ados^«  +  Bdos«g-f  Cdosy 
a  '  Ma 

Widzimy  teraz  łatwo  ie  długość  /  może  zostawać  stateczna^ 
cłioćby  nawet  zmieniano  ilość  a  i  dwa  z  trzech  k^tów  a,  p,  y. 
Istnieje  więc  nieskończona  liczba  osi  zawieszeń  około  których 
trwanie  małych  oscyllacyj  będzie  zawsze  to  samo. 

Między  temi  osiami  znajduje  się  jedna  dla  której  długość  wa- 
hadła pojedynczego  spólnoczesnego  jest  najmniejsza  możebna. 
Aby  J9  znaleźć,  przypuśćmy  że  A  jest  najmniejszym  momentem 
bezwładności  a  G  największym.  W  tern  założeniu  najmniejsza 
wartość  momentu  bezwładności    Ados^a  -f-  Bdos^  -|-  Cdos^y 

jest  A,   ilość  odpowiedaj§ca  kętom    a=0,    P=^,    y=^' 

Co  już  pokazuje  że  szukana  oś  zawieszenia  powinna  być  równo- 
legła do  osi  najmniejszego  momentu  bezwładności  ciała,  wzglę- 
dnie do  jego  środka  ciężkości. 

Mamy  więc 

'  Ma 

A        4 
Owoż,  gdy  się  a  zmienia  wieloczyn    a.^-^  ==  ^  zostaje  sla- 

Ma      M 

teczny ;  więc  summa  a +*jr-   bierze  wartość  najmniejsza  mo- 

żebnę  gdy    a  = — ,    to  jest  jeśli   a  =  1/  ^ .    Go  daje;. 


/ 


=  21  A. 

V    M 


Wynik  zgodny  z  tym  któryśmy  znaleźli  w  numerze  218. 
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Z  tego  wszystkiego  wnosimy  źe^  między  osiami  równo  odda- 
lonemi  od  środka  cięikości^  ta,  której  odpowieda  dłagość  waha- 
dła pojedynczego  spólnoczesnego  najmniejsza  albo  największa 
możebna,  jest  równoległa  do  największej  albo  do  najmniejszej 
osi  ellipsoidy  środkowej. 

221.  Wyznaczenie  praktyczne  momentu  bezwładności.  Chcąc 
znaleźć  moment  bezwładności  ciała  bryłowego,  względem  da- 
nej osi,  trzeba  najpierwej  wyrachować  jego  ciężar  P,  i  wyzna- 
czyć odległość  a  środka  ciężkości  od  osi.  Poczem^  zawiesiwszy 
ciało  na  tej  osi,  ustawionej  poziomo,  daje  się  mu  ruch  oscylla- 
cyjny  oddalając  je  bardzo  mało  od  położenia  równowagi;  ra- 
chuje się  liczbę  n  oscyllacyj  wykonanych  przez  t  sekund,  i 

tym  sposobem  otrzymuje  się  czas   1    jednej   oscyllacyi.  To 

majęc,  znajduje  się  zaraz  moment  bezwładności  Vmr^  wzglę- 
dem uważanej  osi.  W  samej  rzeczy,  czas  małych  oscyllacyj 
wahadła  pojedynczego  spólnoczesnego  z  wahadłem  składanem, 
wyraża  się  przez 


a  ponieważ 


więc 


n  V        ga 

-  =  irl/?^. 

n  f^    Mga  ' 


Ztąd,  zważając  że  M^  =  P,    otrzymujemy 


lk->28 
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222.  Oto  jakiem  doświadczeniem  można  wyznaczyć  natęże- 
nie g  ciężkości  Bierze  się  cienk§  sztabkę  miedziane,  dobrze 
ulan§  i  ukut^;  przytwierdza  się  do  niej  dwa  noże  stalowe  A  i  A', 
prostopadłe  do  jej  długości  na  płasczyznie  zawierającej  środek 
ciężkości  G,  i  mierzy  się  odległości  GA=:a,  GA'  =  a'-  To 
ustaliwszy,  jeśli  dano  ruch  oscyllacyjny  temu  wahadłu,  kolejno 
około  każdej  z  dwóch  osi  zawieszenia  A  i  A',  nazywając  T  i  T 
czas  odpowiedaj^cych  oscyllacyj,  otrzyma  się  dwa  równania 

9^         ga  ^         ga 

zk^d,  rugując  A^  wynika 


g  =  n 


a 


a^  -  a'^ 


Formuła  przypuszcza  że  a'  jest  różne  od  a.  Tego  warunku 
łatwo  się  dopełnia,  osadzajęc  noże  A  i  A'  w  nierównych  od- 
I         ległościach  od  środka  ciężkości  G.  W  przypadku  szczególnym 
w  którym  T  =  T,  otrzymuje  się 

j  =  ^^',      albo      T=»|/iE. 

Co  być  powinno^  dlatego  że  wtedy  jeden  z  nożów  A  i  A'  jest 
osi§  zawieszenia  a  drugi  osią  oscyllncyi. 

223.  Wyłożona  teorya  wahadła  składanego  jest  ściśle  praw- 
dziwa ale  tylko  w  próżni.  Rzeczy  maję  się  inaczej  gdy  wahadło 
porusza  się  w  powietrzu  albo  w  innym  płynie. 

Wpływ  powietrza  na  wahadło  ma  dwojaki  skutek. 

1  Na  mocy  zasady  Archimedesay  ciało  bryłowe  zanurzone 
w  jakimkolwiek  płvnie  traci  ze  swojego  ciężaru  tyle  ile  waży 
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płyn  przea  nie  wypchnięty ;  albowiem  płyn  wywiera  na  ciało 
pcłianie  iitóre  je  podnosi.  Jeśli  więc  nazwiemy  W  massę  płynu 
przemieszczonego  przez  ciało,  moment  sił  cięikości  działają- 
cych na  wszystkie  cząstki  będzie  juz  tylko 

(M  — M')|/awste. 

Zatem  długość   /  wahadła   pojedynczego   spólnoczesn^o 
przedstawi  się  przez 


(M— M>""V     '    ajii—M'      \     '   ayi- 


P 


gdzie  p  znaczy  stosunek  gęstości  powietrza  do  gęstości  wahadła. 
Tym  sposobem  trwanie  małych  oscyllacyj  wahadła  w  po- 
wietrzu jest  powiększone.  Ale  poprawka  nie  jest  dokładna  teo- 
rycznie;  bo  zasada  Archimedesa  tylko  wtedy  jest  prawdziwa 
kiedy  ciało  bryłowe  zanurzone  w  płynie  zostaje  z  nim  w  spo- 
czynku. Wahadło  poruszające  się  w  powietrzu  traci  więcej 
ze  swojego  ciężaru  niż  gdyby  było  w  równowadze.  Poisson 
rachunkiem  a  Bessel  doświadczeniem  okazali  że  do  wahadła 
w  ruchu  przyczepia  się  warstwa  powietrza  która  razem  z  niem 

oscylluje,  i  przy  wodzi  jego  ciężar  do    mgli  —  -p] .     Wartość 
przybliżona,  potrzebująca  nowego  potwierdzenia. 

2*  Powietrze  wpływa  jeszcze  na  wahadło  przeciwstawiać  jego 
ruchowi  opór,  rosnący  z  prędkością,  który  wyrażają  zwykle 
przez  p.y*.  Doświadczenie  dowodzi  że  powietrze,  opóźniając 
pół-oscyllącyę  zestępującą  a  skrócając  pół-oscyllacyę  wnoszącą 
się,  prawie  nie  wpływa  na  czas  całej  oscyllacyi,  i  tylko  zmniej- 
sza jej  obszerność.  Go  pozwoliło  sprawdzić  ustawę  równoczes- 
ności  małych  oscyllacyj  wahadła  pojedynczego. 

2'2U.  Parcie  .WAHADŁA  na  os.  Jeśli  wahadło  składane  jest  sy- 
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metryczne  względem  płasczyzny  przechodzęcej  przez  środek 
ciężkości  6  i  prostopadłej  do  osi  zawieszenia^  co  zwykle  ma 
miejsce^  jego  parcie  na  oś,  znajdujące  się  na  tej  płasczyznie, 
łatwo  się  wyznaczyć  daje.  Jakoż,  zamieniając  w  równaniach 
numeru  210  j/i,  Yi-f-Ya  na  «|,  Zt+ Z^,  widzimy  zaraz  ie  to  par- 
cie, równe  i  wprost  przeciwne  wynikowej  sił  X|  -f-  X2  i  Zi  -|-  Z^, 
w  ctiwiii  gdy  wahadło  zestępuje  z  położenia  %  na  położenie  B, 
jest  wynikowa  ciężaru  |M^,   siły  odśrodkowej   m^Ma  w  kie- 

runku  AG,  i  siły  bezwładności  styczennej . —  -^  Ma  prostopa- 
dłej do  AG.  Dwie  ostatnie  składowe  mog§  się  wyrazić  w  funkcyi 
keta  6  i  długości  /  wahadła  pojedynczego  spólnoczesnego. 
Albowiem  równanie  ruchu  wahadła  daje 

dta MjfOWStft ^  (7  wst9 . 

a  całkując  to  równanie,  albo  biorąc  wprost  równanie  sił  ży* 
wych,  mamy 


Więc,  podstawiając  te  wartości,  i  uważając  że  ciężar  Mg  =  P 
rozkłada  się  na  Pdos6  i  Pwst6,  otrzymujemy  ostatecznie  dwie 
siły  prostokftne, 

jedną  Pa|^(<losO  — dosap)+dose|     wedle  AG, 

drugą  Pa(j  +  i)wste         prostopadłą  do  AG, 

których  wynikowa  przedstawia  parcie  na  oś  zawieszenia. 
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RUCH  CIAŁA  BRTŁOWBeO  OKOŁO  OSI  SPRAWIONY  PRZEZ  UDERZENIE. 

225.  Wyłożyliśmy  już  ogólnie  ruch  ciała  bryłowego  około 
osi  stałej^  zostającego  pod  działaniem  sił  jakictikolwiek;- zaj- 
miemy się  teraz  przypadkiem  szczególnym  w  którym  (o  ciało 
jest  wprowadzone  w  ructi  około  osi  .przez  uderzenia,  czyli  jako 
mówi^,  przez  siły  chwilowe. 

Niech  będzie  P  jedna  z  tych  sił  chwilowych  która,  działając 
na  massę  ^  części  ciała,  nadaje  całemu  ciału  ruch  około  osi 
stałej  OZ.  Owoż,  wiemy  ie  siła  chwilowa,  przyłotona  do  punktu 
ruchomego,  ma  za  miarę  ilość  ruchu  jakoby  mu  udzielała  gdyby 
był  wolny  i  w  spoczynku;  jeśli  więc  nazwiemy  v  prędkość  jak§ 
siła  chwilowa  P,  przyłożona  do  środka  ciężkości  massy  ft,  mo- 
głaby nadać  wszystkim  jej  czystkom  gdyby  ta  massa  była  wolna, 
ftv  będzie  odpowiedaj§c§  ilością  ruchu  massy  fi  i  wyrazi  natę- 
żenie siły  P.  A  jeśli  jeszcze  nazwiemy  u  prędkość  kQtow§  ciała 
w  ruchu  około  osi  OZ,  prędkości  Unijne  jego  częstek  w?,  m',  m*... 
wyraż§  się  w  tym  ruchu  przez  wr«,  mV«,  mV«,...  To  maj§c, 
zważajmy  że,  na  mocy  zasady  A*Alemb€f*ta  zastosowanej  do  sił 
chwilowych,  powinna  być  równowaga,  około  osi  obrotu,  między 
ilościami  ruchu  sprawionemi  przez  siły  chwilowe,  i  ilościami 
ruchu  pochodzęcemi  z  oddziaływań  cz§stek  tti,  m',  7n'...;  co 
wymaga  żeby  summa  momentów  tych  ilości  ruchu  uważanych 
jako  siły,  względem  osi  OZ,  było  zero.  Więc,  oznaczając  przez 
g  najkrótszą  odległość  kierunku  siły  uderzenia  P  od  osi  OZ 
a  przez  /  k§t  tych  dwóch  kierunków,  i  bioręc  summę  momen- 
tów wszystkich  ilości  ruchu  względem  osi  OZ,  znajdujemy 
równanie  ruchu  ci&ła  około  tej  osi 

fi»c  wst  y  — "N  wtr*«  =  O ; 
zk^d 

(1)  «=iij^. 
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Ta  formuła  wyznacza  prędkość  k^tow§  tf,  pokazuje  że  jej 
wartość  jest  największa  możebna  gdy  uderzenie,  nadające  ruch 
ciałUj  zostało  wykonane  w  kierunku  prostopadłym  do  płas- 

czyzny  poprowadzonej  przez  oś  obrotu*  Wtedy    y  =  ^ »    i  ^^ 

muła  (1)  staje  się 


(2) 


ta— 


Sfwr* 


Jeśli  różne  części  p.,  /t*',  f*'...  ciała  ruchomego  około  osi  stałej, 
odebrały  jednoczesne  uderzenia,  rozumujęc  jako  wyżej  pojmuje 
się  łatwo  że  prędkość  kitowa  &>  będzie 

l|jiWCWSty 

Równania  (1)  i  (2)  stosuje  się  oczywiście  do  ciała  bryłowego 
niezmiennego,  ruchomego  około  osi  stałej,  które  zostało  w  ruch 
wprowadzone  uderzeniem  drugiego  ciała  mającego  massę  pi, 
jeśli  to  drugie  ciało,  ożywione  ruchem  przeniesienia,  uderzywszy 

pierwsze  z  niem  się  ł§czy  i  razem  porusza ;  wtedy  ^mr^  przed- 
stawia moment  bezwładności  całego  układu  bryłowego  dwóch 

■ 

ciał  skupionych.   Będziemy  tego  mieli   przykład  w  wahadle 
balistycznem. 

226.  Udehzbsie  wttrztmane  przez  oś  stała.  Przypuśćmy  że 
ciało  bryłowe,  ruchome  około  osi  stałej  OZ^  zostało  w  ruch 
wprowadzone  przez  drugie  ciało  mające  massę  ^i,  które  ude- 
rzyło pierwsze  i  z  niem  złączone  porusza  się  razem ;  albo  co  to 
samo,  że  siła  uderzenia  P,  udzielając  części  {&  ciała  prędkość  Vj 
nadała  ruch  całemu  ciału.  Siła  P,  jest  przyłożona  do  środka 
ciężkości  massy  p,  i  ma  za  miarę  ilość  ruchu  itJo.  Nazwijmy 
C,  n,  C  spółrzędne  punktu  przyłożenia  siły  P  odniesione  do 
trzech  osi  prostokątnych  0X,  OY,  OZ;  i  niech  będą  X,  Y,Z 
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składowe     ilości     ruchu    f»v     uważanej    jako    siła,    a    zaś 

dx  dy  dz       ■ «  j         m   *  •       i.  %. 

—  wł-rr ,    — m-f-y    —  w-j-      składowe  ilosci  ruchu  pocho- 
dt  dt  dt  ^ 

dz^cej  z  oddziaływania  czystki  m  ciała.  Jeśli  zastąpimy  oś  obrotu 
przez  jej  dwa  punkta  O  i  H,  przykładając  do  nich  siły  Pi,  P^, 
równe  i  przeciwne  uderzeniom  jakich  doznają^  ciało  obracające 
się  około  osi  OZ  będzie  mogło  byćuwaiane  jako  wolne  wprzes- 
trzeni,  i  wyznaczenie  uderzeń  —  Pi, —  P^,  jakie  oś  wjirzymuje, 
przyprowadzi  się  do  kwestyi  już  ogólnie  wiadomej.  Jakoż,  na 
mocy  zasady  d*  Alemberta,  wruchu  ciała  bryłowego  niezmiennego 
jest  równowaga  między  siłami  zewnętrznemi,  siłami  bezwład- 
ności i  parciami^  a  w  obecnym  przypadku  siły  przedstawiają  się 
przez  ilości  ruchu;  wyrażamy  więc  równowagę  między  ilościami 
ruchu,  uważanemi  jako  siły,  pisząc  sześć  następujących  ró- 
wnań 


^-2'«^  +  ^>  +  X2  =  ^' 


dt^ 


^'-^•"t  +  Y^+Y^^^' 


dz 
dt 

(3) 


^-2'^S+2'+^=^'  • 


Z.-Yc-2»(,*-4).-V^  =  . 

«-x,-2„(4v-,|)=.. 


Można  uprościć  te  równania  wprowadzając  prędkość  ką- 
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tow9  »•  J&koź,  uczyńmy  jako  zwykle 


będzie 


Zk§d 


X  —  rdos9, 

y  =  rwslO, 

^ 

^'^r 

i  następnie 


(2x 


2^  sf  ==  — ^'^J'**  ~ ""  "^y* 


2"  t= +2- =+-«"■■ 

Do  tego,  ponieważ  ka^y  punkt  materyalny  m  opisuje  okr^g 

równoległy  do  płasczyzny  xy,  jego  rzędna  z  jest  stateczna;  co 

dz 
daje    3-  =:  0.    Przez  podstawienie  tych  wartości,  powyłsze 

równania  8taj{i  się 

X+«My,4-X,  +  X,  =  o 

Y  — »Mx,  +  Y,  4-Yj  =  0 

A4-Z,  +  Zj  =  0, 


(4) 


Z,  ^  YC  +  u^"**  —  Y**  =  ^^ 

XC  -  zc — w^^y* + ^«* = ®' 

YC  —  X,  —  «2iw«  =  0. 
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Ostatnie  równanie  nie  zawiera  składowych  oddziaływania 
punktów  O  i  H;  jest  przeto  równaniem  ruchu  ciała  około 
osi  OZ,  i  wyznacza  jego  prędkość  k^tow^  »  przez  formułę 

Ta  formuła  jest  w  gruncie  ta  sama  co  (2);  bo  liczniki,  tylko 
kształtem  różne,  wyrażają  ten  sam  moment  ilości  ruchu  /»t; 
względem  osi  OZ. 

Dwa  przedostatnie  równania  dają  składowe  X^  i  Y^  uderzę* 
nia  jakiego  oś  doznaje  w  punkcie  H  prostopadle  do  swojego 
kierunku.  Podstawiając  te  wartości  w  dwóch  pierwszych  równa- 
niach;  otrzymuje  się  składowe  uderzenia  jakie  oś  wytrzymuje 
w  punkcie  0^  takie  prostopadle  do  swojego  kierunku.  Nakoniec, 
trzecie  równanie  daje  summę  Z|  -f-  Z^  która  wyrata  uderzenie 
jakiemu  oś  ulega  wzdłuż  swojego  kierunku. 

227.  Szukajmy  teraz  pod  jakiemi  warunkami  oś  obrotu  nie 
dozna  żadnego  uderzenia,  to  jest  nie  będzie  wstrząśnięta.  Chcemy 
żeby  nie  było  parcia;  trzeba  więc,  i  oczywiście  dość  jest^  żeby 
składowe  oddziaływań  punktów  O  i  H  były  każda  osobno  zero. 
Wprowadzając  te  założenia  do  równań  {k),  otrzymujemy 

Y  —  «M.r,  =  O, 
Z  =  0 


(5) 


—  YC  +  «^mxz  =  a, 
XC  —  «2my2  =  0, 
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Równanie  Z  =  O  pokazuje  że  siła  uderzenia,  przyłożona  do 
środka  ciężkości  massy  pi,  powinna  być  na  płasczyznie  prosto- 
padłej do  osi.  Jdśli  więc  weźmiemy  tę  płasczyznę  za  płasczyznę 
źy,  będzie  1^  =  0,  i  dwa  przedostatnie  równania  (5)  stanę  się 


^ńixz  =  O,  ^^yz  =  0. 


Te  równania  dowodzę  że  oś  obrotu  powinna  być  osie  główne 
bezwładności  w  nowym  początku  spótrzędnycb^  to  jest  w  punlL- 
eie  w  którym  ję  spotyka  płasczyzna  prostopadła,  zawierajęca 
środek  ciężkości  massy  uderzonej  ^t. 

Aby  wiedzieć  co  wyrażaję  dwa  pierwsze  równania  (5),  przy- 
puśćmy że  9  za  płasczyznę  xz,  wzięto  płasczyznę  przechodzące 
przez  środek  ciężkości  ciała  w  chwili  uderzenia;  wtedy 
yi  =  O  i  OTi  =  a;  co  przywodzi  te  równania  do  kształtu 

X  =  O,  Y  =  tMa. 

Pierwsze  równanie  pokazuje  że  siła  uderzenia,  która  jako  już 
wiemy  leży  na  płasczyznie  2ry,  jest  prostopadła  do  płasczyzny 
xz,  to  jest  do  płasczyzny  przechodzącej  przez  oś  obrotu  i  środek 
ciężkości  ciała.  Możemy  nawet  znaleźć  punkt  w  którym  ne- 
czona  siła  spotyka  tę  płasczyznę;  albowiem  szukany  punkt  jest 
na  osi  0X  i  dość  tylko  wyznaczyć  jego  odcięte.  W  tym  celu, 
ponieśmy  wartości  X  i  Y  do  ostatniego  równania  (5),  otrzy- 
mamy zaraz 

^ — 5l^- 

A  jeśli  jeszcze  nazwiemy  k  promieii  wirowy  ciała  względem 
osi  przechodzącej  przez  jego  środek  ciężkości  i  równoległej  do 
osi  OZ,  będziemy  mieli 


c  =  «_!±*!=«+*!. 
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Ta  wartość  wyraża  długość  wahadła  pojedynczego  spólno- 
czesnego  z  ciałem  oscyllujfcem  około  osi  OZ,  gdyby  ta  oś  by* 
ła  pozioma;  co  dowodzi  że  siła  uderzenia  powinna  spotykać 
oś  oscyllacyi  odpowiedaj§c§  osi  obrotu. 

Więc^  aby  oś  obrotu  nie  doznawała  żadnego  wstrzfśnienia, 
trzeba  i  dość  jest : 

1"  Żeby  ta  oś  była  osi§  główna  bezwładności  cicda  w  punkcie 
w  którym  j^  spotyka  płasczyzna  prostopadła  zawierajęca  środek 
ciężkości  massy  uderzonej  yu 

2''  Żeby  siła  uderzenia  była  prostopadła  do  płasczyzny  wyzna- 
czonej przez  oś  obrotu  i  środek  ciężkości  ciała^ 

S*"  Żeby  jeszcze  ta  siła  spotykała  odpowiedajęcę  oś  oscyllacyi, 
w  punkcie  jej  przecięcia  z  płasczyzna  prostopadłe  która  prze- 
chodzi przez  środek  ciężkości  massy  uderzonej  ft. 

Środek  uderzenia.  Nazywa  się  środkiem  uderzenia  ciała, 
względnym  do  osi  obrotu,  punkt  w  którym  siła  uderzenia  nie 
wstrząsająca  tej  osi  spotyka  odpowiedaj§cę  oś  oscyllacyi.  Przez 
ten  punkt  przechodzi  właśnie  wynikowa  sił  bezwładności ;  cze- 
go dowodem  tosa  mość  wartości  C  i  C  z  otrzymanemi  w  nu- 
merze 211.  To  być  powinno;  albowiem  oś  obrotu  wtenczas 
tylko  nie  doznaje  żadnego  parcia,  kiedy  siły  bezwładności  maj§ 
wynikowe  jedyną  której  siła  poruszająca  jest  równa  i  wprost 
przeciwna. 

Osie  główne  bezwładności,  poprowadzone  przez  środek  cięż- 
kości ciała,  nie  mają  środka  uderzenia;  ł>o  a=:0,  daje  S=oo. 

W  mechanice  zastosowanej  środek  uderzenia  gra  przeważną 
rolę.  Jakoż,  w  machinach  części  ruchome  około  osi  są  wysta- 
wione na  gwałtowne  uderzenia.  Trzeba  się  więc  starać  żeby  ta 
oś  była  osią  główną  bezwładności,  i  żeby  możebne  wstrząśnie- 
nia  były  skierowane  na  środek  uderzenia,  prostopadle  do  płas- 
czyzny osi  obrotu  i  osi  oscyllacyi.  Tym  sposobem  zmniejsza  się 
szkodliwe  skutki  uderzeń  które  często  łamią  oś,  a  zawsze  nad- 
werężają machinę. 
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Na  mocy  równań  (A)  składowe  K^.  Yj  oddziaływania  puklu  H 
są  zero^  gdy  istnieje  zarazem  równania 

ymxz  =  0,         ymt/z^O,      Zr=0,      C  =  0, 

to  jest,  gdy  oś  OZ  jest  osi§  główną  bezwładności  w  punkcie  O, 
i  siła  uderzenia  leży  na  płasczyznie  xy.  W  tym  przypadku 
punkt  O  doznaje  uderzenia ;  ale^  jeśli  je^^t  stale  utrzymany, 
ciało  w  ructi  wprowadzone  przez  siłę  uderzenia  która  zadość 
czyni  wyłuszczonym  warunkom,  będzie  się  ciągle  obracało 
około  tej  samej  osi  z  prędkością  k§tow§  stateczną.  Wtedy  oś 
obrotu  jest  osią  ustawiczną  wirowania. 

Jeśli  oś  obrotu  przechodzi  pi*zez  środek  ciężkości,  nie  można 
])ez  jej  wstrząśnienia  nadać  ruchu  wirowego  ciału  jedną  siłą 
uderzenia,  ale  tylko  dwojanem.  Jakoż,  siła.  uderzenia  wyraża 

I      się  przez  Mfl«,  a  środek  uderzenia  jest  dany  przez  C  =  a-j — ; 

jeśli  więc  a  =  O,  będzie 

Ma«  =  0,  C  =:  oo. 

Go  dowodzi  że  żadna  jedyna  siła  uderzenia  nie  jest  zdolna 
nadać  ruchu  wirowego  ciału  około  środka  ciężkości,  nie  udzie- 
lając mu  zarazem  ruchu  przeniesienia.  Ten  wynik  łatwo  się 
tłumaczy.  Środek  ciężkości  zaczyna  się  poruszać  jak  gdyby 
siła  uderzenia  była  do  niego  przyłożona;  więc  jeśli  go  ustalimy 
to  oczywiście  dozna  parcia.  W  tym  przypadku,  byle  oś  obrotu 
była  osią  bezwładności,  ciało  uderzone  przez  dwojan  sit  chwi- 
lowych leżący  na  płasczyznie  prostopadłej  do  tej  osi,  weźmie 
ruch  wirowy  bez  żadnego  wstrząśnienia  osi,  i  będzie  się  ciągle 
obracało  około  niej  jak  gdyby  była  niezmienna;  co  wydatnie 
pokazują  równania  (5).  Wtedy  oś  obrotu  jest  osią  natundną 
wirowania. 
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Ztęd  wynika  ie,  jeśli  ciało  już  jest  w  ruchu  około  osi  stałej, 
można  je  raplem  zatrzymać  hei  \vstrz§śnienia  osi,  przykładając 
do  środka  uderzenia  siłę  ctiwilowę  proslopadł§  do  płasczyzny 
przectiodzfcej  przez  oś  i  środek  ciężkości  tego  ciała. 

WAHADŁO  BALISTYCZNE. 

228.  Do  aiierzenia  prędkości  początkowej  pocisków  używa 
się  wahadła  składanego  zwanego  wahadłem  balistycznem.  To 
wahadło  jest  utworzone  z  naczynia  mającego  kształt  pnia  stoż- 
kowego, zawieszonego  poziomo  w  ramach  żelaznych  które 
oscyliuj§  około  osi  poziomej.  Pień  stożkowy,  zamknięty  przy 
podstawie  mniejszej,  zwykle  krymk§ sferyczne,  jest  napełniony 
suchym  piaskiem  utłoczonym,  żeby  mógł  umarzać  prędkość 
kuli  działowej,  w  niego  wchodzącej  przez  podstawę  większa, 
.bez  uszkodzenia  wahadła.  Kula  uderza  w  piasek,  zapuszcza  się 
w  niego  do^pewnej  głębokości  i  oddaje  całe  swoj^  prędkość 
Unijna  wahadłu ;  tak  że  na  końca  uderzenia,  w  czasie  niezmier* 
nie  krótkim,  kula  i  wahadło  stanowią  jedno  ciało  ożywione 
prędkością  kętowę  około  osi  zawieszenia,  Wahadło^  najpierwej 
w  spoczynku,  uderzone  kulą  która  z  niem  zostaje,  oddala  się 
od  położenia^  pionowego  równowagi  na  mocy  odebranej  pręd- 
kości,  i  środek  ciężkości  całego  układu  wznosi  się  aż  dopóki 
praca  odjemna  ciężkości  nie  zniszczy  nabytej  siły  żywej.  W  tej 
chwili  wahadło  doszło  do  najwyższego  położenia  i  dosięgnęło 
skrajności  oscyllacyi ;  jego  ruch  ciągnie  się  dalej,  ale  już  w  stro- 
nę przeciwne.  U  dołu  wahadła  sterczy  sztyft  który,  wznosząc 
się  z  wahadłem,  popycha  wskazówkę  osadzoną  na  łuku  koła,  i 
opuszcza  ją  gdy  wahadło  zaczyna  się  zniżać.  Pozostała  wska- 
zówka oznacza  kąt  zboczenia  wahadła  który  posłuży  do  wyra^ 
chowania  prędkości  kątowej  początkowej  wahadła,  a  następnie 
do  wyznaczenia  prędkości  Unijnej  jaką  miała  kula  na  początku 
uderzenia.  Oto  jakim  sposot)em. 
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Niech  będze  MN  naczynie  wahadła  balistyczn^Oi  O  rztit  osi 


jr      Ji: 


zawieszenia,  G  środek  ciężkością  AB  kr^na  pozioma  kuli 
działowej  która  uderza  wahadło  wpadając  w  piasek  jego  na- 
czynia, G  wskazówka  ślizgająca  na  łuku  CD. 

Nazwijmy  teraz  :  p  ciężar  kuli,   v  jej  prędkość,  /  odległość 

środka  uderzenia  B  od  osi  zawieszenia  O;  P  ciężar  watmdła 
balistycznego^  a  odległość  jego  środka  ciężkości  G  od  osi  0; 
P'  ciężar  układu  wahadła  z  kulę,  a'  odległość  jego  środka  cięż- 
kości od  osi  O,  i  2^7nf^  momentbezwładności  całego  układu; 
nakoniec  uo  prędkość  kitową  po  uderzeniu. 
Na  mocy  formuły  (2)  numeru  225,  mamy 

Oznaczmy  przez  m  prędkość  kętową  wahadła  z  kulą  gdy 
opisało  kąt  0;  wedle  zasady  sił  żywych  będzie 

(«^  —  ^l)^rnr^=  —  2P'a'  jlysim  =  —  &P'a'wst^  ^  0. 
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Owoż,  gdy  wahadło  dosięga  skrajności  oscyllacyi,  prędkość 
kątowa  la  staje  się.  zero;  więc  znajdziemy  kęt  niaximum  0|, 
wyrażający  pół  obszerności  oscyllacyi^  czyniąc  u  =  O  i  O  =  0| 
w  ostatniem  równaniu  które  da 


^l^mf^  =  kV'a'yvsiU,. 


Poczem,  jeśli  między  tem  równaniem  i  pierwszem  wyrugu- 
jemy lioi  otrzymamy 


^mt^ 


p^y^P 


zkąd 


VP'«'wst«ie, 


(1)  V  =^  \JVa'lmr^slUt. 

Ip  2 

m 

Ta  formuła  może  się  znacznie  uprościć,  pozbywając  się 
ilości  a!  i  V»7ir2  których  wyznaczenie  nie  jest  łatwe.  Uwa- 
żajmy najpierwej  że  kula^  uderzająca  wahadło^  powinna  ko- 
niecznie przechodzić  przez  środek  uderzenia  B  odpowiedający 
osi  zawieszenia  O;  bo  inaczej  ta  oś  doznawałaby  parcia  któreby 
nadwerężało  cały  przyrząd.  Przypuszczając  rzeczy  jako  trzeba,  i 
nazywając  K  moment  bezwładności  samego  wahadła  względem 
osi  O,  musi  być  zawsze. 

Jeśli  tego  warunku  ściśle  dopełniono,  środek  oscyllacyi 
układu  wahadła  i  kuli  zostaje  ten  sam  co  wahadła  bez  kuli. 
Aby  tego  dowieśdź,  nazwijmy  t  długość  wahadła  pojedyn- 
czego, spólnoczesnego  z  układem  dwóch  ciał  połączonych; 
będziemy  mieli 

~   Va'  ~       P'a'       "^      PV     * 
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Ale  poprzedzające  równanie  daje 

a  jesl  oczywiście 

P'a'=Pa+p/; 

więc  podstawiajfc  znajdujemy  ^  =  /• 

To  ustaliwszy,  ponieśmy  do  formuły  (i )  .wyciągniętą  z  if go 
co  poprzedza  wartość 

oti*zymamy  ostateczną  formułę 


(2) 


t;  =  B(Pa+/'/)|/fwstl9, 


W  której  tylko  wyznaczenie  długości  /  przedstawia  niejaką 
trudność.  Ale  i  tę  trudność  potrafiono  zmniejszyć.  Jako2>  jeśfi 
kula  przechodzi  przez  środek  B  uderzenia  wahadła,  a  rozumie 
się  zawsze,  prostopadle  do  płasczyzny  zawierającej  środek  cięż- 
kości G  i  oś  zawieszenia,  przydanie  tej  kuli  w  punkcie  B  nie 
zmienia  czasu  oscyllacyj  wahadła.  Można  więc  będzie  praktycz- 
nie znaleźć  punkt  B  w  który  kula  uderzać  powinna^  umieszcza- 
jąc tę  kulę  w  różnych  wysokościach  na  płasczyznie  przecho- 
dzącej prostopadle  do  osi  wahadła  przez  jego  środek  ciężkości, 
i  sprawiając  ruch  oscyllacyj ny.  Szukane  położenie  kuli  jest  to 
w  którem  jej  przydanie  nie  zmienia  czasu  małych  oscyllacyj. 
Zresztą,  łatwo  się  zapewnić  że  kula  uderzyła  istotnie  w  punkt  B; 
dość  tylko  sprawdzić  czy  czas  jednej  oscyllacyi  jesŁ  ten  sam  po 
uderzeniu  jak  przedtem. 

Wahadło  balistyczne,  prayzwoicie  zmodyfikowane,  może 
także  służyć  do  mierzenia  cofania  się  dział  i  strzelb;  ale  są 
jeszcze  inne  sposoby  które  należą  do  Balistyki. 
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RUCH  KOŁOWROTU. 


4&9 


229.  Niech  będzie  kołowrót  obracający  się  około  osi  pozio- 
mej;  mającej  rzut  O,  pod  działaniem  dwóch  ciężarów  p^  p , 
przyłożonych  za  pomoc§  dwóch  sznurów  z  których  pierwszy 
jest  styczny  do  koła  OA  w  punkcie  A  a  drugi  styczny  do  walca 
OA'  w  punkcie  A'. 


Oznaczamy  przez  »  =  ;t-  prędkość  kitowe  kołowrotu,  przez 

ot  « 

|t  massę  jednej  z  jego  częstek  i  przez  r  promień  Ofi,  przez 
m  i  m'  massy  ciężarów  pip";  nakoniec  czynimy  Ok  =  a 
i  OA'  =  a!.  Nie  biorąc  pod  rachunek  ani  ciężaru  sznurów  ani 
tarcia  czopów  osi,  o  których  później  będzie  mowa,  otrzymuje 
się  natychmiast  równanie  ruchu*  kołowrotu,  za  pomoce  ogólnej 
zasady  Mechaniki  (122).  Przypuszczając  że  kołowrót  obraca  się 
w  stronę  wskazana  przez  strzałę,  to  równanie  jest 


m\g 


zljd 


i<a 


dt 


[ma  —  rnia  )g 
luT^  -\-  md^  -j-  m'd'^ ' 


Wyraźmy     2ji?*',    moment  bezwładności  kołowrotu  wzglę- 
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dem  osi   obrotu^  przez  A;%(i,  i  wprowadźmy  ciężary  zamiast 
mass,  kładąc  9l|i,  =  P,'  fng  =  py  m'g:=ip\  będziemy  mieli 

dw [pa — pa!)g 

dt  ~  ?k^'\-pa^Ą-p'(ji^' 

Jeśli  zcałkujemy,  przypuszczając  prędkość  pocz§tkow§  zero^ 
otrzymamy 


u 


_     {pa-'p'a')gt 


Ta  wartość  pokazuje  że  prędkość  k§lowa  kołowrotu  jest 
proporcyonalna  do  czasu ;  więc  jego  rucb '  jest  jednostajnie 
przyspieszony. 

Gbyby  było  pa — p'a'  =  0,  prędkość  kitowa  byłaby  zero, 
i  kołowrót  zostawałby  w  spoczynku.  Ale,  jeśli  prędkość  po- 
czątkowa nie  jest  zero,  wtedy  z  warunkiem  pa  —  p'a'  =  O 
prędkość  kątowa  jest  stateczna,  i  kołowrót  ma  rucb  jedno- 
stajny. 

230.  Tężności  sznurów,  na  mocy  tego  cośmy  ogólnie  powie- 
dzieli  w  n*  123^  przedstawiają  się  przez  siły  stracone  względne 
do  ciężarów  p  \  p'\  więc,  nazywając  T  i  T'  te  tężności   mamy 

Zk^d,  zastępując  -^  przez  jego  wartość,  otrzymajemy 
n, mgaijpa —p'a') pajpa  —  p'c!) 

m»^m>ff  I    «»Va'(pa— P'aO  _ „' j_    p'a'(pa  —  p'a') 
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Jeśli  pa  —  f/cf  >  O,  kołowrót  ma  ruch  jednostajnie  przy- 
spieszony i  w  stronę  wskazana  na  figurze ;  wtedy  T  <  p  a  T'  >/)'. 
Co  dowodzi  te  w  tym  ruchu  tężność  T  sznura^  za  pośrednic- 
twem którego  ciężar  p  działa  jako  siła  poruszająca,  jest  mniejsza 
od  tego  ciężaru;  a  przeciwnie  tężność  T',  względna  do  ciężaru 
p  który  stanowi  opór,  jest  większa  od  tego  oporu.  Ale,  jeśli 
pa — p'a'  =  0,  kołowrót  zostaje  w  spoczynku,  albo  ma  ruch 
jednostajny;  w  obydwóch  razach  tężności  T  i  T'  s^  równe 
odpowiedajęcym  ciężarom  p  i  p\  We  wszystkich  przypadkach, 
w  ruchu  albo  w  równowadze,  obie  tężności  s§  zawsze  stateczne. 

Parcie  jakiego  doznaje  oś  kołowrotu,  równe  i  przeciwne  jej 
oddziaływaniu,  jest  wynikowa  sił  zewnętrznych  i  sił  bezwła- 
dności. Aby  je  wyznaczyć,  w  założeniu  że  kołowrót  jest  syme- 
tryczny "Względem  swojej  osi,  bierzemy  jego  środek  ciężkości 
za  początek  O  spółrzędnych,  oś  poziomą  obrotu  za  oś  OZ,  a 
pionowe  idącą  w  stronę  ciężkości  za  oś  OY  ;  i  szukamy  składo- 
wych sił  zewnętrznych  i  sił  bezwładności.  Siłami  zewnętrznemi 
są :  ciężkość  działająca  na  wszystkie  cząstki  ^  kołowrotu,  i  cię- 
żary p,  p';  te  siły  są  pionowe  i  nie  dają  składowych  X  ani  Z. 
Składowemi  sił  bezwładności  kołowrotu  są  summy 

-^Zi^dfi'  -Zi^dF'  -2j'dfi' 

Owoż,  z  przyczyny  że  początek  O  spółrzędnych  jest  środkiem 
ciężkości  kołowrotu,  mamy 

więc  2/^  =  0'     2''S=»'      2'"S='*- 
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Go  dowodzi  że  wynikowa  sit  bezwładności  kołowrotu  jest 
zero.  Ciężary  p  i  j/y  jako  siły  styczenne  pionowe  nie  dostarczaji 
sił  odśrodkowycli;  daj§  tylko  składowe  styczenne  bezwładności, 

równoległie  do  osi  OY  i  wyrażone  przez  —  ma^^^    —  m'a'~. 

To  ustaliwszy,  \yidzimy  że,  dla  wyrachowania  parcia  na  oś  obro- 
tu, dość  jest  wziąć  składowe  sit  straconych  równoległą  do  osi 
OY,  przedstawioną  ogólnie  przez 


2(^-"S) 


i  podstawić  wartości  summ  ^Y,    zJ^-j^*    Te  wartości  są: 
Więc  parcie  jakie  oś  kcdowrotu  wytrzymuje  jest 


231.  Machina  Atwood'a.  Wiadomo  że  machina  Atwoada 
składa  się  z  krążka  na  którym  jest  nawinięta  nj^ć,  niosąca  za- 
wieszone na  skrajnościach  dwa  ciężary  p  i  pĄ-p'.  Oś  krążka 
opiera  się  nie  na  panwiach  ale  na  dwóch  parach  okręgów  ró- 
wnych; przez  co  tarcie  tak  zostaje  zmniejszone  że  niema  prawie 
żadnego  błędu  z  jego  zaniechania.  Zaniedbując  także  massę 
nici^  która  jest  bardzo  mała  ^vzględem  dwóch  ciężarów^  można 
łatwo  wyprowadzić  równanie  ruchu  machiny  Atwooda  z  równa* 
nia  ruchu  kołowrotu ;  dość  tylko  uczynić  a'  =  a  i  zamienić 
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p  nsi  p  -]-  j/  a  p'  ntk  p;  co  zaiaz  daje 

(PB  _  gyp' 

Ztędy  jeśli  oznaczymy  przez  t;  prędkość  ciężaru  p-f^P^ 
przez  8  drogę  jak^  on  przebiega  w  czasie  t  wychodząc  ze  spo* 
czynku  bez  prędkości  poczgtkowćj,  otrzymamy  dwa  równania 

_1  €?'qp'fi 

'~2   P*«  +  (2p+p'a)«* 

które  stanowią  ustawę  spadku  ciał  ciężkich  w  próżni.  Ale  ta 
teorya  machiny  Atwooda  i  te  ustawy  są  tylko  przybliżone ;  bo 
przypuszczają  ruch  samoisty^  a  on  jest  względny.  Zobacz 
Tbwl,  n'«291. 

232.  Uwaga  ogólna.  Zakoiiczymy  ten  rozdział  małym  prze- 
glądem metod.  Aby  znaleźć  równanie  ruchu  ciała  bryłow^o 
około  osi  stałej^  użyliśmy  w  różnych  przypadkach  zasady  d^Alem- 
berta.  Można  jednak  znaleźć  te  równania  innemi  sposobami, 
mniej  więcej  szczególnemi,  ale  zawsze  takiemi  które  rugują 
niewiadome  oddziaływania,  W  obecnej  kwestyi,  oddziaływa- 
niami niewiadomemi  są  oddziaływania  osi  stałej,  a  sposobami 
które  je  rugują  są  :  twierdzenie  momentów  ilości  ruchu  wzglę- 
dem tej  osi,  i4wierdzeniesił  żywych.  Każde  z  dwóch  twierdzeń 
wystarcza  do  wyznaczenia  równania  ruchu;  bo  to  równanie 
jest  jedyne,  dlatego  że  układ  bryłowy  obracający  się  około  osi 
stałej  jest  ze  ztoigzkami  zupełnemi, 

V  Zastosujemy  najpierwej  ogólne  twierdzenie  momentów 
ilości  ruchu  do  ciała  bryłowego  które  się  obraca  około  osi 
stałej  OZ,  Twierdzenie  tak  się  wysłowią :  W  ukladzh  małe- 
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ryalnynij  wolnym  w  przestrzeni,  pochodna  summy  momentów  ilok 
ruchu,  względem  osi  stałej  jakiejkolwiekf  jest  równa  summie  mth 
meniów  sił  zewnętrznych^  względem  tej  samej  osi.  To  twierdzenie 
istnieje  jeszcze  gdy  układ  materyalny  obraca  się  około  osi  stałej 
byle  ta  linia  była  wzięta  za  oś  spółrzędnycb ;  bo  wteticzas  siły 
zewnętrzne  zastępujące  dwa  punkta  stałe  osi,  to  jest  siły  przed- 
stawiające jej  oddziaływania,  nie  daj§  ładnego  momentu  wzglę-> 
dem  niej,  a  więc  nie  wchodzą  do  równania.  Wiedząc  o  tern, 
szukamy  momentów  ilości  ruchu  i  momentów  sił  zewnętrznych 
względem  osi  OZ.  Otóż  :  moment  ilości  ruchu  punktu  mate- 
ryalnego  m,  względem  osi  OZ,  wyraża  się  przez  mrt^r^  zatem 
summa  momentów  ilości  ruchu  wszystkich   punktów  ciałai 

w  tej  samej  chwili  i  około  tej  samej  osi,  jest  ^^mr^;  na« 

stępnie  summa  mocientów  sił  zewnętrznych,  względem  osi  OZ, 

równa  się  ^iYx  —  Xy).  Więc,  biorąc  pochodne  pierwszej 

summy  i  równając  j§  z  drugą  summa,  znajdujemy  równania 
różniczkowe  riichu 

2"*  Zastosujemy  teraz  zasadę  sił  żywych  do  tego  samego  ruchu. 
Zasada  sił  żywych  zależy  na  twierdzeniu  :  Przyrost  siiyiywej 
układu  materyalnego  w  ruchu,  przez  jakikolwiek  przeciąg  czasu^ 
nieskończenie  mały  albo  skończony,  jesC  równy  podwójnej  summią 
odpowiedajacych  prac,  rozwiniętych  tak  przez  siły  zewnętrzne  jak 
pjewnętrzne.  Owoż,  siła  żywa  ciała  obracającego  się  około  osi  OZ 

jest  v?^mr^,  a  summa  nieskończenie  małych  prac  pocho- 
dzących od  sił  zewnętrznych ,  w  ruchu  około  tej  samej  osi  OZj 
wyraża  się  przez  ^(Ya?  *-  Xy)rfe  {Tom  I,  n'«  320);  nadto, 
w  ciele  bryłowem  niezmiennem  siły  wewnętrzne  nie  istnieją; 
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będzie  więc 

t  4 

Zk^d 

<U.^m,^=.2[Yx-Xy)d(     albo     §  =  ^. 

3®  Jakkolwiek  te  sposoby,  i  inne  użyte  w  rozdziale^  s§  ogólne 
i  w  zastosowaniu  dogodne,  istnieje  przeciei:  metoda  jeszcze 
ogólniejsza.  Wiemy  albowiem  że  zasada  A'Alemberta^  zkombi- 
nowana  z  zasada  prędkości  przysposobionych  Lagrange^a,  daje 
najogólniejsze  twierdzenie  Dynamiki^  takiej  treści : 

Aby  układ  materyalny  jakikołunek,  wolny  albo  przymuszony  y 
był  w  równowadze  dynamicznej^  trzeba  i  dość  jest  teby  summa, 
prac  przysposobionych,  wszystkich  sił  tak  zewnętrznych  jak  we- 
wnętrznychi  sił  bezwładności,  *byla  zero  dla  kaidego  przemieszcze- 
nia możebnego. 

Jeśli  oznaczymy  przez  X,  Y^  Z  składowe  sił  zewnętrznych 
wprost  przyłożonych  do  punktu  materyalnego  m  (sił  poru- 
szających), przez — ^-^^9    """^Tł^'    ^^JHi  składowe  jego 

siły  bezwładnością  przez  I  siły  wewnętrzne  (siły  częstoczkowe), 
nakoniec  przez  X|^  Yi,  Z]  składowe  sił  zewnętrznych  które 
pochodzą  ze  związków,  twierdzenie  wyrazi  się  przez  równanie 
ogólne 

+(z  +  Z,-»g)fc+Hr}=0,| 


W  którem  przemieszczenia  przysposobione  ^,  ły,  te,  *x' 


9 » 
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niezależne  od  czasu^  powinny  być  zgodne  z  ustawa  istnienia 
układu.  Owoż,  w  założeniu  że  układ  jest  bryłowy  niezmienny, 
i  bierze  przemieszczenia  zgodne  ze  swojemi  zwitkami,  prace 
sił  wewnętrznych  i  sił  normalnych  pochodzących  ze  związków 
są  zero;  więc  równanie  ogólne  staje  się 

To  równanie,  z  którego  możnaby  wy  wieśdź  zasadę  prędkości 
przysposobionych,  wyraża  ogólna  zasadę  Mechaniki. 

Użyliśmy  już  tej  ogólnej  zasady  do  wyznaczenia  równania  ru- 
chu kołowrotu,  zastosujemy  ją  teraz  do  wahadła  składanego. 

W  wahadle  składanem  siłami  zewnętrznemi  wprost  przyło- 
żonemi  są  siły  ciężkości,  działające  na  wszystkie  cząstki  mate- 
ryalne ;  summa  prac  przysposobionych  tych  sił,  w  ruchu  wahadła 
około  osi  OY,  wyraża  się  przez  Mo^wstG.JO.  Summa  prac 
przysposobionych  sił  bezwładności  przywodzi  się  do  summy 
prac  sił  styczennych  bezwładności,  a  ta  summa,  na  mocy  ugody 

znaku  prędkości  kątowej  «i>,  przedstawia  się  przez  ^mr'^  — .J8. 
Mamy  więc  równanie  różniczkowe  ruchu  wahadła 


^^^r\»  +  Mfl^a  wste.W=  O, 


albo 
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RUCH  CIAŁA  BRYŁOWEGO  OKOŁO  PUNKTU  STAŁEGO, 


233.  Niech  będzie  m  punkt  materyalny  ciała  bryłowego  które 
się  obraca  około  punktu  stałego  O.  Oznaczamy  przez  ir,  y,  t 
spółrzędne  punktu  m,  odniesione  do  trzech  osi  prostokątnych 
stałych  0X,  DY,  OZ  przechodzących  przez  punkt  stały  O,  a 
przez  Sy  ^j  K  spółrzędne  tego  samego  punktu  m,  odniesione 
do  trzech  osi  prostokątnych  ruchomych  OC,  On,  OZ,  które  prze- 
chodzą takie  przez  punkt  O  i  niezmiennie  zwięzane  z  ciałem 
z  niem  się  obracają. 

Ponieważ  w  układzie  jest  punkt  stały,  dla  znalezienia  równa- 
nia ruchu  udajemy  się  naturalnie  do  zasady  momentów  ilości 
ruchU;  aby  nie  wprowadzać  niewiadomych  oddziaływań.  Sto* 
suje  się  tę  zasadę  wyrażając  że  pochodna  summy  momentów 
ilości  ruchu,  względem  każdej  z  trzech  osi  prostokątnych 
0X^  OT,  OZ,  jest  równa  odpowiedającej  summie  momentów 
sił  poruszających;  jeśli  więc  nazwiemy  L|,  Mi,  Ni  summy  mo- 
mentów  tych  sił  względem  osi  stidych,  będziemy  mieli 


d\^    f  ds        dt/\     , 
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Napisane  formuły  zawierają  spółrzędne  ar,  y,  z,  o;^. ..,  zmienne 
z  czasem  t,  wszystkich  punktów  materyalnych  ciała;  ale  one 
mog^  się  wyrazić  za  pomocą  spółrzędnych  C,  «},  C^?*-,  sta- 
tecznych co  do  czasu ^^  i  dziewięciu  dostaw  (a, a\  a^ (&,  V  i')... 
które,  jako  wiadomo,  s§  funkcyami  trzech  kątów  6^  ^y  ^  zmien- 
nych z  czasem  t.  To  wszystko  się  uprości,  jeśli  za  zmienne 
weźmiemy  składowe  p,  g^  r  wirowania  chwilowego. 

Uważając  pierwsze  równanie  widzimy  zaraz  że  summa 


2"(4-t) 


przedstawia  rzut  dwojanu  wynikowego  momentów  ilości  ruchu 
wszystkich  punktów  ciała,  na  osi  0X.  Owoż,  znając  składowe 
v^f  V  ,  v^  prędkości  punktu  m^  równoległe  do  osi  ruchomych 

OS,  Ofiy  OZ  i  dane,  w  funkcyi  p^  ;,  r  {Tom  I,  n'*  280),  przez 
równania 

t;^  =  rC  — pC, 

mamy  temsamem  w  funkcyi  p, ;,  r  rzuty  dwojanu  wyniko- 
wego momentów  ilości  ruchu,  na  osiach  ruchomych;  zkąd 
możemy  łatwo  otrzymać  rzuty  tego  dwojanu,  na  osiach  sta- 
łych  0X,  OT,  OZ,  za  pomocą  zmiennych  p,  q^  r.  Jakoż,  rzut 
dwojanu  wynikowego  wszystkich  ilości  ruchu,  na  osi  OC,  przed- 
stawia  się  przez 
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A  jeśli,  za  osie  rachome^  obierzemy  trzy  osie  główne  bez- 
władności ciała  względne  do  punktu  stałego  O,  będzie 


2fnCu==0,  ^'wKrrO, 


i  szukany  rzut  wyrazi  się  przes 


.     P^^in^  +  ^  =  ^P\ 

nazywając  A  moment  bezwładności  ciała  względem  osi  OC. 

Dwa  inne  rzuty  tego  dwojanu^  na  osiach  CKi  i  OC^  sę  oczy** 
wiście 

By      i       Cr, 

Maj§c  wiadome  składowe  Ap,  Bg,  Cr  dwojanu  wynikowego 
momentów  ilości  ruchu,  około  osi  ruchomych  0^,  0>9,  Oii, 
rzutujemy  te  składowe  na  osi  stałej  0X,  mnoż§c  je  odpowie* 
dnio  przez  dostawy  a^b^c;  i  znajdujemy 

Wifc 


Tak  samo 


4-(kap  +  B4y  +  Cer)  =  L,. 


i(A«'p+Bi'y  +  Cc'r)  =  M„ 


^  (Ao'p  4-  84*^  -f  Cc^r)  =  N,. 
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Wykonywą]§c  wskazane  różniczkowania,  otrzymujemy 


A.|  +  B»^+Cc^'+A,g^fB,§+Cr*  =  L,. 


»4+W^+C.*+A,f+B,f+0|  =  «„ 


Jl 


A4+«.|+C^*+Ap'^+B,f+Cr^  =  N,. 


Oznaczmy  teraz  przez  L,  M^  N  summy  momentów  sił,  wzglę- 
dem osi  ruchomych  OC,  Oyi,  OC.  Jeśli  pomnożymy  te  równa- 
nia, pierwsze  przez  a,  drugie  przez  a\  trzecie  przez  a'  i  do- 
damy; potem,  jeśli  je  pomnożymy  tak  samo  przez  h^  h\  V  i 
dodamy;  a  nakoniec  jeśli  pomnożymy  przez  c^  c\  c'  i  jeszcze 
dodamy ;  zważając  na  zwięzki  między  dostawami  a, a\  a%  b,  b\,,, 
1  na  wartości  pdty  gdi,  rdt  dane  w  tomie  I^  n^  380  ;  nareszcie 
wiedząc  że 

flL|-ffl'Mi-f a''Nt=L,  4Li+6'M|+4-'Ni=M.  cLi-f^'M,+c'N,=^, 

znajdziemy  trzy  równania  różniczkowe  rucho^  odniesione  do 
osi  ruchomych, 

A^-^(B-C)srr  =  L, 
(i)  B^-(C-A)r/>  =  M, 

Te  równania,  podane  przez  Eulera^  są  pierwszego  rzędu 
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względem  niewiadomych  p,  g,  r.  Jeśli  się  uda  ich  całkowanie, 
będ§  wiadome  w  funkcyi  czasu  t  składowe  p,  j,  r  prędkości 
-kitowej  »  i  temsamem  ta  prędkość^  a  następnie  jej  składowe 

~.y    ^,    Jl;    zkęd  wynikn§  wartośc^i  trzech  k;itów  6,  9^  ^ 

w  funkcyi  czasu  /,  które  wyznacz§  położenie  trójścianu  rucho* 
mego  OkfJZf  a  z  nim  położenie  ciała  w  każdej  chwili  ruchu. 
Ale  ogólne  całkowanie  równań  Eulera  nie  jest  znane^  i  tylko 
w  rzadkich  szczególnych  przypadkach  uskutecznić  się  daje. 
Trzeba  więc  szukać  innym  sposobem  związków  między  ilo- 
ściami Pf  g,  r  i  9,  9,  ^.  Możnaby  je  otrzymać  analitycznie, 
biorąc  dostawy  a,  a',  o*,  by...,  dane  w  funkcyi^  trygonome- 
trycznej kątów  6^  f,  ^f  i  podstawiając  w  wartościach  dla 
pdty  gdt^  rdu  Ten  rachunek  jest  dość  mozolny,  i  daleko  proś- 
ciej dochodzi  się  do/  żądanych  wyników  geometrycznie,  przez 
rzuty. 

Jakoż|  niech  będzie  M  jeden  z  punktów  materyalnych  ciała 
bryłowego  w  rachu  około  punktu  stałego  O ;  oznaczamy^ /(;.  po- 
niiejy  przez  Xy  y,  z  spółrzędne  prostokątne  tego  punktu  wzglę- 
dem trzech  osi  0X,  OY,  OZ  stałych  w  przestrzenia  a  przez  ^,  nt  C 
jego  spółrzędne  względem  trzech  osi  prostokątnych  rachomych 
0^^  Oti,  CK:,  niezmiennie  z  ciałem  związanych.  Oczywiście  za- 
gadnienie ruchu  zostaje  rozwiązane,  jeśli  jest  wiadome  w  każdej 
chwili  położenie  trójścianu  ruchomego  O^tiC  względem  trój- 
ścianu stałego  0XYZ.  To  położenie  wyznacza  się  przez  trzy 
kąty  ^,  fy  0.  Dla  ich  określenia,  .niech  będzie  ON  ślad  płas- 
czyzny  ruclioinej  Co  na  płasczyznie  stałej  XY. 

Kąt  NOX  =  ^  znaczy  kąt  śladu  ON  z  pół-osią  stałą  0X^  i 
liczy  się  dodatnie  w  stronę  w  którą  się  obraca^  od  lewej  ręki  do 
prawej,  ślad  ON  około  osi  QZ. 

Kąt  CON  =  fy  pół-osi  ruchomej  OC  ze  śladem  ON,  liczy 
się  dodatnie  w  stronę  w  którąby  się  obracała  oś  OC  od  lewej 
ręki  do  prawej  około  osi  OC 

Nakoniec  kąt  COZ,  dwóch  pół«osi  OC  i  OZ,  jest  kątem  prosto* 
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linijnym  k$ta  dwójsciennego  «}ONT  płasczyzn  &i  i  XY^  a  liczy 
się  dodatnie  w  stronę  w  któryby  się  obracała^  od  lewej  ręki  do 
prawej\  płasczyzna  ^n  około  śladu  ON. 


To  ustaliwszy^  nietrudno  wyrazić  p^i^r  w  funkcyi  kątów 
fi,  y,  4»  i  prędkości  kątowych  j-,  ^,  ^.  Albowiem,  wi- 
rowanie ladt  ciała  około  osi  chwilowej  01,  które  jest  wyni- 
kowem  trzech  wirowań  pdt^  gdł^  rdt,  około  odpowiedających 
osi  ruchomych  0$,  O19,  OC,  moie  być  uważane  jako  wynikowe 
trzech  innych  wirowań  d^,  d^f,  dd  około  osi  OZ,  OC  i  około 
śladu  ON.  Na  osi  OS,  nuipdt  wirowania  wynikowego  ^^f^  jest 
"równy  summie  rzutów  Wirowań  składowych  d^,  rftp,  dQ.  Owoż, 
na  tej  osi,  rzut  wirowania  d^  jest  d^dosZO^  =  (fd^;  rzut 
wirowania  df  jest  zero>  a  rzut  wirowania  d9  równa  się  ifOdoso; 
zatem  będrie 

pc/^ = a*^d^  -f  ^ddosf « 

Z  wiadomych  formuł  Eulera  wywodzą  się  wartości  dziewięciu 

dostaw  Gj  a'j  a",  b w  funkcyi  kątów  4^,  9,  6;  ale  można  je 

wprost  otrzymać  przez  trójkąty  sferyczne  czyli  trójściany.  I  tak^ 
trójścian  ONZ{,  w  którym  kąt  ZON  jest  prosty,  daje  zaraz 

a*  czyli  dosZO^s  wstf dosf^  —  eWwstywstJ. 
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Więc 

pdt  =^ d^yNSi(fVłsi6  -f"  ^dosy. 

Takim  samym  sposobem  znajduje  się  dwie  inne  wartości 
qdt  i  rdU  Mamy  więc  razem  trzy  równania 

p=^W8tyWSt84- jrdoSę,    • 

(2)  ^~lt  do^^cwste  —  TT  wstę^ 

które  wyznaczają  kęty  ^,  9,  O,  gdy  p, ;,  r  s§  wiadome.  Po 
zcałkowaniu  tych  równań,  zagadnienie  ruchu  ciała  około  punktu 
stałego  jest  zupełnie  rozwifzane. 

23&.  Ogólne  cdkowanie  równań  EułerAi  jakośmy  już  powie*- 
dzieli,  przedstawia  trudności  których  dotęd  analiza  przezwycię- 
żyć nie  mogła.  W  niektórych  tylko  przypadkach  potrafiono 
rozwiązać  zupełnie  zagadnienie  ruchu,  i  to  jeszcze  wtedy  kiedy 
się  udało  zastąpić  jedno  albo,  dwa  z  tych  równań  przez  jedn§ 
albo  dwie  całki  pierwsze^  których  zasada  momentów  ilości 
ruchu  i  zasada  sił  żywych  dostarczają.  Pokażemy  teraz  kiedy  te 
dwie  zasady  mogę  pomódz  do  rozwiftywania  zagadnienia. 

ZAs!rosowA«iB  ZASADY  siŁ  żTWTcfl.  Znoszęc  dłf  pomnóżmy 
pierwsze  z  równań  (1)  przez  p,  drugie  przez  Cj  trzecie  przez  r, 
i  dodajmy  pierwsze  strony^  hędzię 

kpdp-\-Bqdq  +  Crdr  =  ^d,{Ap^+hq^+Cń+stai), 
Bununa  A;^  4-  B; ^  4-  ^  oznacza  siłę .  &y wf  ciała ;  jakoż,  tii 
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siła  żywa  wyraża  się  ogólnie  przez 

Ale 
2m(,2  +  ??)=A,     2'»(C*  +  ^  =  B'     '^m{^  +  r,^  =  C. 

2»n»iC  =  O,       2mK  =  O,       ^n^  =  O ; 
więc 

Nazwijmy  T  cał^  pracę  sił  działających  na  ciało,  i  h  ilość 
stateczna  która  znaczy,  naprzykład,  siłę  żyw§  w  chwili  w  której 
zaczęto  mierzyć  pracę ;  będzie 

(5)  Ap^4.Bj^  +  Cr2-A  =  2T. 

To  równanie  zast(ipi  jedno  z  równań  (1),  gdy  można  otrzy- 
mać całkę  przedstawiona  przez  T. 

Jeśli  drugie  strony  równań  (i),  wyrażone  przez  L^  M,  N, 
s^  zero,  (co  się  zdarza  gdy  niema  żadnej  siły  poruszającej^  albo 
gdy  wynikowa  sił  poruszających  przechodzi  przez  punkt  stały  0^ 
jako  naprzykład  w  ruchu  ciała  które  się  obraca  około  swojego 
środka  ciężkości  i  pod  działaniem  samej  tylko  ciężkości)^  wtedy 
T  =  O  i  powyższe  równanie^staje  się 

a  będ^c  całk§  ruchu  może  zastąpić  jedno  z  równań  (1). 
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Równanie  {U)  łatwo  się  wprost  otrzymuje,  gdy  niema 
sił  poruszających.  Jakoż^  w  tym  przypadku  siła  iywa  ciała 
w  ruchu  wirowym  jest  stateczna^  a  ponieważ  się  wyraża  przez 


«^  V»ir^,  będzie  więc 


^^^mr^  =  h. 


.   Owoż,  cUipsoida  bezwładności  względna  do  punktu  obrotu  O 

daje 

* 

^wr^  =  A  dos^a  +  B  dos"^  +  C  dos^y, 

a,  ^f  y  ś^  kątami  osi  chwilowej  z  osiami  głównemi  bezwładno- 
ści, to  jest  kątami  wyznaczonemi  przez  związki 

d0Sa  =  2,  d0S8=:2  doSyss^; 

a>  w  w 

więc  ostatecznie 

Zastosowanie  zasady  homentów  ilości  ruchu.  Znosząc  dl, 
pomnóżmy  pierwsze  strony  równań  (1)  odpowiednio  przez 
Afy  Bq^  Cr,  i  dodajmy^  będzie 

AVj^  +  BV?+CVrfr  =  lrf(Ay+BV  +  CV+«tóM. 

Owoż,  wiemy  (stronica  459)  że  Ap,  By,  Cr  wyrażają  summy 
momentów  ilości  ruchu,  około  osi  ruchomych  O^f  Ov},  OZ  które 
są  osiami  głównemi  bezwładności  ciała;  więc  summa  kwadra- 
tów tycb  wieloczynów  równa  się  kwadratowi  dwojanu  wyni- 
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kowego  momeatów  ilości  ruchu  wszystkich  punktów  citła. 
Nasywąj^c  k   ea  dwojan^  mamy  ogólnie 

(5)  AV+By  +  CV=A2. 

Gdy  L  =  O,  M  =  O,  N  =  O,  wtedy  k^  jest  stateczna  cał- 
kowania^ i  równanie  (&)będ§c  calk§  ruchu  może  zastąpić  jedno 
z  równań  (1). 

Jeśli  żadna  siła  nie  działa  na  ciało  w  ruchu,  równanie  (i) 
otrzymuje  się  wprost.  Jakoż,  w  tym  przypadku  dwojan  wyni- 
kowy momentów  ilości  ruchu  jest  stateczny  co  do  wielkości  i 
do  kierunku  osi  w  przestrzeni ;  a  już  wiemy  że  Ap,  By,  Cr  sj 
jego  rzutami  na  osiaci)  ruchomych.  Te  ilości  nie  są  stateczne. 
ponieważ  są  rzutami  ilości  statecznej  na  kierunkach  zmiennych; 
ale  summa  kwadratów  rzutów  jednej  i  tej  samej  Unii  prostej  na 
trzech  osiach  prostokątnych,  stałych  albo  ruchomych,  wyraża 
zawsze  kwadrat  długości  tej  linii.  Więc,  oznaczając  przez  k^ 
oś,  albo  raczej  moment  linijny  dwojanu,  znajdujemy  całkę^ 
pierwsza  równań  (1);  przedstawiona  przez 

Ay+BV+GV2  =  ifc«. 

Nazwijmy  t  kęt  osi  chwilowej  wirowania  z  osie  dwojanu 
wynikowego  momentów  ilości  ruchu ;  będzie 


k»  K» 


zkęd 


«»dost:=-  • 


Więc,  gdy  niema  sił,  prędkość  kgtcuHJi  chwilowa  daje  iktadowę 
itaieGma  na  on  dwójom  wynikowego  momentów  ilotó  ruchuę 
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CAŁKOWANIE  RÓWNAŃ  EULEBA  W  PRZYPADKU 

L=0,       M  =  0,       N  =  0. 

235.  Gdy  wynikowa  sił  zewnętrznych  przechodzi  przez  punkt 
stały  O  obrotu  ciała,  albo  gdy  niema  żadnej  3iły  zewnętrząęj , 
wtedy  summy  Li^  Mi,  Ni  i  temsamem  L,  M^  N,,  momentów  sił 
względem  osi  spółrzędnych  stałych  0X,  OY,  OZ  i  o$i  ruclio- 
mych  0$,  On,  OCj  fi^  zerp ;  zatem  f ównąoia  Eulera  staj^  się 

(6)  B|-.(C-A)r/,  =  0, 

W  tym  dość  obszernym  przypadku,  całkowanie  rówoMl  pny- 
wod^^i  się  do  kwAdfMtur^  Jakoż,  immy  oajpi^rwąj  dw«  równa- 
nia całkowa 


(ft)  Ap«-|rB324-Cr2  =  A, 

(5)  Ay-fBV  +  CV«  =  AS 

za  pomoce  których  motemy  wyrazić  p  \  q  vi  funkcyi  r.  Te 
równania  daję 


(7) 


jt«_BA+{B  — C)0» 


,      iP— AA.4.(A  — gCr' 


8(8- A) 
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Podstawiając  wartości  piq  'w  trzeciem  równaniu  (6),  otny- 
mujemy  równanie  różniczkowe 

dt      —^  ^V  A(A-B)        •  B(B— A)        • 

2  którego  wywodzimy 

Crfr 


(8)  iff=+,/TB~  

>^"^[A;"2— BA+(B-C)Cr^}  {  aA-^MA— C)0*} 

Ponieważ  czas  ł  rośnie  cięgle,  jego  różniczka  dł  jest  zawsze 
dodatna  ;  trzeba  więc  brać  znak  Ą-  albo  — ,  według  jak  ir 
będzie  dodatne  albo  odjemne. 

Równanie  (8)  całkuje  się  przez  kwadraturę,  i  w  ogóle  rozwią- 
zanie otrzymuje  się  za  pomoce  funkcyj  elliptycznycb.  Ale, 
jeśli  A^  jest  równe  średniemu  z  trzech  wieloczynów  AA,  BA,  GA, 
w  tym  osobliwym  przypadku  całka  wyraża  się  w  kształcie  skoń- 
czonym. 

Znajęc  całkę  (8),  wyprowadzi  się  z  niej  wartość  r  w  funkcyi 
czasu  /,  poczem  p  i  q  wyznaczę  się  przez  formuły  (7). 

Aby  mieć  zupełne  rozwiązanie  zagadnienia,  przypuśćmy  że 
na  początku  ruchu  oś  stała  OZ  schodzi  się  z  osie  dwojanu  wy- 
nikowego momentów  ilości  ruchu ;  a  ponieważ  ostatnia  jest 
niezmienna  z  założenia  (23^),  obie  osie  zostaną  cięgle  razem. 
Owoż,  składowe  dwojanu  wynikowego,  to  jest  summy  mo- 
mentów ilości  ruchu  względem  osi  ruchoniych  0^,  On,  OC, 
wyrażaję  się  przez  kp,  B;,  Cr;  będzie  więc 

AjD  =  AdosZOC  ^ka'^  A  wsty  wste, 

(9)  By  =  AdosZOł)  =  kb"  =  Adoscwste, 
Cr  =  AdosZOC  zs^lUc"  —  AdosO. 
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Z  tych  równań  wynikają  dwa  zwi^zk 


(10) 


«»y'  =  ^. 


,  do8e=^, 


które  wyznaczają  k§ty  tf  i  6  wfunkcyi  p^  q,  r,  a  następnie 
w  fankcyi  czasu  i. 

Dla  wyznaczenia  keta  ^,  wyrugujmy  najpierwej  ---.   między 

dwoma  pierwszemi  równaniami  (2) ;  będziemy  mieli 

pwstę  -f  ydosy  = -^  wslO; 

poczem,  jeśli  pomnożymy  to  równanie  przez  wstO^  będziemy 
mogli  za  pomoce  formuł  (9)  wyrugować  k^ty  ^  i  0.  Tym  sposo* 
bem  znajdujemy 


.,>+B^  =  *(,_«f)|; 


zkęd,  na  mocy  równania  (4),  wynika 

nakoniec^  jeśli  za  dt  podstawimy  jego  wartość  (8)    ^  wyrazi 
się  w  funkcyi  r  przez  całkę  eliiptyczn^. 

Przypadek  osobliwy  k^  —  BA  =  0. 

236.  Ten  przypa<łek  przedstawia  pewn§  osobliwość  ruchu, 
o  której  później  będzie  mowa.  Teraz  pokażemy  tylko  że  całka  (8) 
może  się  wyrazić  w  kształcie  skończonym  gdy    i^  ^  BA  =  O 
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W  założeniu    A  >  B  >  C.    Uczyńmy  ^  =  DA  w  formułach 

(7)  i  (8) ,  będziemy  mieli 


„.-(B-C)Cr^ 
'^  ~  (A  — B)B  ' 


.,_(A-B)A-(A-C)(ir«_A       (A-C)Cr' 
^    '      *~  (A  — B)B  ~"B        (A— B)B  ' 

/  ABC  ^ 

K    B  — C  r»l/(A  — B)^— (A  — C)C 

Niech  będzie  najpierwej  <£r  >  O ;  to  jest,  przypuśćmy  ie 
/)o  i  9o  inaj§  te  same  znaki^  i,  biorąc  znak  +  ,  dajmy  ostatniej 
formule  następująca  postać 


/    •■   ■'Abc    '  "  ''7V(A— B)A 

''""^'^-°><''-^y(A-B)^-(A-CC- 

Dla  skrócenia,  połóżmy    l/lEEi^^HlH  =  n ;    jeśli 
zerujemy,  nazywając  a  stateczne  dowolne,  otrzymamy 

(  i/(A  -  B)^,  +  j/(A  -  B)  ^_  (A  -  G)C\ 
—  n/=log\ /• 

Stateczna  a  wyznacza  się  przez  wartości  początkowe  /=0, 
r  =  To ;  co  daje 

«:^j/(A-B)^  +  j/(A-B)-^-(A-C)a 
Treeba  uważać  2e  w  przypadku  którym  mę  zajmtj^my^  z  |^ty- 
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czyny  ft»  —  BA  =  O  wartości  początkowe  p^y  go>  ^o  nie  b^  do* 
wolne^  jest  między  niemi  związek 

A^  +  B^  +  cv  J  =  B(A;^  +  Bj;  +  CrJ) 
albo 

A(A  -  BK  -  G(B  ^  C)rJ  =  0, 

do  którego  g^  nie  wchodzi.  Moglibyśmy  więc  wziąć  90  =  O, 
to  jest  przypuścić  ie  oś  chwilowa  początkowa  znajduje  si(  na 

płasczyznie  CC;  wledy  byłoby  di=V(A  —  C)C.  Wolimy  jednak 
zostawić  ogólną  warlość  a;  ale,  żeby  nie  trudziła  w  rachunku^ 
zachowujemy  literę  a,  i  t  równania  całkowego  wywodzimy 
następujące : 


l/'(A-B)4  +  ^/(A-B)A-(A-C)C= 


•e-*'. 


Owoi,  mamy  takłe 

|/(A-B)i-  p/(A-B)*-(A-'^=  (Ąr^'; 

co  łatwo  sprawdiłć  mnoiąc  stronami  oba  równania. 
Ztąd^  dodając,  wynika 

2  I /~pP^-,r^  I  (A-C)G."'_^+(A-C)Ce'"'. 

więc 
(13)  r  =  ±  "*"* 


2  {  a»  +  (A  -  C)C«*^  j  V(A  —  B)A 


Podstawiając  tę  wartość  w  dwie  pierwsze  formuły  (12),  otrzy- 
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mujemy 

V  ^^  P       (A  _  B)-^BA  \^«2  ^  (A  _  c)Ge^7  ' 

rt5^  ',_A      (A-C)Ccc^/  e"  Y 

^    ^  ^       B      (A-B)-^BA\(«^.^_(A-C)Ce*"7' 

Trzy  ostatnie  formuły  pokazuję  że,  w  miarę  jak  czas  t  rośnie, 
r  i  f  d{tóę  do  zera,  a  q^  doży  do  - .    Ale  r  i  /)  staję  się  zero 

dopiero  z  /  =  oo;  więc  nigdy  oś  chwilowa  nie  zejdzie  się  w  jedna 

1 

linię  z  pół-^osią  średnia    -y=,    jeśli  nie  przystawała  do  niej  na 

poezęLtku  ruchu. 

Majęc  wiadome  p^  q,  r  yv  funkcyi  czasu  ^,  dokończą  się 
rozwiązania  za  pomoce  formuł 

j     «      Cr  ,  A»  ,,        A  —  O'    .. 

kładąc  w  ostatniej  wartość  r  w  funkcyi  t^  i  całkując. 

Jeśli  Po  i  Co  ™aj§  znaki  przeciwne,  będzie  dr<0;  wtedy 
łatwo  jest  widzieć  że  wartości  r,  p,  q  wywodzę  się  z  for- 
muł (13),  (14),  (15),  zamieniając  tylko  n  na  —  n.  Co  zaraz  daje 


~ «)  f  _»>< 


2  { a»e*"  +  (A  —  G)C }  V(A  —  B)A ' 

,      (B-C)C^   f  e"'  )' 

''       (A-B)»BA   U'e^' +  (A  -  C)G  t  * 

*       B      (A  -  B)^BA  (  «»«*«'  _j_  (A  _  C)C  i 
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Te  i  poprzedzające  wartości  dowodzę  te  p  i  q  dęźę  do  zera 

a  zaś  9  dęły  do  granicy  +  1/  p?  S^Y  ^^^  rośnie  do  nie- 
skończoności. Owo'2;  na  mocy  równaii  (6)  dq  jest  odjemne  albo 
dodatne,  według  jak  />  i  r  maję  te  same  znaki  albo  znaki  prze- 
ciwne; więc,  w  pierwszym  razie  g  <0  maleje  aż  do —  1/  -> 

w  drugim  ^  >  O  rośnie  do^-  1/  —  •   Ztęd  wnosimy  że,  jeśli  oś 

chwilowa  jest  położona  bardzo  blisko  osi  średniej  na  początku 
ruchu^  to  będzie  się  kierowała  ku  jej  stronie  dodatnej  albo  od- 
jemnej,  według  jak  po  i  r^  będę  <lane  ze  znakami  przeciwnemi 
albo  z  temi  samemi  znakami. 

Prztpabki  szczególne     A=:B      i      A  =  B  =  G. 

237.  Formuły  (7)  i  następnie  formuła  (8)  zostały  otrzymane 
w  założeniu  że  A  i  B  nie  sę  równe;  trzetw  więc  wprost  roz- 
więzać  przypadek  szczególny  A  =  B,  do  którego  się  nie  sto- 
suje formuła  (8).  Owoż,  jeśli  ellipsoida  bezwładności  jest 
powierzchnię  obrotowe,  około  osi  OC  naprzykład,  będzie  A=B; 
wtedy  trzecie  równanie  (6)  daje 


2j  =  0,        zkęd        r  =  n; 


a  mnożęc  dwa  pierwsze  równania  odpowiednio  przez   pj  9, 
i  dodajęcy  znajdujemy 

pdp -{- qdq  =  O,        zkęd       p«4-y«=m«; 

m  i  n  sę  dwie  stateczne  dowolne  które  się  wyznaczę  przez 
wartości  poczętkowe  p^  g^f  r^. 
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Zt§d  wyaika 

co  dowodzi  ie  ^ręAkoió  kitowa  Jest  stateczna. 

Aby  otrzymać  p  w  funkcyi  czasu  /,  bierzemy  pierwsze  ró- 

WBaDi#  (6) 

A 

które  daje  znak  początkowy  różniczki  dp ;  mamy  zaś 

m* — p*. 
Więc 

A  y/m2  —p^ 

Dla  skróoenia  uczyńmy     ŁA  "^  ^r.  :=i  ^^      i  przypuśćmy 

^>0t  <ilp>0}  będzie 

,  dp 

zk§d,  całkuj^Cj  wywodzimy 

p  =  mwst(^^+a)        i       5  =mdos(ił./  +  a). 

Gdy  f  =  O,  powinno  być 

P0=mwsta       i       7o=mdosa; 

a  ponieważ  tn  jest  wartością  samoistę,  te  dwa  warunki  wyzna- 
czają ćwiercian  w  którym  się  kończy  łuk  «,  najmniejszy  do« 
datny. 
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RoewifizaDie  isagadnienia  uzupełnia  się  przez  formuły  (10) 
i  (11);  które  daj^ 

d060  =  ^=^,       8tyc=^=|=styGi+«), 

Ztfid  wynika 

Wartość  stateczna  k^ta  O  pokazuje  £e  oś  figury  Ot!  ellipsoidy 
bezwładności  opisuje  stożek  prosty,  około  osi  stałej  OZ  dwo- 
janu  wynikowego  momentów  ilości  ruchu,  a  zatem  że  nachy- 
lenie płasczyzny  równika  ellipsoidy  na  płasczyznę  dwojanu 
wynikowego  zostaje  stateczne.  Wartość  k§Ła  9  dowodzi  że  pro* 
mienie  równika  poruszają  się  jednostajnie,  z  prędkością  k§- 
tow§  ^,  względem  jego  śladu  ON  na  płasciyznie  dwojanu 
wynikowego ;  nareszcie  wartość  keta  ^  okazuje  że  ten  ślad  ON 
równika  i  oś  figury  OC  ellipsoidy  maj^  ruch  jednostajny. 

Oś  chwilowa  01  czyni  z  osi^  figury  OC  k^t  stateczny,  ponie- 

waż   dos(OI,  00  =  .  .    ,    ^ ;    więc  oś  chwilowa  kreśli  koło 

ym*  -f-  n' 

na  powierzchni  ellipsoidy  obrotowej,  i  opisuje  w  ciele  stożek 
prosty. 

•  Jeśli  A  =  B=^G  ellipsoida  t)ezwładności  jest  sfer^;  wtedy 
równania  (6)  dowodzą  że  />,  q^  r  s^  stateczne ;  więc  oś  chwilo- 
wa wirowania,  jakiekolwiek  wzięła  położenie  początkowe,  zosta- 
je niezmienna  w  ciele;  ale  oś  dwojanu  wynikowego,  niezmienna 

e        „         r 
w  przestrzeni,  ma  równania  ^=^  =  ^    które  się  przy- 

Ap       Dq       Lr  • 

wodza  do   i  =  -  =  - ,    dlatego  że  A  =  B  =  G.   Go  dowodzi 

P      9      ^ 
że  te  dwie  osie  są  jedn§  i  t§  sam^  lini§  stał^.  Otrzymany  wynik 
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sianowi  już  nam  wiadome  twierdzenie  ^Cynematyki,  które 
wkrólce  ogólniej  sprawdzimy. 

238.  Trzeba  uważać  że^  gdy  A  =  B^  oi  chwilowat  oi  figury  i  oi 
dwojanuwynikowego  sa  ciągle  na  jednej  płasczyznie.  Abysię  o  tem 
przekonać,  dość  okazać  że  rzuty  osi  chwilowej  01  i  osi  OZ  dwo- 
janu  wynikowego  są  te  same  na  płasczyznie  Cq.  Owoż,  równa- 

nia  tych  rzutów  sa   -=-    i    -i-=^    az  założenia  A = B ; 

więc  trzy  linie  01,  OZ,  OC,  maj§ce  na  płasczyznie  Cij  rzuty  w  Unii 
prostej,  leżę  na  jednej  płasczyznie.  Zatem  linia  ON,  prosto- 
padła do  osi  OZ  i  OC,  jest  prostopadła  do  tęj  płasczyzny. 

289.  Gdy*  ellipsoida  bezwładności  jest  powierzchnią  obro- 
tową i  summa  momentów  si  zewnętrznych  względem  jej  osi 
figury  jest  zero,  wirowanie  około  tej  osi  jest  stateczne.  Jakoż, 
jeśli  na  przykład  A  =  B  i  N  =  0,  trzecie  równanie  (1)  staje  się 

dr 
C  -7-  =  O,        zkąd        r  =  stat  =  n. 

W  tym  przypadku  który,  jako  łatwo  widzimy,  może  się  tylko 
zdarzać  pod  dwoma  wskazanemi  warunkami,  całkowanie  ró-' 
wnań  Eulera  znacznie  się  uproszczą.  I  w  samej  rzeczy,  dwa 
pierwsze  równania  stają  się 

dp      A  —  C  L 

dg  .   A-^C  M  . 

a  jeśli  położymy  jeszcze 

A-C 

— i — ^=f* 
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te  równania  wezmf  dogodne  postać 

dp L 

di      ^~'k' 

dq  .  M 

p  jest  ilością  stateczna,  ale  L  i  M  mog^  być  stateczne  albo 
zmienna 

Gdy  L  i  M  s§  wiadomemi  funkcyami  czasu  ty  dwa  ostatnie 
równania,  jednoczesne  i  Unijnej  nie  przedstawiają  żadnej  tru- 
dności całkowania.  Jakoż,  stosując  ogólne  metodę,  bierzemy 
te  równania  bez  drugich  stron^  to  jest  piszemy 

^-  +  ^P  =  ^'^ 
dla  wyrugowania  g  różniczkujemy  pierwsze  równanie;  co  daje 

dF^   ^~dt       ^' 

Między  tem  równaniem  i  drugiem  rugujemy  -^  ,     i  otrzymu- 
jemy równanie  Unijne  drugiego  rzędu 

którego  całka  ogólna  wyraża  się  w  kształcie 

p  =  Pdos^ -f"  Q  ws  V* 
P  i  Q  s^  dwie  stateczne  dowolne. 


Poczem  znajdujemy 

j  =  —  P  wst/i/ -f- QdoSfif . 

Teraz,  aby  zadość  uczynić  równaniom  różniczkowym  które 
zcałkować  chcemy,  dość  jest  uźyó  metody  zmienności  statecz- 
nych dowoli>ych.  Różniczkujemy  więc  znalezione  całki  p  i  q, 
i  mamy 

-2  =  jjtPdosfA/  4"  pQ  wbtj*^  -f  7*  W3t/*/  ^r^  do8|*^. 

Podstawiamy  te  wartości  w  równaniach  różniczkowych  za- 
danych, i  otrzymujemy  do  wyznaczenia  funkcyj  P  i  Q  dwa 
t^ównania  warunkowe 


^dOSf^+J^W8t,/=-, 


^wst,<  +  ^dos,^  =  _; 


skąd 


<«'      L  .      ,      M 

■^=7-  aos|*f  —  -  iiyfstfU, 


P  i  Q  wyznacza  się  przez  kwadratury,  gdy  L  i  M  będ^  dane 
w  funkcyi  czasu  t. 
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WŁASNOŚCI  GEOMETBIGZm  RUCHU  OKOŁO  PUNKTU 

240.  Całki  równań  Eulera^  wtedy  nawet  gdy  niema  sit  poru- 
szaj^ych,  przedstawiają  jeszcze  trudności  mnogich  formuł  ellip- 
tycznych  które,  mimo  pięknych  prac  Jakobiego^  nie  okazuj;  wy- 
datnie ogólnych  własności  ruchu.  Poinsot,  w  sławnej  Nowej 
TEORTi  WIROWANIA  CIAŁ  BRYŁOWYCH  ( TMoTte  nouvelłe  de  la  rota" 
tion  des  corps  sołides)^  opierając  się  na  ruchu  ellipsoidy  bezwła- 
dnością wykazał  geometrycznie  ogólne  własności  ruchu  ciała 
około  punktu  stałego,  i  tym  sposot)em  uzupełnił  ^rozwi^nie 
zagadnienia,  w  przypadku  gdy  momenta  L,  M^  N  s^  wszystkie 
trzy  zero.  Zajmiemy  się  teraz  temi  własnościami. 

Twierdzenie.  Gdy  ciało  bryłowe  obraca  rię  około  punktu  sta^ 
łego^czi  SA  siły  poruszające  czy  niema,  zawsze  oś  c/twilowa  wiro' 
wania  jest,  w  ełłipsoidzie  bezwładności  względem  tego  punktu^ 
średnica  spr%ęionQ  płcusczyzny  dwoianu  wynikowego  momentów 
ilości  ruchu. 

Niech  będ§  OC,  On,  (K  trzy  osie  główne  bezwładności  citJa, 
względne  do  punktu  stałego  O  obrotu^  wzięta  ca  osie  ruchome 
spółrzędnych ;  ellipsoida  bezwładności  przedstawia  pię  przez 
równanie 


AP  +  Rt'  +  t2?  =  *, 


a  oś  ehwilowa  pnes 


1  =  1  =  ? 

p       q       r 


Dostawy  k^tów^  jakie  czyni  z  osiami  spółrzędnych  normalna 
do  płasczyzny  stycznej  w  punkcie  (S^n^O*  s§  proporcyonalne  do 

AŁ       ai,       CC, 


480  ROZDZIAŁ  y. 

a  zaś  podobne  dostawy  normalnej  do  płasczyzny  dwojanu  wy- 
nikowego a^  proporcyonalne  do 

Apf        Bq,        Cr. 

Owoł;  jeśli  płasczyzna  styczna  jest  sprzężona  z  osi§  chwilowa, 
równania  tej  ostatniej  pokazuje  że  pierwsze  dostawy  s^  pro- 
porcyonalne do  drugich;  więc płasczyzna  dwojanu  wynikowego 
jest  równoległa  do  płasczyzny  stycznej.  Co  dowodzi  wysłowio- 
nego twierdzenia. 

241.  PoiNSOT  nazywa  biegunem  chwilowym  punkt  w  którym 
oś  cłiwilowa  przecina  powierzchnię  elh'psoidy  bezwładności. 

Na  mocy  tego  określenia,  spółrzędne  C, »},  C,  bieguna  chwi- 
lowego 1   wywodzą  się  ogólnie  z  równań 

p       q      r       ^Ap^+Bj^^Cr*      v/2T+A^ 

jakiekolwiek  s§  siły  poruszające.    . 

A  jeśli  przypuścimy  L=0,  M  =  0,  N  =  Odbędzie  2T  =  0, 
i  spółrzędne  bieguna  I  wycai^  się  przez 

Nazwijmy  /  długość  01  promienia  wodzącego  (biegunow^o), 
będzie 


V  — h        fh 


Więc,  gdy  niema  «?  poruszających,  albo  gdy  wynikowa  tych 
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sił  przechodzi  przez  punkt  stały  obrotu  ciała^  prędkość  chwilowa 
kałowa  je$t  proporcyonalna  do  promienia  biegunowego. 

Nadto,  płasczyzna  styczna  do  ellipsoidy  bezwładności  w  bie- 
gunie chwilowym  ma  równanie 

a  odległość  S  punktu  stałego  O  od  tej  płasczyzny  jest 

^_  y/h  ^yg^ 

Co  dowodzi  że  płasczyzna  styczna  do  ellipsoidy  bezwładności 
w  biegunie  chwilowym  zostaje  w  odległości  statecznej  od  jej 
środka  O. 

Owoż^  ta  płasczyzna  jest  równoległa  do  płasczyzny  niezmien- 
nej dwojanu  wynikowego  momentów  ilości  ruchu,  czyli  do 
płasczyzny  powierzchni  mazimum;  więc  ona  jest  jedn^  i  t^  sam^ 
płasczyzna  stał^  w  przestrzeni. 

Zt^d  TWIERDZENIE  PoiNSOTA.  Ruck  dała  około  punktu  stałego 
odbywa  się  tak  te  ellipsoida  bezwładności  zostaje  ciągle  w  zetknie^ 
ciu  z  płasczyzna  stała  w  przestrzeni,  i  obraca  się  w  kaidej  chwili 
około  prorhienia  punktu  zetknięcia^  z  prędkością  kątową  propor- 
cyonalną  do  tego  promienia, 

POLODIA   1  HERPOŁODIA. 

iU%  w  ruchu  ciała  około  punktu  stałego  O,  biegun  chwi- 
lowy kreśli  na  powierzchni  ellipsoidy  bezwładności  linię  krzywe 
któr§  PoiNSOT  mianował  polodią  (iroxóc  biegun,  o^^c  droga);  a  na 
płasczyznie  stałej  w  przestrzeni  ten  biegun  kreśli  drugę  krzywe, 
kerpolodię  {tpmi-ś  wężykować) ;  ponieważ  zaś  jeden  i  ten  sam 
punkt  opisuje  obie  krzywe,  polodia,  linia  ruchoma^  toczy  się 
w  ruchu  względnym  na  herpolodii,  linii  stałej. 

HECHARISA.  n.  —  31 
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•    Polodia  jest  podstawę  stoika,  który  ma  wierzchołek  w  O 

i,  ściśle  zwięzany  z  ciałem,  obraca  się  razem  z  niem ;  ja  herpolodi 

jest  podstawę  drugiego  stoika,  który  ma  ten  sam  wierzchołek 

O  ale  jest  stały  w  przestrzeni.  Ztęd  wynika  że  ruch  ciała  około 

punktu  stałego  jest  toczeniem  się  stożka  ruchomego  na  stożku 

stałym;  a  wiemy  z  Cynematyki  (82)  że  to  toczenie  się   jest 
ruchem  najogólniejszym  jaki  wziąć  może  ciało  bryłowe  maj§ce 

punkt  stały. 

Równania  polodii.  Według  określenia^  polodia  jest  miejscem 
punktów  powierzchni  ellipsoidy  bezwładności  w  których  płas- 
czyzna  styczna  ma  odległość  stateczne  od  środka  O. 

Owoż^  odległość  środka  O  ellipsoidy  od  płasczyzny  stycznej 
w  punkcie  (C,  n,  C)  równa  się 

'  j      ^ 

więc  równania  polodii^  odniesione  do  osi  ruchomych,  sę 

Te  równania  przedstawiają  dwie  ellipsoidy,  majęce  spólne 
płasczyzny  główne;  zatem  polodia,  będęc  przecięciem  się  dwóch 
powierzchni  krzywych  zamkniętych^  jest  linię  zamknięte  i 
ogólnie  o  podwójnćj  krzywiznie.  A  zważąjęc  że  spółrzędne  bie- 
guna chwilowego  wyrażaję  się  przez  ^ ,     SL ,    I_  ^    widzimy 

łatwo  że  równania  polodii  sę  równaniami  {k)  i  (5)  w  których 
feastępiono  p,  c,  r  przez  Cy^A,     n^h,    Cy/A- 

Rzuty  polodii  na  płasczyznach  spółrzędnych  sę  liniami  krzy- 
wemi  drugiego  rzędu.  Jakoż,  rugujęc  po  kolei  C,  u,  C,  otrzy- 
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mujemy  na  płasczyznach  ^,  CC,  §»}  równania  rzutów  . 
(a)  B(A  ~  By +  C(A  -  C)C*=:^i=^, 

(b)        A( A  -  B)5^  ~  c(B  ^  c)c^  =  *lr:A'' , 


(c)  A(A-C)C^+B(B-CV-  =  ^=^ 


Przypuśćmy    A  >  B  >  C.     Ponieważ   odległoćć     i=  ^ 
nie  moio  być  noniejaza  od  pół-osi  małej     -^y  ani  przewyższać 
pół-osi  wielkiej  --;^ ,    powinno  być  w  ogóle 

A  ^      ^  C 
albo  • 

AA  >  k^  >  CA, 

Ale  k^  może  być  większe  albo  mniejsze  od  BA. 

Więc  mamy  tylko  do  roztrząsania  :  dwa  przypadki  ogólne^ 

11  11 

to  jest  ł  zawarte  między   -=   i  yr    albo  między    -j=  i  —; 

1  1 

dwa  pncypadki  szczególne  ^  =  -p- ,  i  ł  =  -p-;  nakoniec  przy- 

1 

padek  osobliwy  ^  =  -p. 

yB 

W  przepadkach  ogólnych,  równania  (a),  (6),  (c)  pokazuje  że 
rzuty  polodii  na  każdej  z  dwóch  płasczyzn  ruchomych  v}C  i  Ci? 
s^  zawsze  ellipsami  podobnemi^  bo  spółczynniki  kwadratów 
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S^  r?j  C^  s§  dodatne  i  niezależne  od  -r ;    przeciwnie,  na  płas- 

czyznie  SC  te  rzuty  s§  zawsze  hiperbolami  maj^cemi  spólne  nie- 
nialtyczne^  i  ich  położenia  względem  niemaltycznych  zależ- od 
znaku  ilości  A:^  —  BA,  która  może  być  dodatna^  odjemna^  a  na- 

1  1 

wet  zero.  Gdy    -p  <  ł  <  —  czyli kh>k^> BA, polodia otacza 

wierzchołek  A   osi  mniejszej  ellipsoidy  bezwładności ;  a  gdy 

1  1 

-p-<i<-y=    czyli   BA>A*>CA,  wtenczas  polodia  otacza 

wierzchołek  G  osi  większej. 

1  i 

W  przypadkach  szczególnych  i  =  -^   i    ł  =  -^ ,    czyli 

A^=  AA  i  A2=CA,  polodia  jest  punktem^  wierzchołkiem  małej 
albo  wielkiej  osi;  wtedy  oś  chwilowa  schodzi  się  z  jedni  z  tych 
dwóch  osi  głównych  ellipsoidy  bezwładności,  i  nie  mogła  nigdy 
ani  będzie  mogła  zajmować  innego  położenia.  Albowiem  od- 
ległość płasczyzny  stycznej  biegunowej  od  środka  ellipsoidy  jest, 
w  tynHrazie,  najmniejsza  albo  największa  możebna ;  gdyby  więc 
oś  chwilowa  mogła  przedtem  albo  potem  zmieniać  położenie,toby 
biegun  chwilowy  musiał  opuszczać  płasczyznę  styczna.  W  tych 

dwóch  przypadkach  ciało  obraca  się  jednostajnie  około  jednej 

2  2 

z  dwóch  osi  głównych    -7=    albo    -7= ,    i  ta  oś  zostaje  nie- 

zmiennst  w  przestrzeni. 

Nakoniec,  w  przypadku  osobliwym  A*  =  BA,  równanie  {b) 
przedstawia  dwie  płasczyzny  prostopadłe  do  płasczyzny  K, 
które  przecinają  ellipsoidę  bezwładności  wedle  dwóch  ellips, 
maj^ych  średnie  oś  ellipsoidy  za  oś  spoinę.  Te  dwie  ellipiy 
osobliwe  sę  równe;  jakoż,  ich  płasczyzny  nachylaję  się  na  płas- 
czyznę Ct)  pod  ketem  O  danym  przez  formułę 


"'« = "i/s= ■ 
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OŚ  mała  jest   -p;    a  oś  wielka,  równa  swojemu  rzutowi  na 
płasczyznie  ^n  podzielonemu  przez  dos6,  wyraia  się  przez 


V^Ern--'^=V^ 


C-B 


A(A  —  C)  r  AC 

W  tym  przypadku  osobliwym  polodia  nie  jest  koniecznie 
punktem,  jako  w  poprzedzajmy  eh  przypadkach  szczególnych; 
bo  na  powierzchni  ellipsoidy  bezwładności,  oprócz  wierzchołka 
średniego  B  w  którym  płasczyzna  styczna  jest  na  odległość 

1 
i:=i—  od  jej  środka  0^  istnieje  nieskończona  liczba  pun- 
któw w  których  ta  płasczyzna  może  mieć  tę  same  odległość 
od  środka  ellipsoidy  O.  Ci§g  tych  punktów  tworzy  właśnie 
dwie  ellipsy  osobliwe,  i  polodia  jest  jedn§  z  nich.  Ale,  jeśli  na 
początku  ruchu  biegun  chwilowy  przypada  w  samym  wierz- 
chołku B  osi  średniej,  w  którym  się  krzyżuje  ellipsy  osobliwe, 
polodia  jest  punktem;  bo  wtedy  oś  chwilowa  schodzi  rię  z  osi§ 

średnią    -j=    i  zostaje  nieruchoma  w  przestrzeni.  I  w  samej 

rzeczy,  kiedy  biegun  chwilowy  jest  w  wierzchołku  B,  to  może 

się  tylko  przemieszczać  na  jednej  z  dwóch  ellips  osobliwych, 

ponieważ  one  s§  miejscem  punktów  powierzchni  ellipsoidy 

1 
w  których  płasczyzna  styczna  znajduje  się  na  odległość  -7=-    od 

VB 
środka  O ;  owoż,  niema  żadnej  przyczyny  żeby  ten  biegun  opi* 
sywał  raczej  jedną  niż  drugą  z  dwóch  ellips  równych  i  syme- 
trycznych; więc  zostaje  nieruchomy.  Ztąd  jeszcze  wynika  że  oś 
średnia  ellipsoidy  bezwładności  może  być  tak  dobrze  jak  oś 
mała  albo  oś  wielka  osią  ustawiczną  wirowania. 

Szukając  maximum  i  minimum  promienia  wodzącego  01, 
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danego  przez  formułę 

w  której  zmienne  C,  yiy  C  s^  związane  równaniami  (16)^  nietrudno 
znaleźć  że  polodia  ma  cztery  wierzchołki^  odpowiedające  wła- 
śnie wartościom  maximum  i  minimum  promienia  01.  Te  wierz- 
chołki dzielą  polodię  ha  cztery  części  vrówne  i  symetryczne^ 
które  biegun  chwilowy  pnebiega  po  kolei  w  czasach  równych, 

2&3.  STO^te  RUCHOMY,  miejsce  osi  chwilowych  w  ciele  obraca-- 
jacem  nę  około  punktu  stałego.  Oś  chwilowa  ma  równania 

p       q       r ' 
a  między  p,  g,  7*  są  dwa  związki  {U)  i  (5)  które  dają 

h  k' 

Uważając  ie  trzy  ilości  p,  q,  r  są  proporcyonalne  do  C, »»,  Z, 
możemy  je  wyrugować  między  temi  trzema  równaniami  jeduo- 
rodnemi,  i  znajdujemy 

(17)      A(iP  -  AA)5»  +  B(A»  —  BAK  +  0(4*  _  CA)?  ==  0. 

Wigc  oś  chwilowa  wirowania  opisuje  w  ciele  statek  drugiego 
rzęduj  którego  wierzchołkiem  jest  punkt  stały  O  a  kierownica 
polodia.  Równanie  tego  stożka  można  wyprowadzić  z  dwóch 
równań  polodii,  mnożąc  pierwsze  przez  1^  a  drugie  przez  A, 
i  odciągając  stronami. 

Biorąc  rzeczy  ogólnie,  przypuśćmy  że  momenta  główne  bez- 
władności są  nierówne,  i  niech  będzie  A  >  B  >  C.  Wtem  zało- 
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łeniu  spółczynniki  skrajne    k^  —  Ak    i    **— CA    maj§  znaki 
przeciwne;  albowiem  z  wiadomych  nierówności 

A  ^  A*^  ^  G 
wynikają  następujące 

*«  — AA<0        i        ifc2— CA>0. 

Więc,  jeśli  żaden  z  trzech  spółczynników  A- —  AA,  A*  —  BA, 
A^—  CA  nie  jest  zero,  ró\vnanie  (17)  przedstawia  stożek,  który 
otacza  małą  oś  OC  albo  wielk§  oś  OC  ellipsoidy  bezwładnością 
według  jak  jest  A«  —  BA  >  0  albo  A«  —  BA  <  0. 

Stożek  staje  się  Hni§  prostą  alł)0  przywodzi  się  do  dwóch 
płasczyzn,   gdy  jeden  z  trzech  spółczynników  jest  zero.  I  tak : 

W  przypadku  szczególnym  k* — AA=0,  spółczynniki  A^ — BA 
i  A^  —  CA  s§  oba  dodatne;  co  wymaga  ii  =  0  i  C  =  0;  więc 
wtedy  stożek  przywodzi  się  do  małej  osi  0$. 

W  drugim  przypadku  szczególnym  A'  —  CA  =  O,  spółczyn- 
niki  A*  —  AA  i  A^  —  BA  są  oba  odjemne,  musi  więc  być 
5  =:  O  i  u  =  O  >  co  dowodzi  że  stożek  siał  się  wielką  osią  Ot. 

Ale  w  przypadku  osobliwym  A^  —  BA  =  O,  spółczynniki 
A* — AA  i  A^ — CA  są  znaków  przeciwnych;  wtedy  równa- 
nie (17)  przedstawia  dwie  płasczyzny  na  których  się  znajdują 
właśnie  dwie  ellipsy  osobliwe. 

2AA.  Herpolodia.  Niech  będzie  O  środek  ellipsoidy  bezwła- 
dności, M  jej  punkt  zetknięcia  z  płasczyzną  stałą  O*  równo- 
ległą  do  płasczyzny  dwojanu  wynikowego  momentów  ilości 
ruchu.  Ze  środka  O  spuśćmy  na  płasczyznę  Q  prostopadłe  OP, 
i  poprowadźmy  dwie  linie  proste :  jedną  OD  minimum  promienia 
wodzącego  /,  drugą  OE  maximum  tego  promienia;  nakoniec 
z  punktu  P  jako  środka  i  promieniami  PD,  PE  zakreślmy  dwa 
okręgi  kół.  Podczas  gdy  ellipsoida  bezwładności,  wirując  około 
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promienia  OM,  toczy  się  na  płasczyznie  stycznej  Q,  biegun 


chwilowy  M  przechodzi  od  jednego  z  dwóch  okręgów  PD,  PE 
do  drugiego,  i  kreśli  na  t«j  płasczyznie  linię  kretę  MDE  która 
się  nazywa  herpolodię.  Ta  krzywa  zwykle  otacza  punkt  P,  raz 
się  zbliżając  drugi  raz  oddalając;  ale  się  nie  zamyka  jeśli  k§t 
mający  wierzchołek  w  P,  i  odpowiedaj^cy  obwodowi  polodii 
nawiniętej  na  herpolodii,  nie  jest  spółmierny  z  k§tem  prostym. 
Stożek,  majęcy  za  wierzchołek  środek  O  ellipsoidy  a  za  pod- 
stawę herpolodię,  jest  miejscem  osi  chwilowej  w  przestrzeni ; 
h»  tym  właśnie  stożku,  niejako  rowkowanym,  toczy  się  stożek 
ruchomy  związany  z  ciałem,  i  przedstawia  obraz  jego  ruchu  wi- 
rowego około  punktu  O.  Stożek  ruchomy  jest  poprostu  stożkiem 
drugiego  rzędu;  ale  stożek  stały  jest  ogólnie  stożkiem  prze- 
stępnyniy  którego  powierzchnia  wije  się  nieskończenie  około 
osi  dwojanu  wynikowego.  W  przypadku  osobliwym  k^ — B^=0, 
stożek  ruchomy  staje  się  jedn§  z  dwóch  płasczyzn  która  się 
toczy  na  stożku  rowkowanym ;  wtedy  polodia  jest  jedne  z  dwóch 
ellips  osobliwych,  a  herpolodia  linię  spiralne  która  się  zbliża 
coraz  bardziej  do  punktu  P  ale  go  nigdy  nie  dosięga.  Jednakie 
długość  tej  spiralnej  jest  skończona,  bo  się  oczywiście  równa 
obwodowi  ellipsy  osobliwej  której  łuki  po  sobie  idęce,  toczęc 
się  na  płasczyznie  stycznej  stałej  O,  składają  herpolodię. 
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Jeśli  A  =  B,  ellipsoida  bezwiadności  i  stożek  ruchomy  s§ 
powierzchniami  obrotowemi,  majęcemi  oś  OK  figury  za  oś,  i 
polodię  za  spoiny  równoleżnik.  Wtedy  prędkość  kitowa  jest 
stateczna  (237),  i  temsamem  promień  biegunowy  stateczny; 
więc  dwa  koła  graniczne  heipolodii  schodzą  się  w  jedno,  i  ta 
krzywa  staje  się  kotem.  Teraz  stożek  ruchomy  jest  obrotowy, 
i  toczy  się  jednostajnie  na  stożku  stałym  także  obrotowym. 

Nareszcie,  jeśli  A  =  B  =  G,  ellipsoida  bezwładności  jest 
sfer§,  i  prędkości  p,  ;,  r  s^  stateczne,  a  temsamem  dostawy 

£  9^,     •-    s§  stateczne;  więc  oś  chwilowa  zostaje  stała  w  ciele. 

u  »         O) 

Owoż,  óś  dwojanu  wynikowego  jest  stateczna  w  przestrzeni,  i 

E  -n  C 

jej  równania    ^  =  ^  =  -JL    przywodzą  się  teraz  do  równań 

-  =  -  =  -    osi  chwilowej :  co  dowodzi  że  te  dwie  osie  scho- 
p      q      r 

dzę  się  w  jedn§.  Więc>  w  tym  przypadku  polodia  i  herpolodia 

staj§  się  jednym  i  tym  samym  punktem. 

Polodia  i  herpolodia  mąj§  kształty  zupełnie  różne  :  ale,  po- 
nieważ ten  sam  punkt  kreśli  obie,  ich  równania  w  lunkcyi  łuku 
opisanego  i  promienia  wodzęcego  OM,  wyprowadzonego  ze 
środka  O,  są  całkiem  jednem  i  temsamem  równaniem.  Dla  her- 
polodii  jednak  lepiej  jest  wzięć  za  poczętek  spółrzędnych  rzut  P 
środka  O  ellipsoidy  na  płasczyznie  stałej  Q,  i,  nazywajęc  u  pro- 
mień wodzęcy  PM,  zamiast  OM  podstawić  \/S*+li*. 

STAŁOŚĆ    WIROWANIA    OKOŁO  OSI   GŁÓWNYGU. 

265.  Wirowanie  ciała  około  jednej  z  ti^zech  osi  głównych 
ellipsoidy  bezwładności  raz  zaczęte  trwa  nieustannie,  jeśli  go 
żadna  obca  siła  nie  narusza.  Ale  istnieje  wielka  różnica  doty- 
częca  stałości  tego  wirowania  około  osi  średniej  albo  około 
każdej  z  dwóch  osi  skrajnych.  Wirowanie  około  osi  średniej 
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nie  ma  żadnej  stałości.  Chcemy  przez  to  powiedzieć  ie,  przy- 
kładając dwojan  sił  chwilowych  do  ciała  obracającego  się  około 
osi  średniej  OB,  jeśli  odwiedziono  cokolwiek  od  jej  wierz* 
chołka  B  biegun  chwilowy  I,  to  on  nietylko  nie  powróci  do 
tego  bieguna  ale  się  jeszcze  od  niego  oddali,  i  pójdzie  opisywać 
nową  polodię  około  wielkiej  osi  albo  około  małej,  według  jak 
nadany  popęd  przez  dwojan  chwilowy  powiększy  albo  zmniejszy 
odległość  ^  płasczyzny  etycznej  od  środka  O.  A  jeśli  prze- 
mieszczenie bieguna  chwilowego  nie  zmienia  odległości  i,  to 
biegun  będzie  opisywał  jedną  z  dwóch  ellips  osobliwych,  o  któ- 
rych wyżej  mówiliśmy. 

Jest  przecież  jeden  przypadek  w  którym  biegun  chwilowy, 
strącony  z  wierzchołka  B  osi  średniej,  usiłuje  do  niego  po- 
wrócić; co  się  zdarza  gdy  biegun  został  poniesiony  na  Jedną 
z  dwóch  ellips  osobliwych  w  stronę  w  której  wirowanie  zbliża 
go  do  wierzchołka  B;  ale,  jeśli  ten  biegun,  poniesiony  na  tę 
samą  ellipsę,  znajduje  się  z  drugiej  strony  jej  wierzchołka  fi, 
to  będzie  się  ciągle  od  niego  oddalał  a  zbliżał  nieskończenie  do 
wierzchołka  przeciwnego  B'  którego  nigdy  nie  dosięgnie.  W  tym 
jedynym  przypadku  ellipsoida,  dotykająca  płasczyznę  stałą  Q 
najpierwej  biegunem  średnim  B,  dotykałaby  ją  na  końcu  czasu 
^  =  cx>  biegunem  średnim  przeciwnym  B' ;  tak  że  położenie 
ciała  byłoby  przewrócone  w  przestrzeni.  Takie  jest  największe 

zboczenie  jakie  dwojan  chwilowy  sprawić  może  w  ruchu  ciała 

2 
około  osi  średniej  -t^- 

Zatem,  jeśli  jedna.z  dwóch  osi  skrajnych  ellipsoidy  bezwład- 
ności niewiele  się  różniodosiśredniej,  ta  oś  skrajna  będzie  miała 
mało  stałości.  Nie  można  więc  twierdzić  bezwzględnie  że,  gdy 
oś  chwilowa  zostaje  cokolwiek  odchylona  od  osi  głównej,  od- 
powiedającej  najmniejszemu  albo  największemu  momentowi 
bezwładności  ciała,  to  się  od  niej  bardzo  mało  oddali,  czyniąc 
tylko  małe  oscyllacye  przez  cały  ciąg  ruchu.  Bo,  jeśli  moment 
bezwładności,  względny  do  tej  osi,  mało  się  różni  od  momentu 
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Średniego,  biegun  ehwiiowy,  chociaż  bardzo  mało  przeoiiesz- 
czony,  może  jednak  opisywać  linię  krsyw§  około  drugiej  osi 
głównej,  a  nawet  krzywe  w§zk$  i  bardzo  wydłuionę ;  mote  więc 
czynić  obszerne  oscyllacye  z  obydwóch  stron  bieguna  głównego 
z. którego  był  zepchnięty. 

Aby  to  wszystko  jeszcze  wydatniej  okazać,  wyobraźmy  po- 
wierzchnię ellipsoidy  bezwładności  podzielone  na  cztery  części 
czyli  wrzecienia  ellipsoidalne,  przez  dwie  ellipsy  osobliwe  któ- 
rych płasczyzny,  przechodzące  przez -oś  średnie  -p,   s§  równo 

yB 
i 
nachylone  na  pół-oś  skrajna  -p,    z  obydwóch  jej  stron  pod 

VA 

wiadomym  kątem  9.  Wtedy  biegun  średni  B  będzie  spólnym 
wierzchołkiem  dwóch  ellips  osobliwych;  biegun  główny  A  bę- 
dzie leżał  w  środku  wrzecienia  mającego  k§t  29,  a  biegun 
główny  C  w  środku  wrzecienia  spełniającego. 

Owoż,  jeśli  biegun  chwilowy  I  przypada  w  biegunie  śred- 
nim B,  a  będzie  cokolwiek  przemieszczony,  to,  ogólnie,  padnie 
w  jednem  z  dwóch  wrzecieni  i  będzie  opisywał  polodię  około 
jednego  z  dwóch  biegunów  skrajnych,  A  albo  C.  Ale  to  prze- 
mieszczenie może  się  zdarzyć  wzdłuż  jednej  albo  drugiej  ellipsy 
osobliwej;  w  tym  razie  biegun  chwilowy  będzie  opisywał  jedną 
ellipsę  osobliwą,  i,  albo  powróci  do  bieguna  średniego  B,  albo 
się  będzie  ciągle  zbliżał  do  biegana  przeciwnego  B',  według 
jak  wirowanie  ciała  będzie  ran  nadawało  dążność  ku  pierwszemu 
alł)o  ku  ostatniemu;  jakośmy  poprzednio  okazali.  Więc, 
oprócz  tego  jedynego  przypadku,  oś  średnia  nie  ma  żadnej 
stałości. 

Atoli,  jeśli  biegun  chwilowy  wirowania  przypada  w  jednym 
z  dwóch  biegunów  głównych,  A  albo  C,  ellipsoidy  bezwładno- 
ści, to  jest  jeśli  ciało  wiruje  około  jednej  z  dwóch  osi  skrajnych 

2  2 

-1=  albo  '7=>  wtenczas  można  umieścić  ten  biegun  chwi- 
lowy w  jakimkolwiek  punkcie  jego  wrzecienia,  a  on  zawsze 
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)>ędzie  opisywał  polodię  około  tego  samego  bieguna  głównego. 
Dla  fej  ważnej  przyczyny,  wrzecienie  ellipsoidalne  otaczające 
biegun  osi  większej  albo  mniejszej  jest  n^ejak§  miarą  stałośd 
wirowania^  około  tych  dwóch  osi  skrajnych.  Zt§d  także  wynika 
że  stałość  wirowania  około  osi  średniej  jest  zero. 

Gdy  ciało  ma  figurę  obrotową,  (o  jest  jeśli  dwa  momenta 

główne  jego  bezwładności  są  równe,  na  przykład  A=B,  wtedy 

*  • 

2 
oś  figury    p-  jest  sama  jedna  osią  stałą;  żadna  inna  oś  główna^ 

a  niemi  są  wszystkie  średnice  równika,  nie  może  mieć  stałości. 
W  samej  rzeczy,  jeśli  biegun  chwilowy  przypada  na  równiku, 
a  będzie  od  niego  cokolwiek  oddalony  na  prawo  albo  na  lewo, 
to  już  nie  zostanie  nieruchomy  jako  przedtem,  ale  opisze  nu 
powierzchni  ellipsoidy  koło  prawie  równe  temu  równikowi. 
Go  pokazuje  że  w  takim  razie  biegun  ctiwilowy  I  bę^lzie  miał 
w  ciele  ruch  bardzo  wielki;  gdy  przeciwnie  jego  ruch  w  przes- 
trzeni będzie  bardzo  mały,  bo  herpolodia  którą  kreśli  będzie 
kołem  bardzo  małego  promienia  PI.  Tak  że  oś  chwilowa  01 
opisze  w  ciele  stożek  bardzo  rozwarły  i  prawie  płaski,  a  w  przes- 
trzeni stożek  o  podstawie  bardzo  małej,  i  będzie  się  zdawała 
saroóiicie  nieruchoma. 

Uważając  że  ziemia  jest  figurą  prawie  obrotową  około  malej 
osi>  pojmujemy  łatwo  dlaczego  jej  ruch  wirowy,  który  się  od- 
bywa około  tej  osi,  jest  stały,  i  tylko  ulega  bardzo  małym 
oscyllacyom  z  przyczyny  działań  zewnętrznych  słońca,  pla- 
net, i.  t.  p. 

Nakoniec,  gdy  trzy  momenta  główne  bezwładności  ciała  są 
równe  A=B  =  C,  to  jest  jeśli  ellipsoida  bezwładności  jest 
sferą,  wtedy  wszystkie  osie  są  zarówno  stałe,  i  jakoby  obojętno 
na  wszelkie  przemieszczenia  klóreby  się  przypadkowo  zdarzyć 
mogły.  Albowiem,  jeśli  oś  chwilowa  jest  przeniesiona  z  je- 
dnego miejsca  na  drugie,  to  w  niem  pozostaje,  jako  pierwej^ 
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nieruchoma  i  w  ciele  i  w  przeslrzeni ;  dlatego  że  polodia  i  her- 
polodia  są  tu  tylko  jednym  punktem. 

266.  Po  tem  co  poprzedza  dobrze  będzie  wiedzieć  pod  jakiemi 
warunkami  składowe  p,  9^  r  prędkości  kitowej  u  są  stateczne, 
i  kiedy  oś  chwilowa  wirowania  zostaje  niezmienna  w  ciele  które 
się  obraca  około  punktu  stałego. 

Równania  Eulera  daj§  łatwą  odpowiedź  na  pierwsze  część 
pytania.  Jakoż,  czynięc    dp  =0,    dq  =  O,    dr  =  O,    mamy 

(C  — B)jr  =  L,        (A  — C);>r  =  M,        (B  — A)/)j'  =  N. 

Pomnóżmy  te  równania  odpowiednio  przez  p^  q,  r,  i  dodajmy, 
ł>ędzie 

Or=Lp4-My-f.Nr; 

zkęd^  nazywajęc  G  dwojan  wynikowy  sił  poruszających,  ofi*zy- 
mujemy 

G»dos(G,  OI)  =  0. 
Co  wymaga 

6  =  0,        czyli        L=:0,        M  =  0,        N  =  0. 

Więc^  żeby  składowe  /),  9,  r  były  stateczne,  trzeba  żeby 
wynikowa  sił  poruszających  przechodziła  przez  punkt  O  obrotu    - 
ciata^  albo  żeby  nie  było  żadnej  siły. 

Go  do  drugiej  części  pytania,  żeby  oś  chwilowa  zajmowała 
miejsce  stałe  w  ciele,  oczywiście  dostawy    2.,     ł,    -    po- 

W  w  61 

winny  być  stateczne.  W  tem  założenia^  na  mocy  równania  (5) 
»   i  następnie   /?,  ?,  r    są  stateczne ;   więc,  przypuszczając 


&9/i  ROZDZIAŁ  V. 

L=:0,M=:0,N=:0^  widzimy  żerównaaia  Eulera  przywodzą  się  do 
(B  —  C)jr  =  O,        (C  —  k)pr  =:  O,        (A  —  Bjpy  =  0. 

Jeśli  momenta  główne  bezwładności  A,  B^  C  s^  nieró.wne, 
napisane  równania  wymagaj§  2eby  dwie  z  trzech  ilości  pj  q^  r 
były  zero. 

Więc^  żeby  oś  chwilowa  zostawała  niezmienna  w  ciele  któ- 
rego momenta  główne  bezwładności  s^  nierówne,  trzeba  i  dość 
jest  teby  była  jedn§  z  osi  głównych  bezwładności  tego  ciała. 

Ale»  jeśli  dwa  momenta  główne  bezwładności  ciała  s^  równe, 
na  przykład  A  =  B,  wtedy  trzeba  tylko  żeby  było  }r  =  0 
i  pr  =  O ;  co  wymaga  r  =  O,  albo  p  =  O  i  j^  =:  0.  W  pier- 
wszym przypadku  oś  chwilowa  jest  na  płasczyznie  równika  któ- 
rego wszystkie  średnice  39  osiami  głównemi ;  w  drugim  ta  oś 
miesza  się  z  osie  OC  figury  ciała.  Więc  w  obydwóch  przypad- 
kach oś  chwilowa  jest  osie  główne  bezwładności, 

• 
Jeśli  A  =  B  =  C  wtedy,  jakośmy  już  okazali,  oś  chwilowa 

jest  stała  i  w  ciele  i  w  przestrzeni. 

W  tych  wszystkich  przypadkach,  zbliżając  równania  osi 
chwilowej  i  osi  dwojanu  wynikowego 

!=?  =  ?        i       J-=Jl  =  i, 
p       q       r  Ap       Bq       Cr ' 

widzimy  łatwo  że  obie  osie  s§  tylko  jedn^  lini§.  Co  sprawdza 
twierdzenie  dowiedzione  w  Cynemalyce  :  Oś  chwilowa  wirowa^ 
nia  stała  w  ciele  jest  takie  stała  w  przestrzeni*] 

2&7.  Miejscem  położeń  osi  dwojanu  wynikowego  momentów  iloki 
ruchu  ^  w  ciele y  jest  stoiek  drugiego  rzędu* 
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Jako&,  oś  tego  dwojanu  ma  równania 

Ap       Bq       Cr' 

» 

a  równania  (4)  i  (5)  daję 


« 

Ale  p,  g,  r  s§  proporcyonalne  do    ^,     .^  ,    ^;    więc,  pu 

A  D  \J 

guj^c  p,  q,  r  otrzymujemy  równanie 
które  dowodzi  wysłowionego  twierdzenia. 


Przypadek  osobliwy  ruchu  poprzedzania  jednostajnego. 

2/i8.  Przez  podobieństwo  do  ruchów  wirowych  ziemi  i  księ- 
życa^ nazywają  wirowaniem  właściwem  ciała,  jego  ruch  około 
osi  głównej  OZ;  poprzedzani rm  (precessió)^  ruch  około  osi 
stałej  OZ,  który  sprawia  przemieszczenie  linii  ON  zwanej 
linia  węzłów;  nakoniec  kołysaniem  {nutatio)^  ruch  około  lini 
węzłów  ON,  który  sprawia  zmienność  k^ta  O  dwóch  osi  OZ  i  0^ 

Gdy  jeden  atoiek  toczy  si$  fla  drugim  wirowanie  właściwe  i 
poprzedzanie  maję  te  same  znaki  alt>o  znaki  przeciwne,  według 
jak  stożek  ruchomy  jest  zewnętrz  albo  wewnątrz  stoika  stałego* 

Widzieliśmy  że,  gdy  niema  sił  poruszających  a  eiiipsoida 
bezwładności  jest  powierzchnię  obrotowe  około  osi  0^^  polodia 
i  berpolodia  sę  okręgami  kół,  i  obie  podstawami  dwóch  stoż- 
ków prostych ;  wtedy  ciało  obracające  się  około  punktu  stałego 
ma  vuch  jednostajny  poprzedzania  bez  kołysaniai  Ten  ruch  jest 
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jakoby  toczeniem  się  jednoslajnem  stoika  ruchomego  prosteKO, 
zwięzanego  z  ciałem,  na  stoiku  tak£e  prostym,  stałym  w  przes- 
trzeni. 

Istnieje  przypadek  osobliwy  w  którym  ciało  obrotowe  pod 
działaniem  dwojanu  porusza  się  wedle  ustaw  naturalnego  wi- 
rowania bryły  zostnwiuncj  samej  sobie.  Aby  wiedzieć  kiedy 
ten  przypadek  zdarzyć  się  moie,  doić  jest  znaleźć  jaki  powi- 
nien być  dwojan  poruszający  G,  £eby,  ructi  ciała  był  taki  sam 
iak  gdyby  stożek  prosty  ruchomy  toczył  się  jednostajnie,  bez 
jlizgania,  na  stożku  slahm. 


Niecb  będzie  OC  oś  figury,  EOE'  równik  ellipsoidy  bezwład- 
ności w  punkcie  O,  i  OXj  OY,  OZ  trzy  osie  stałe  spółrzędnycli 
prostokątnych.  Poniewat  z  założenia  rucłi  ciała  około  punktu 
stałego  O  jest  toczeniem  się  stożka  prostego  OHI,  zwifizaiiego 
z  ellipsoidę,  na  stożku  prostym  OSI  stałym  w  przestrzeni, 
linia  węzłów  ON,  przecięcie  się  i-ównika  z  płasczyzn;!  XT 
pro3<opadł§  do  osi  OZ  stożka  stałego,  ibędzie  miała  racti  wirowy 
jednostajny  około  punktu  0.  Linia  ON  jest  oczywiście  prosto- 
Etopadla  do  plasczyzny  trzech  osi  O!;,  OZ,  01.  To  ustaliwszy, 
szukajmy  osi  dwojanu  wynikowego  momentów  ilości  rucłiu. 
W  tym  celu  rozłóżmy  prędkość  chwilowę  wirowania  na  tray 
składo\^'c  wedle  trzecłi  osi  głównych  ellipsoidy  bezwładności 
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W  punkcie  O.  Ta  ellipsoida  jest  powierzchnia  obrotowa;  mo- 
żemy więc  wzi^ć  dowolnie  za  osie  główne  dwie  jakiekolwiek 
średnice  prostokątne  jej  równika  EE'.  Obieramy  linię  węzłów  ON 
i  drug§  średnicę  OM  do  niej  prostopadłe,  oznaczamy  pi*zez  A 
moment  główny  bezwładności  ciała  około   OiN   albo  OM^  i 
przez  C  moment  główny  bezwładności  około   0^.    Składowe 
q  i  r^  wedle  OM  i  0^,  prędkości  kitowej  »  wyrażają  się  przez 
linie  Oq  i  Or;  trzecia  składowa  p  wedle  ON  jest  zero,  be 
kąt  NOI  jest  prosty.  Zatem,  jeśli  weźmiemy  na  OM  długość 
0A  =  Aj  i  na  Oc  długość  OG=Cr,  wynikowa  OK  tych  dwóch 
linij  będzie  przedstawiała  wielkość  i  kierunek  osi  dwojanu  wy- 
nikowego momentów  ilości  ruchu.  Wykreślenie  pokazuje  ze 
OK  leży  na  płasczyznie  ZO^;  co  naprzód  było  wiadome  (238). 
Nadio,  z  założenia  wirowanie  w  jest  stateczne  i  tworzy  ciągle 
te  same  kąty  z  osiami  0^  i  OZ  dwóch  stożków,  ruchomego 
i  stałego.  Ztąd  wynika  że  długość  OK  jest  stateczna  i  czyni  kąt 
stateczny  z  osią  stałą  OZ.  Więc  oś  OK  dwojanu  wynikowego 
opisuje  około  osi  stałej  OZ  stożek  prosty,  z  prędkością  kątową 
poprzedzania  jednostajnego. 

Owoż,  ta  prędkość  kątowa  poprzedzania,  wyrażona  przez   ^ , 

jest  składową  prędkości  kątowej  u  względem  osi  stałej  OZ,  i 
przedstawia  się  przez  OD;  mamy  zatem 

rf<l> g       wwstot. 

di       dosDOM  ""  "wsTe" ' 

gdzie  kąt  10  =-  a  i  kąt  ZOi  —  9. 

Formuła  dowodzi  że  poprzedzanie  jest  zawsze  tego  samego 
znaku  co  wirowanie  chwilowe. 

Wyznaczy  się  teraz  łatwo  wielkość  i  kierunek  szukanego 
dwojanu,  wiedząc  tylko  że  prędkość  skrajności  K  osi  dwojanu 
wynikowego  momentów  ilości  ruchu  jest  róy^na  osi  dwojanu 

MECHANIKA.  ll.~32 
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wynikowego  G  sił  zewnętrznych  i  do  niej  równoległa  (*).Jako2, 
dwojan  wynikowy  R  powinien  mieć  oś  OK  stateczna  co  do 
wielkości  i  kierunku^  a  prędkość  skrajności  K  w  ruchu  około 
osi  stałej  OZ  jest  normalna  do  płasczyzny  ZOi;,  i  wyraża  się 

przez  KH-r^;  trzeba  więc^  dla  ruchu  poprzedzania  jednostaj- 
nego, żeby  oś  dwojanu  poruszającego  G  była  skierowana  wedle 
linii  węzłów  ON  i  miała  za  miarę  prędkość  linijn§  KH  -^ 
punktu  K.  Zatem  I 

(19)  ^  =  *^  ^  wstKOZ. 


Ta  formuła  może  wzi^ć  inn^  posiać.  Dość  uważać  że   k§t 
KOZ=KOM  — ZOM;  co  daje 

KwstR0Z=Grwst9— Ajdos8=a)(GdosaWst8— AwstadosO); 


(*)  nównauia  klóre  daj^  pochodne  momenlów  ilości  ruchu  maj9  ważne 
znaczenie  w  Dynamice.  W  samej  rzeczy,  uważając  pierwsze  z  tych  ró- 
wnań użytych  w  n««  233,  widzimy  lalwo  że  summa  ^jn(y  -rr  —  z-^jj 

jest,  na  osi  stałej  0X,  rzutem  dwojanu  K  wynikowego  momentów  ilości 
ruchu,  1  wyraża  odcięte  skrajności  K  osi  OK  tego  dwojanu.  Zatem  po- 
chodna 'ii^J^ly';^ — ^dt)  P^'2cdstawia  składowe  prędkości  pun- 
ktu K,  równoległa  do  osi 0X. Tak  samo  dwie  inne  pochodne  przedstawiają 
dwie  składowe  prędkości  tego  punktu,  równolegle  do  osi  stałych  OY  i  OZ. 
Owoź  drugie  slrony  równań  w  mowie  będących,  wyrażone  przez  Li,  Mi,  Nt, 
89,  na  odpowicdaj§cych  osiacii  spólrzędnych  stałych  0X,  OY,  OZ,  rzutami 
dwojanu  G  wynikowego  sil  zewnęlrznycii  : 

zt^d  TWIERDZENIE  :  Prodkośó  skrajności  osi  dwojanu  wynikowego 
momentów  ilości  ritchu  jest  równa  osi  dwojanu  wynikowego  sil  ze- 
wn^trznych  i  do  njej  równoległa* 
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więc,  podstawiając  tę  wartość  i  rugując  dh,  będzie 

G  =  «%st-a(Gdota  —  AdotG). 

Wskażemy  wkrótce  ogólny  sposób  otrzymania  tych  samych 
wyników ;  ale  najpierwej  damy  zastosowanie. 

21x9.  pucu  Frygi.  Fryga  jest  ciałem  bryłowem  obrotowem 
które,  opierając  się  na  płasczyznie  poziomej  swoją  częścią 
kończatą,  bierze  ruch  stożkowy  około  punktu  oparcia. 


Niech  będzie  Oi:  oś  frygi,  O  jej  punkt  oparcia  na  płasczy- 
znie poziomej  XY,  i  OZ  oś  pionowa  stała.  Oś  syraetryi  0^  za- 
wiera środek  ciężkości  G  frygi  i  jest  jej  osią  główną  bezwładno- 
ści; a  ponieważ  fryga  jest  bryłą  obrotową  około  OC,  ellipsoida 
bezwładności  w  punkcie  O  jest  powierzchnią  obrotową  około 
lej  samej  osi  0^,  i  każde  dwie  średnice  prostokątne  jej  równika 
są  osiami  głównemi  bezwładności  frygi.  Nachylając  oś  0^,  wpro- 
wadza się  w  ruch  frygę  dając  jej  popęd  poziomy,  leżący  na 
jednej  płasczyznie  ze  środkiem  ciężkości  G,  ale  nie  przecho- 
dzący przez  ten  punkt.  Środek  ciężkości  frygi  weźmie  ruch 
jako  punkt  materyalny,  któryby  miał  całą  jej  inassę  i  do  któ- 
regoby  popęd  był  przyłożony;  będzie  więc  miał  prędkość  jedno- 
stajną, i  fr}'ga  zacznie  sio  oliracać  około  swego  środka  ciężkości 
jak  gdyby  on  był  punktem  stałym ;  a  że  oś  frygi  jest  osią  główną 
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bezwładności,  wirowanie  jednoslajne  zacznie  się  około  tej  osi 
i  będzie  się  ci^Ie  około  niej  odbywało. 

Ruch  stożkowa  jednostajny  frygi;  pod  warunkiem  który  zaraz 
zobaczymy,(potwierdza wyłożona  wyżej  teoryę.  W  samej  rzeczy, 
fryga  ma  ruch  właściwy  około  osi  figury  OC,  z  prędkością  k§- 

tow^  -^ ,  i  ruch  poprzedzania  około  osi  pionowej  stałej  OZ, 
z  prędkością  kitową  -^.    Aby  znaleźć  oś  chwilowa  wirowa- 

nia,  trzeba  składać  wirowanie  ^   około  osi  Ol  z  wirowaniem 

at 

J  około  osi  OZ.  Wynikowa  ta  będzie,  co  do  wielkości  i  kie- 
runku, osi^  wirowania  chwilowego;  a  zaś  kierunek  Ow  będzie 
krawędzią  zetknięcia  dwóch  sloźków  kołowych  prostych,  z  któ- 
rych jeden  ruchomy,  związany  z  frygą,  toczy  się  na  drugim, 
stałym  w  przestrzeni. 

W  chwili  gdy  fryga  przechodzi  płasczyznę  ZOX,  wypro- 
wadźmy z  punktu  O  normalne  ON  do  tej  płasczyzny,  i  prosto- 
padłe OM  do  płasczyzny  NO^  Wszystkie  trzy  osie  prostokątne 
ON,  OM,  Oj  będą  oczywiście  osiami  głównemi  bezwładności 
frygi.  Rozłóżmy  teraz  wirowanie  chwilowe  «>  wedle  dwóch 
kierunków  prostokątnych  OM  i  (K\  będziemy  mieli  wirowania 
składowe  q-=iOq  około  osi  OM,  i  r  =  Or  około  osi  Ol ;  jeśli 
potem  utworzymy  wieloczyny  Ay,  Cr,  i  weźn^iemy  długości 
O  A  =  kq,  OG  =  Cr,  wynikowa  OK  tych  dwóch  długości  bę- 
dzie osią  dwojanu  wynikowego  momentów  ilości  ruchu.  To 
ustaliwszy,  widzimy  łatwo  źe  prędkość  Unijna  punktu  K  wyraża 

się  przez  ~  OK  wstKOZ.  Owoż,  nie  zważając  na  tarcie  w  pun- 
kcie O,  jedyną  siłą  która  działa  na  frygę  w  ruch  wprowadzoną 
jest  jej  ciężar  P,  przyłożony  do  środka  ciężkości  G;  zatem 
płasczyzną  dwojanu  poruszającego  G  jest  płasczyzna  ZOC,  i  jego 
oś  jest  skierowana  wedle  linii  węzłów  ON;  a  jeśli  uczynimy 
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odległość  GO  =  a  i  kęt  ZOc  =  8,  moment  lego  dwojanu  będzie 
PawstO.  Więc  warunek  konieczny  i  dostateczny  poprzedzania 
jednostajnego  w  ruchu  frygi  jest 


Pawst9  =  §KwstK0Z. 
dt 


W  rzeczywistości  ruch  frygi  jest  cokolwiek  odmienny  od 
tego  któryśmy  okazali;  bo  część  kończata  frygi  nie  jest  pun- 
ktem^ i  sprawia  tarcie  na  płasczyznie  poziomej^  której  oddziały- 
wanie wpływa  na  ruch  zmniejszając  jego  prędkość ;  nadto,  fryga 
porusza  się  w  powietrzu,  którego  opór  i  tarcie  zmieniają  cięgle 
jej  ruch,  i  nakoniec  go  niszczę. 

RUCH  BRYŁY  OBROTOWEJ  OKOŁO  PUNKTU  STAŁKGO  WZIĘTEGO 

NA  JEJ  OSI  FIGURY. 

250.  Niech  będzie  O  punkt  stały,  0X,  OY,  OZ  trzy  osie  stałe 
spółrzędnych  prostokętnych,  i  OG  oś  figury  bryły  obrotowej. 
Jakikolwiek  jest  kształt  bryły^  jeśli  ona  ma  dwa  momeota 
główne  bezwładności  równe,  A  =  B,  nazwiemy  ję  ogólnie  bryłę 
obrotowe;  ale  przez  to  .skrócone  wyrażenie  będziemy  rozumieli 
zawsze  takę  bryłę  w  której  ellipsoida  bezwładności,  względna 
do  punktu  O,  jest  powierzchnię  obrotowe,  majęcęoś  figury  CC. 
Około  tej  osi  moment  bezwładności  ciała  będzie  się  nazywał  C, 
zaś  momenta  bezwładności  około  wszystkich  osi  poprowadzo- 
nych przez  punkt  O,  prostopadle  do  osi  figury,  będę  miały 
spoinę  wartość  A;  miejscem  tych  ostatnich  osi  będzie  równik 
ellipsoidy  nazwany  równikiem  ciała.  Ślad  ON  płasczyzny  ró- 
wnika na  płasczyznie  XOY  jest  linia  węzłów. 

Gdybyśmy,  za  pomoce  równań  Eulera,  chcieli  rozwięzać 
obecne  zagadnienie  ruchu,  wprowadzajęc  założenie  A  =  B,  nie- 
wętpliwie  uprościlibyśmy  zadanie;    ale   nie  otrzymalibyśmy 
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łatwego  rozwiązania ;  bo  niewiadome  klóro  wchodzą  do  tych 
równań,  nie  są  naturalnemi  niewiadomemi  zagadnienia.  I  w  sa- 
mej rzeczy,  nie  widać  odrazu  do  czego  może  służyć  znajomość 
dwóch  składowych  wirowań  chwilowych  p  \  q,  około  dwóch 
średnic  stałych  równika;  gdy  tymczasem  pojmuje  się  zaraz  że 
niewiadomemi  zagadnienia,  wynikająceml  z  samej  jego  natury, 
są  oczywiście  :  położenie  osi  figury  w  przestrzeni  i  właściwe  wi- 
rowanie około  lej  osi.  Położenie  osi  figury  OG  jest  wyznaczone 
przez  kąt  6  tej  osi  z  osią  stałą  OZ,  i  przez  kąt  jaki  czyni  z  osią 
0X  rzut  OC  osi  OC  na  płasczyznie  xy.  Wartością  kąta  XOG' 

będzie  \Ł  —  ^  ir,    jeśli,  jako  zwykle,   nazwiemy  ^  kąt  XON 

osi  0X  z  linią  węzłów  ON. 

W  mchu  ciała  bryłowego  około  punktu  stałego  O  braliśmy 
za  osie  ruchome,  związane  z  ciałem,  trzy  osie  główne  bezwła- 
dności względne  do  punktu  O,  a  wyznaczone  przez  kąty  6,  c  i  ^1. 
któreśmy  na  swojem  miejscu  określili.  Owoż,  ciało  którego 
ruchem  teraz  się  zajmujemy  jest  obrotowe,  jego  oś  figury  OG 
^  dwie  jakiekolwiek  średnice  prostokątne  równika  są  osiami 
głównemi  bezwładności;  więc  ogólne  formuły  stosują  się  do 
takiego  układu  trzech  osi  prostokątnych.  Goby  nie  miało  miej- 
sca w  ciele  nieobrotowem.  Korzystając  z  tej  wyłącznej  własności 
ciała  obrotowego,  w  znaczeniu  ogólnem  tego  wyrazu,  można 
wziąć  szczególny  układ  trzech  osi  prostokątnych,  ruchomych 
zarazem  w  ciele  i  w  przestrzeni,  ale  które  będą  w  każdej  chwili 
osiami  gfównemi  bezwładności.  Co  właśnie  uczynił  P.  Resał  (*), 
i  wprowadzeniem  tego  układu  osi  ruchomych  uprościł  przypa- 
dek ruchu  ciała  obrotowego. 

Bierzemy  więc  oś  figury  OG  za  oś  OC,  linię  węzłów  ON  za 
oś  OC,  i  nakoniec  za  oś  Ov  linię  OM,  prostopadłą  do  ON  i  OC, 


(*)  Traiłi  de  Mścanigue  genirale,  par  H.  Resal.  Paris,  1873  i  187/i. 
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która  jest  rzutem  OS]  OZ  na  płasczyznic  równika.  Ogólnie  linia 


węzłów  ON  jest  wyznaczona  przez  kęt  NOX=\|;,  oś  OC  przez 
kęt   $0N  =  <p,   oś  OC    przez  kęty  9  i  ł  —  ^ . 

RÓWNANIA  RucTiu.  Można  różnemi  drogami,  mniej  więcej 
uboczncmi,  dojść  do  tych  równań  ruchu ;  ale  najpiękniej  jest 
wprost  je  otrzymać  następujęcym  sposobem,  który  znajdujemy 
w  znamienitem  dziele  Bour'a  (*). 

Ruch  uniesienia  osi  ON,  OM,  OG  składa  się  z  poprzedzanid 

T^  którego  osie  jest  OZ,  i  z  kołysania  --r  którego  osi^  jest  ON. 

Ale,  ponieważ  te  osie  nie  sęz  ciałem  zwięzane,  ruch  ciała  zawiera, 
prócz  dwóch  wirowań  wymienionych,  wirowanie  względne 
około  osi  figury  OC.  Oznaczamy  to  ostatnie  wirowanie  przez 

^,    nazywajęc  rfc  kęt  jakim  się  ciało  obraca  w  czasie  dt  około 

osi  OC. 
Aby  mieć  składowe  prostokętne  wirowania  chwilowego  «#, 


(*)  TraM  de  Mścaniąue  eł  Machines;  Dynamiąue  des  corps  solides 
par  Edw.  Bour.  Paiis,  iS7lu 
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dość  jest  rozłożyć  poprzedzanie   -^    wedle  osi  OM  i  OC,  Więc 
składowe  wirowanie  w  sj 

na       ON."      f, 

na       OM,       ^  wstO, 

at 

na       OC        *l'dose  +  ^. 

dt         ^  dt 

Trzy  proste  ON,  OM,  OC  s^  osiami  g^ównemi  bezwładności 
w  punkcie  0;  będziemy  więc  mieli  na  tych  trzech  liniach  rzuty 
osi  OK  dwojanu  wynikowego  momentów  ilości  ruchu,  mnoi^c 
rzuty  prędkości  k§towej  o>  przez  odpowiedaj^ce  momenta  bez- 
władności; co  daje 


K,=A|wste, 


K,=  c(gdose+|). 


Te  rzuty  sę  spółrzędnemi  skrajności  R  osi  OK  dwojanu. 

Teraz,  aby  otrzymać  równania  ruchu  sposobem  eleganckim  i 
dogodnym^  jako  mówi  Bour,  zrzutujemy  na  trzech  osiach 
ON,  OM,  OC  prędkość  samoist^  punktu  K  mającego  spółrzędne 
K-,  K^,  Kr,  i  zrównamy  te  t;zy  rzuty  ze  składowemi  ^,  DIL,  N 
dwojanu  wynikowego  sil  zewnętrznych,  wziętemi  wedle  tych 
samych  osi. 
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Owo2,  składowe  prędkości  względnej  punklu  ^  s^ 


A*""®        A 


^,(fH'   ^a(§-««+^) 


Z  drugiej  strony,  uważając  za  ilości  stałe  spółrzędne  K^,  K^^  K^ 

punktu  K  jakoby  związanego  z  osiami  ruchomemi,  na  mocy 
wirowania  w  uniesieniu  tych  osi^  którego  składowe  sę 

mamy  prędkości  uniesienia 

t;,  =  ^wst9.K.-.§dose.K  , 
^      (Ił  ^      dt  'i' 

.,=fdose.K,-|.K„ 

< 

^      dt     '•       dt  "' 

w  których  za  K.^  K,,  K^  trzeba  podstawić  ich  wartości. 

Więc,  stosując  twierdzenie  :  prędkość  samoista  jest  równa  sum' 
tnie  prędkości  względnej  i  prędkości  uniesienia,  otrzymujemy 
szukane  równania  ruchu 


'=5(f''-«+r:)=''- 
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gdzie  4^,  ^y  N  oznaczają  summy  momentów  sił  zewnętrz- 
nych około  osi  ruchomych  ON,  OM,  OG. 

251.  Przypadek  osobliwy  ruchu  poprzedzania  jednostajnego. 
W  tym  osobliwym  przypadku,  oś  figur^^  ciała  ma  ruch  poprze- 
dzania jednostajny,  bez  kołysania,  około  linii  prostej  stałej 
z  któr^  tworzy  k^t  stateczny  6,  podczas  gdy  samo  ciało  obraca 
się  jednostajnie  na  swojej  osi  figury.  Szukajmy  więc  jaka  po- 
winna być  wielkość  i  jaki  kierunek  dwojanu  poruszającego  G 
żeby,  bioręc  linię  prosta  stałą  za  oś  OZ,  było 

Z  przyczyny  tych  założeń,  równania  (20)  staj§  się 
(G-A)gwst9dose  +  C^^wste  =  4: 

0  =  N. 

Dwa  ostatnie  równania  pokazują  że  oś  dwojanu  poruszają- 
cego G  powinna  mieć  kierunek  linii  węzłów  ON,  co  już  wiemy ; 
a  pierwsze  wyznacza  wielkość  tego  dwojanu. 

Wartość  C  jest  ta  sama,  chociaż  pod  różnym  kształtem, 
co  wartość  G  dana  przez  formułę  (19).  Jakoż,  możemy  pisać 

C=G('^dose  +  $EVste.^-A  ^  wstodose.^; 

^        \dt  dtj  dt  dc  dł 

a  ponieważ     J  dos0  -f  j'  =  '*      i      -j^  wst9  =  y,      będzie 

^=  (Grwste  —  Acdos9)  ^ ; 
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więc 

^=K$^wstROZ  =  G. 
ał 

252,  Jako  zastosowanie  równań  (20)9  uważajmy  aucR  bhyły 
OBROTOWEJ  ciężkiej;  i  niech  będzie  [ostatnia  fig.)  P  ciężar  tej 
ł»ryły,  G  środek  ciężkości  leżący  na  osi  figury  OG,  w  odległości 
GO  =  a  od  punktu  stałego  O. 

Moment  ciężaru  P  'względem  linii  węzłów  ON  jest  oczy- 
wiście PawslO;  mamy  więc 

^=Pawst©,  DIL  =  0,  N  =  0. 

Zatem  równania  (20)  staj§  się 

^(§ao.,+§)=o. 

Ostatnie  równanie  (21)  daje 

la)  -=f  dosO  +  -5?  =  stQt>  =  n. 

•    ał  ^  dt 

Owoż,  ciężar  P,  przyłożony  do  środka  ciężkości  G,  nie  mo- 
dyfikuje w  niczem  wirowania  właściwego  ^  bryły,  na  jej  osi 
figury  OC  która  przez  punkt  G  przechodzi ;  to  więc  wirowanie. 
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niepoddane  żadnej. sile^  zostaje  stateczne.  Ale  cięiar  P  wpływa 
na  kęt  9;  i  temsameni  na  kołysanie  -7-;  a  ponieważ  na  nipcy 

równania  (a)  wieloczyn  -^  dos9  jest  stateczny,  zt§d  wnosimy 
że  kęt  6  zbliża  się  do  keta  prostego  w  miarę  jak  rośnie  prędkość 
kętowa  ^  ruchu  poprzedzania.  Jeśli  przeciwnie,  prędkość  po- 

przedzania  J^  maleje,  z  przyczyny  różnycli  oporów  wpływają- 
cych na  rueh  ciała,  to  kęt  9   maleje  także  i  oś  figury  OG 

podnosi  się  aż  do  położenia  pionowego.  Co  się  właśnie  spos- 
trzega w  ruchu  frygi  która,  rzucona  pochyło  na  ziemię  z  wielka 

prędkościę  wirowania  właściwego  -^ ,  niebawem  staje  pio* 
nowo  w  położeniu  równowagi  stałej. 

Przypuszczając  że  wirowanie  właściwe  -^  jest  stateczne, 
wtenczas  na  mocy  drugiego  równania  (21),  gdy  prędkość  poprze- 
dzania -^  może  być  stateczna,  będzie     -y-  =  O ;  i  nawzajem^ 

gdy  niema  kołysania,  ruch  poprzedzania  może  być  jednostajny ; 
ale,  w  obydwóch  przypadkach,  pod  niezbędnym  warunkiem 
żeby  pierwszemu  równaniu  (21)  stało  się  zadość,  to  jest  trzeba 
koniecznie  żeby  było 

(6)  (Cn  -  A  ^  dos 6)  ^  wstG  =  Pa wst9, 

albo,  wedle  tego  co  w  poprzedzającym  numer?e  powiedziano, 

G=Pawsl9. 

Znajdujemy  więc,  już  wiadomy  innym  sposobem,  warunek 
konieczny  i  dostateczny  ruchu  jetlnostajnego  frygi.  Równa- 
nia {a)  i  (b)  ten  ruch  określają. 
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RUCH  BRYŁY  OBROTOWEJ  CIĘŻKIEJ  POD  DZIAŁANIEM  SIŁY  PRZYŁOŻONEJ 

DO  JEDNEGO  Z  PUNKTÓW  OSI  FIGURY. 

*J53.  Biorąc,  jako  wyżej,  trzy  osie  prostokątne  ON,  OM,  OC 
za  osie  ruchome  spółrzędnycb,  przypuśćmy  że,  oprócz  ciężaru  P 


bi7ły,  działa  na  oś  figury,  w  jej  punkcie  C  maj§cym  odległość 
CO  =  /,  siła  zewnęlrzna  której  składowe,  równoległe  do  osi 
rucłiomych,  s^  X,  Y,  Z.  Składowa  Z  nie  wpływa  na  ruch 
bryły,  i  wywiera  tylko  parcie  na  punkt  stały  O  osi  obrotu  OG  ; 
zostawimy  j^  na  boku,  i  zajmiemy  się  samemi  składowemi  X,  Y, 
które  z  ciężarem  P  będ^  figurowały  w  równaniach  ruchu. 
Owoż,  momenta  trzech  sił  zewnętrznych  X,  Y,  P,  około  osi 
ruchomych,  są, 


około  osi  ON 


około  osi  OM 


<^=P(iwste— Y/, 

OlL  =  X/, 


około  osi  OC 


N  =0; 


więc,   podstawiając  te  wartości  w  ogólnych  formułach  (20), 
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mamy  równania 

A^-(A-C)^JwstedosG  +  C^^wsie=Pawsl9-Y/, 
d^      ^  ^dc-  ^     dtdt 

■       #<!«•  + J  =  ». 


za  pomoc§  których  można'  wiedzieć  jakie  siły  normalne  X  i  Y 
trzeba  przyłożyć  do  osi  figury  w  punkcie  G,  aby  nadać  tej  osi 
ruch  stożkowy  wyznaczony.  Można  więc,  zmuszając  oś  figury 
do  pewnego  ruchu,  wyrachować  zt^d  wynikające  oddziaływania 
—  X,  i  —  Y  na  ciała  które  ten  ruch  sprawiają. 

Dwa  pierwsze  równania  (22)  pokazuje  że  oddziaływania^  wy- 
warte w  punkcie  C  osi  obrotu,  s^  tern  większe  im  wirowanie 

właściwe  ^  jest  bystrzejsze.  W  doświadczeniach  daj§  zw}kle 

wielka  wartość  wirowaniu   -^ ;  dlatego  też  wyiazy  zawierające 

to  wirowanie  grają  przeważn§  rolę  w  równaniach  ruchu,  i  one 
właśnie  wyznaczają  główną  część  zjawiska  ruchu  które  doświad- 
czeniem sprawdzić  chcemy. 

25&.  Rozbierzemy  teraz  dwa  szczególniej  ważne  przypadki 
ruchu  którym  się  zajmujemy. 

lo  Rucu  POPRZEDZANIA  BEZ  KOŁYSANIA.  Jcśli  zmusimy  OŚ  figury 
OC  do  opisywania  stożka  kołowego  pod  kątem  9  około  osi  OZ, 

z  prędkością  stateczną   -'''-,   czyli  innemi  słowy,  jeśli  w  forniu- 

łach  (22)  uczynimy 

r/O        ,.         .         iP-(j       .. 

dt  dr-       ' 
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otrzymamy  dwa  równania 

Y/  =  -  C^^  wstB  +  (A  — C)  ^M^s^edos9  +  Pawste, 
at  ał  uf" 


x/  =  A  $i  wste, 

ar 


które  wyznacza  bkładowe  X  i  Y. 


df^ 


Przypuszczając  że  dano  ciału  wielka  prędkość  t^  wirowania 
na  jego  osi  figury  OC,  podczas  gdy  rau  udzielono  powolny 
ruch  poprzedzania    ^  około  osi  OZ,  widzimy  łatwo  że  wyraz 

—  C  -^  -^  lastO,  proporcyonalny  do  ^^,    będzie  miał  wartość 

samoist^  o  wiele  większa  od  summy  dwócti  po  nim  idących 
wyrazów.  Zatem,  w  ruchu  poprzedzania  osi  figury  OC,  siła  Y, 
leżąca  na  płasczyznie  COZ  i  normalna  do  drogi  przebieżonej 
przez  punkt  CJest  bardzo  wielka,  bo  prawie  proporcyonalna  do 

prędkości  kitowej  ^^- ;    a  ponieważ,  w  założeniu   rr  jf  ^  ^j 

siła  Y  jestodjemna,  oddziaływanie  — Y  jestdodatne  i  usiłuje 
z  wielkę  moc§  podnieść  punkt  oparcia  G.  Co  do  oddziaływania 

—  X;  ono  jest  wprost  przeciwne  ruchowi  poprzedzania,  ale 
względnie  bardzo  słabe  i  bynajmniej  niezależne  od  wirowa- 

d(p 

ma  ^ . 
dt 

Więc,  łeby  zmusić  oś  figury  OC  do  opisywania  stożka  obro- 
towego około  osi  OZ,  trzeba  wywrzeć  na  tę  oś  OC  parcie  prawie 
normalne  do  tlrogi  któr^  punkt  C  ma  przebiegać ;  to  jest  jednem 
słowem,  trzeba  ciężyć  na  oś  obrotu  OG  zamiast  j^  ci§gn^ć 
w  stronę  przemieszczenia  jakie  sprawić  chcemy. 
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2®  RUCU  KOŁYSANIA  BEZ  POPRZEDZANIA.  JeŚU  W  foriTlułilch  (22) 

uczynimy 

p     otrzymamy,  do  wyznaczenia  sił  X  i  Y,  dwa  równania 

Y/  =  — A^  +  PawstO 

Siła  X,  normalna  do  przemieszczenia  osi  OC,  ma  warlość 
liczebna  bardzo  wielka,  proporcyonaln^  do  -^ ;  ^dy  tymcza- 
sem siła  Y,  działająca  w  stronę  rucłiu  osi  OC,  ma  warlość  zu- 
pełnie  lak^  sam§  jak  gdyby  wirowanie  właściwe  -^  nie  istniało. 

Więc,  w  tym  przypadku  jako  w  poprzedzającym,  wysilenie  po- 
trzebne do  przemieszczenia  osi  OC  na  płasczyznie  COZ  jest 
prawie  normalne  do  tej  płasczyzny.  Oddziaływanie  --X  jest 
dodatne  albo  odjemne,  to  jest  skierowane  w  stronę  ON  albo 

J  JA 

W  stronę  przeciwna,  według  jak  prędkości  k§towc  ^  i  — 
s^  obie  tych  samych  znaków  albo  znaków  przeciwnych. 

So  Jeśli  jest  zarazem    -^  =  O    i    --  =  O,    wtedy  oś  figury 

OC  zachowuje  położenie  stateczne  w  przestrzeni.  Co  być  po- 
winno; wirowanie  właściwe  nie  zmienia  punktów  oparcia  tej 
linii,  bo  ona  jest  osi^  główna  bezwładności,  i  ciężar  P  roz- 
dziela się  między  dwa  czopy  O  i  C  wedle  prawideł  Statyki. 

255.  Chociaż  na  pierwsze  spojrzenie  te  zadziwiające  ustawy 
ruchu  mogą  się  zdawać  paradoksalne,  doświadczenie  sprawdza 
je  z  niezaprzecziUną  pewnością.  Ku  temu  służy  najlepiej  pr/y- 


rt 


ii 
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rz§d  Boknenberger^a.  Jest  to  sfera  massowa  S  której  oś  AA^ 


zawieszonasposobemA'arciana(*),uiywanyaidozawieszaniachro- 
nometrówi  bussoli  na  okrętach^  może  brać  wszystkie  orientacye 
w  przestrzeni.  Stykając  sferę  S  z  kołem  wprowadzonem  w  ruch 

przez  pocięg  kół  zębatych,  nadaje  się  jej  wielka  prędkość   ^ 

wirowania  właściwego  na  osi  AA';  po  odsunięciu  koła  poru* 
szaj^cego,  sfera  zachowuje  prędkość  nabytą.  Wtedy,  chcęc 
zmienić  orientacye  osi  AA',  zdawałoby  sięźe  dość  będzie  obró- 
cić osadę  kołową  BCB'  około  średnicy  pionowej  CC,  w  jedną 
albo  w  drugą  stronę^  aby.  sprawić  ruch  osi  AA'  w  tym  kie- 
runku. Jednakże  ta  osada,  mimo  silnego  parcia,  zostaje  na 
miejscu  jak  gdyby  do  niego  była  stale  przytwierdzona;  i  dozna- 
jemy od  niej  oporu  który  naturalnie  za  przeciwny  probowa- 


{*)  Dwa  okręgi  spdłśrodkowe  masisowe  BGB'G',  ABA^B',  z  których 
Jeden  jest  rucliomy  około  swojej  średnicy  pionowej  GG',  a  dragi  ruchony 
okoio  średaicy  poziomej  BB'  pierwszego,  slanowigi  tak  zwany  układ 
Kardana.  Tym  sposobem  zawieszone  narzędzie,  na  przykład  barometr, 
maj^c  wolność  oscyllowania  na  wszystkie  strony.,  może  zostawać  w  po- 
łożeniu pioaowem  mimo  różnych  oscyilacyj  okręta.  ' 

incHAiaM.  lu-i*  83 
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nemu  ruchowi  uważamy.  A  jedynym  wynikiem  naszego  wysi- 
lenia jest  zmiana  i^^ta  6  jaki  oś  AA'  czyni  z  pionowa  GC. 
W  istocie  mniemany  opór  jest  prawie  żaden ;  ale  istnieje  rze- 
czywisty bardzo  silny  opór  który,  rzecz  ciekawa^  jest  prawie 
normalny  do  kierunku  ruchu  jaki  uskutecznić  zamierzaliśmy. 
Wywierając  parcie  pionowe  na  oś  AA',  w  jednej  z  dwóch  jej 
skrajnością  przezwyciężamy  ten  opór;  albowiem  oś  AA'  bierze 
właśnie  ruch  w  kierunku  prostopadłym  do  przyłożonego  par- 
cia. Owoż,  jeśli  za  pomoc§  kołeczka,  wsadzonego  w  dwie  za* 
razem  dziurki  wydrążone  w  osadach  kołowych  ABA'  i  fiCB', 
zniszczymy  ruch  kołysania  osi  AA',  natychmiast  znika  opór  o 
którym  mowa,  i  lekki  popęd  nadany  osadzie  AB  A'  sprawia  jej 
obrót  z  osią  AA'  około  pionowej  CC.  Przyprowadziwszy  tym 
sposobem  osadę  BCB'  na  pewne  położenie,  jeśli  wyjmiemy 
kołeczek,  przyrząd  zostaje  nieruchomy^  i  osada  BCB'  zdaje  się 
ustalona  w  nowem  położeniu  tak  silnie  jak  była  w  pierwszem. 
To  doświadczenie  jest  niewątpliwym  dowodem  prawdziwości 
wyłożonej  teoryi  ruchu  poprzedzania  i  kołysania* 

256.  Możemy  teraz  uzupełnić  to  cośmy  o  działaniu  dwojanu 
powiedzieli  w  n'u  215; 


GiROSKOP.  Niech  będzie  krąg  massowy  K  wirujący  na  swojej 
osi  symetryi  OC,  którą  przypuszczamy  prawie  poziomą.  Jedna 
skrajność  tej  osi  opiera  się  w  punkcie  stałym  O,  z  tarciem  naj- 
mni^jszem  możebnem;  a. druga  jest  w  panwi  G,  zawieszonej 
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na  nici  CD  w  punkcie  niezmiennym  D.  Tężność  nici  która 
można  zmierzyć  za  pomoce  szali,  zoslaje  zupełnie  taka  sama 

jak  gdyby  wirowanie  ^  nie  istniało;  a  podczas  wirowania  nić 

at' 

nie  ma  żadnego  zł>oczenia  poziomego.  Ten  przyrząd  nazywa  się 

giroskopem. 

Gdy  kręgowi  K  nadano  rucłi  wirowy  z  prędkością  przy-* 
zwoit§,  niszczy  się  raptem  punkt  oparcia  C  pal§c  nić  GD^  albo 
puszczając  nagle  skrajność  osi  OC  jeśli  była  trzymana  w  ręku. 
Wtedy,  w  pierwszej  cłiwili  ta  skrajność^  nie  będąc  podtrzymy- 
wana^ spada  naturalnie;  ale  tak  mało  że  oś  OZ  zniża  się  ilością 
prawie  niedostrzegalną ;  poczem  natychmiast  giroskop  bierze 
ruch  poprzedzania,  na  mocy  którego  oś  OC  przebiega  płas- 

czyznę  pionową^  z  prędkością  kątową  stateczną    ^    około 

punktu  O. 

Aby  się  o  tem  wszystkiem  przekonać,  dość  jeat  w  równa- 
niach (22)  uczynić 


co  daje 


X  — O         Y  —  O         ^'''  —  0         ^*  — O- 
A-O,         Y~0,        ^-0,        -^-0. 


A^  =  Pawste, 


Pierwsze  równanie  dowodzi  że,  w  samej  chwili  zniszczenia 
punktu  oparcia  C,  oś  OC  nie  bierze  przyspieszenia  poziomego 
tylko  małe  przyspieszenie  pionowe.  Ale  zaraz,  z  przyczyny  cię- 
żaru P  i  punktu  stałego  O,  powstaje  dwojan  mającyj  mora*ent 
PawstO;  i  on  sprawia,  w  czasie  dł,  nieskoiiczenie  małe  wiro- 
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wanie  około  osi  głównej  ON,  która  jest  średnicą  sprzężoną  jego 
płasczyzny  w  ellipsoidzie  bezwładności  względnej  do  punktu  O. 

To  wirowanie  składa  się  z  wirowaniem  właściwem  -^  w  jedno 

dt 

wirowanie  wynikowe,  skutkiem  którego,  w  założeniu  ^  >  O, 

dt 

oś  OC  bierze  położenie  nieskończenie  sąsiednie  na  końcu  czasu 
dt^  idąc  w  stronę  wskazaną  przez  strzałę.  Tym  sposobem  zaczy- 
na się  i  kontynuje  ruch  poprzedzania  osi  OC,  który  będzie 
jednostajny  jeśli,  jako  już  wiadomo,  staje  się  zadość  równaniu 

(C-*,*d».+.C^^=P.. 

Ale,  przy  zaczęciu  ruchu  poprzedzania  jednostajnego,  będzie 
zawsze -małe  kołysanie,  które  powróci  po  pewnym  przeciągu 

czasu,  gdy  różne  tarcia  i  opór  powietrza  zmniejszą  prędkość  -^ 

wirowania  właściwego.  Wtedy  prędkość  -^  poprzedzania  zwięk- 
szy się,  na  mocy  trzeciego  równania  (22). 

257.  Przypuśćmy  że  w  chwili  zniszczenia  punktu  C,  zamiast 
opuszczać  oś  OC  dano  jej  pewną  prędkość  kątową  poziomą  ^; 

i  szukajmy  jaka  powinna  być  (a  prędkość  żeby  ruch  poprze- 
dzenia zostawał  jednostajny,  z  temsamem  nachyleniem  osi  OC 
na  pionowe  OZ,  i  z  wirowaniem  właściwem  statecznem  m, 

W  równaniach  (22)  uczyńmy 

v_o  Y-0   ™^*-0-        ^^~0  ^^-«,* 

X-0,         Y-0,         ^-0,         -_0,         ^-n,, 

oirzjmaroy  równanie 

(A  -  0)  ^'  dosO  _  Cm  1*  +  Pa  =  0. 
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Z  którego  wynikają  dla   ^  dwie  wartości 


rfł  _  Cm  ±  VC%w^  --  /i(A  —  C)PQdos9 
dt  2(A~CJd086 


d^ 


Owoźy  dlatego  iem  jest  bardzo  wielkie,  wartości  dla    ^   sę 

dt 

zaw^e  rzeczywiste^  i  można^  wyprowadzając  czynnik  (?m^  za 
pierwiastnik,    rozwinęć    wartość      (<  _U{k  —  C)?aiosS\i 

wedle  ustawy  dwumianu  Newtona.  Jeśli  więc  zaniedbamy  wy« 
razy  zawierajęce  — ^  ^    będzie 

* 

d^  Cm       (1-^/4     2(A— C)Pqd08a      2rA— C)t^«dos«>         U 

dt  "^ 2(A— C)d08« ( *^V*  C^ma  0*1^4  ')]' 

Zatem,  oznaczajęc  przez  -^  i  -4^  szukane  wartości,  mamy 
rf+i  _  Pa    ,  (A— C)P^aMos9  , 

(/<|^ Cm Pa 

"3r  ""  (A  —  C)dose      Ćm 

Pierwsza  wartość  ^^  jest  bardzo  mała,  i  prawie  niezale>.na 
od  k§ta  O,  dlatego  że  mianownik  Cm  jest  bardzo  wielki  w  po- 
równaniu z  licznikiem  Pa,  a  drugi  wyraz    '    "*  J>  ? — — 

Cth* 

może  być  zaniedbany  z  przyczyny  wielkości  mianownika  Cm*. 

Ta  wartość  jest  nawet  ściśle  równa  ułamkowi    =^  gdy  6  =  -.  ' 
*  Cm  ®  ^  2 

l^tćdy  oś  OC  opisuje  płasczyznę  poziome. 
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Druga  wartość  -^ ,  zmienna  z  ketem  9,  jest  bardzo  wielka 
bo  prawie  proporcyonalna  do  m.  Ta  wartość  staje  się  nieskoń- 
czenie wielką  gdy  0  =  ^.   Więc,  jeśli  osi  OC  dano  prędkość 

k§tow§  poziomą^  wyrażoną  przez  -P ,    giroskop  będzie  midi 

dt 

ruch  poprzedzania  jednostajny,  ale  jego  oś  nie  będzie  lygdy 

mogła  opisywać  płasczyzny  poziomej. 

W  doświadczeniach  otrzymuje  się  zwykle  pierwszą  wartość 
•^  prędkości  poprzedzania;  ta  wartość  jest  prawie  propor- 
cyonalna do  wieloczynu  Pd,  i  to  tiumaczy  dlaczego  można  ją 
powiększyć  ciężąc  na  skrajność  C  osi  OC.  Wtedy  albowiem  do 
momentu  Pa  ilodaje  się  moment  parcia  wywartego  normalnie 
na  oś  OC;  co  jakoby  powiększa  ciężar  P. 

Nakoniec,  widzimy  dobrze,  dlaczego  prędkość  -^  po- 
przedzania rośnie  bardzo  szybko,  gdy  prędkość  m  wirowania 
właściwego  maleje. 

Uwaga.  Foucauit,  wynalazca  giroskopu  którego  ruch  treści- 
wie tylko  wyłożyliśmy,  wymyślił  drugi,  znakomity  giroskop, 
i  za  jego  pomocą  wydatnie  udowodnił  ruch  wirowy  ziemi.  Jest 
jeszcze  ciekawy  przyrząd  zwany  szalą  giroskopowa.  Są  i  inne. 
Wszystkie  opierają  się  na  własnościach  ruchu  któregośmy 
rozwinęli  ogólne  zasady.  W  szczegóły  wchodzić  nie  możemy, 
bo  one  przechodzą  zakres  naszego  dzieła. 

258.  Poprzedzanie  punktów  równonocnych  (*)  przemieszcza 
o  blisko  50'  rocznie,  w  stronę  przeciwną  pozornego  ruclm 
dorica,  linię  przecięcia  równika  ziemskiego  [z  ekliptyką.  Ten 


(*)  Zwane  także  cofaniem  się  łych  punktów. 
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ruch',  kombinując  się  z  wirowaniem  właściwem  ziemi,  daje  oś 
wirowania  chwilowego.  Co  dowodzi  że  oś  chwilowa  wirowania 
globu  ziemskiego  nie  ma  w  nim  stałego  położenia.  Rzeczywisty 
ruch  ziemi,  jako  już  wiemy^  jest  toczeniem  się  stożka  obroto- 
wego, ściśle  z  ni§  zwianego,  wewnątrz  stożka  obrotowego 
stałego  w  przestrzeni  którego  oś  jest  prostopadła  do  ekliptyki. 
Stożek  ruchomy  jest  bardzo  mało  rozwarty,  a  połowa  k^ta 
stożka  stałego  równa  się  nachyleniu  ekliptyki  na  równik.  Sto- 
suj§c  wyłożon§  teoryę,  łatwo  pojmujemy  że  poprzedzanie  jedno- 
stajne ziemi  pochodzi  z  działania  dwojanu  mającego  oś  w  kie- 
runku linii  węzłów.  Ciążenie  powszechne  uspi^awiedliwia  istnie- 
nie takiego  dwojanu.  Gdyby  ziemia  była  doskonałą  sferą, 
wynikowa  działań  słońca  na  wszystkie  jej  punkta  materyalne 
przechodziłaby  ciągle  przez  jej  środek  ciężkości ;  i  ta  siła  nie 
sprawiałaby  ruchu  wirowego  ziemi  około  osi  przez  ten  punkt 
poprowadzonej.  Ale  ziemia  ma  kształt  ellipsoidy  obrotowej, 
cokolwiek  spłasczonej  przy  biegunach  i  trochę  wzdętej  przy 
równiku.  Ztąd  małe  zboczenie  wynikowej  działań  słońca.  Ta 
więc  wynikowa,  przeniesiona  do  środka  ciężkości  ziemi,  daje 
dwojan  który  sprawia  poprzedzanie.  Ale  moment  tego  dwojanu 
jest  bardzo  mały,  i  dlatego  poprzedzanie  zaledwie  50"  rocznie 
wynosi. 

Ciążenie  powszechne  tłumaczy  także  kołysania  osi  ziemskiej 
przypisując  je  działaniu  księżyca.  Ale  to  wszystko  należy  już 
do  Mechaniki  niebieskiej. 
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RUCH  CIAŁA.  BRYŁOWŁGO  WOLNEGO  W  PRZESTRZENI. 

259.  Za  pomoce  zasady  d^Alemberta  mołna  zaraz  otrzymać 
równania  różniczkowe  ruchu  ciała  bryłowego  niezmiennego, 
wolnego  w  przestrzeni ;  dość  tylko  wyrazić  źe  sity  zewnętrzne, 
wprost  przyłożone  do  różnycłi  punktów  ciała,  i  siły  bezwła- 
dności wszystkich  punktów  materyalnych,  zadość  czynie  sześciu 
równaniom  równowagi  ciał  bryłowych  niezmiennych.  Owoł, 
odnosząc  ruch  ciała  do  trzech  osi  spółrzędnych  prostokątnych 
0X,  OY,  OZ,  stałych  w  przestrzeni,  nazwijmy  X,  Y,  Z  skła- 
dowe wynikowej  sił  zewnętrznych,  przyłożonych  do  jednego 
z  punktów  materyalnych  ciała;  a  jeśli  oznaczymy  massę  tego 
punktu  przez  m  i  spółrzędne  przez  x,  y,  z,  składowe  jego  siły 
bezwładności  będ^ 

dh:  tPu  cPz 

-""dfi^     -"^w     -"^w 

% 

Więc,  wyrażając  że  wszystkie  siły,  tak  rzeczywiste  jak  siły 
bezwładności,  zadość  czyni§  równaniom  równowagi  ciał  bryło- 
wych niezmiennych,  znajdziemy  sześć  następuj^ceych  równań 


2d^x       V^ir 
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które  S9  równaniami  różniczkowemi  ruchu  ciała  bryłowego 
niezmiennego,  zupełnie  wolnego  w  przestrzeni. 

Znaki  V  w  pierwszych  stronach  wskazuje  summy  rozcią- 
gające się  do  wszystkich  punktów  materyahiych  z  których  ciało 
jest  utworzone^  a  te  same  znaki  w  drugich  stronach  wyrażają 
summy  rozcinające  się  do  wszystkich  sił  zewnętrznych^  wprost 
przyłożonych  do  różnych  punktów  materyalnych  tego  ciała. 

Powyższe  równania  pokazuję  ważne  własność.  Gdy  ciało  bry- 
łowe niezmienne  jest  w  równowadze  pod  działaniem  sił  jakich- 
kolwiek, można^  jako  wiemy^  zastępić  układ  sił  przyłożonych 
przez  uldad  róunwwariy,  Otóż^  z  kształtu  tych  równań,  i  z  wa- 
runków równowartości  {Tom  I,  329),  wnosimy  że  układ  sił, 
przyłożonych  do  ciała  bryłowego  niezmiennego  w  ruchu,  może 
być  zastąpiony  przez  inny  układ  sił  równowarty  pierwszemu, 
bez  najmniejszej  zmiany  istniejącego  ruchu.  Zatem,  dwa  układy 
równowarte  sił  działających  w  równowadze  ciała  bryłowego 
nieacmiennego,  sę  także  układami  równowartemi  sił  działają- 
cych  w  jego  ruchu. 

260.  Równania  różniczkowe  w  licsbie  sześć,  któreśmy  dopiero 
co  otrzymali,  sę  dostateczne  do  zupełnego  wyznaczenia  ruchu 
ciała  bryłowego,  ale  niedogodne  z  przyczyny  wielości  niewia- 
domych. I  w  samej  rzeczy,  te  równania  zawierają  spółrzędne 
Xy  y,  z  wszystkich  punktów  materyalnych  ciała  bryłowego;  żeby 
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więc  można  było  wyznaczyć  wszystkie  niewiadome  zadanego 
zagadnienia^  trzebaby,  do  sześciu  powyższych  równań  różnicz- 
kowych, doł§czy(i  równania  wyrażające  że  odległości  punktów 
materyalnych  s§  między  sobf  niezmienne  i  wiadome.  Te  zaś 
równania  bryłowości  ciała,  w  liczbie  Zn  —  6  w  której  n  znaczy 
ilość  punktów  materyalnych,  wyznaczyłyby  3«  —  6  spółrzę- 
dnych  w  funkcyi  sześciu  spółrzędnych  pozostałych,  któreby  były 
niewiadomemi  zagadnienia.  Wtedy  równania  różniczkowe  zcał- 
kowane  dałyby  wartości  tych  ostatnich  w  funkc]^  czasu  t.  Ale 
możemy  innym  sposobem  dojść  wprost  do  równań  różniczko- 
wych które  zawierają  tylko  sześć  niewiadomych. 

Jakoż,  wiemy  że  w  ruchu  ciała  bryłowego  w  przestrzeni 
środek  ciężkości  porusza  się  jako  punkt  materyalny^  któryby 
^  miał  massę  równ^  całej  massie  ciała  a  do  któregoby  przyłożono 
wszystkie  siły  zewnętrzne  działające  na  ciało,  a  przeniesione 
równolegle  do  siebie  samych.  Znając  ruch  środka  ciężkością 
zostaje  nam  do  znalezienia  ruch  samego  ciała  około  tego  środka. 

Aby  rozwiązać  zagadnienie  ruchu  względnego  którego  teraz 
szukamy,  prowadzimy  przez  środek  ciężkości  G  ciała  trzy  osie 
G^,  Gil,  GZ  ruchome  z  ciałem,  ale  ciągle  równoległe  do  trzech 
osi  spółrzędnych  prostokątnych  0X,  OY,  OZ  stałych  w  przes- 
trzeni. Ruch  względny  ciała  będzie  oczywiście  wirowaniem 
około  środka  ciężkości^G,  uważanego  za  punkt  stały^  pod  dzia- 
łaniem sił  rzeczywiście  przyłożonych  i  sił  pozornych;  ostatnie 
wprowadzone  dlatego  żeby  można  brać  ruch  względny  za  ruch 
samoisty.  Owoż^  osie  zmienne  maj^,  w  naszem  założeniu^  ruch 
I»^eniesienia;  więc  siły  odśrodkowe  składane  s$  zero^  i  siły  po- 
zorne (zmyślone)  przywodzą  się  do  samych  sił  bezwładności 
ruchu  uniesienia  {Tom  I,  285);  a  ponieważ  te  ostatnie  s§  wszys- 
tkie równoległe  i  proporcyonalne  do  mass  punktów,  ich  wyni- 
kowa, równa  ich  summie,  przechodzi  przez  środek  ciężkości 
ciała  bryłowego.  Ztąd  wynika  że  summa  momentów  sił  pozor- 
nych, względem  wszelkiej  osi  poprowadzonej  przez  środek  cięż- 
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kości  G,  jest  zero;  zatem  ruch  względny  ciała  bryłowego  okołcf 
jego  środka  ciężkości  pochodzi  jedynie  z  działania  sił  rzeczy* 
wistych^  i  nie  lóJifi  się  od  ruchu  jakiby  wzięło  ciało  pod  dzia- 
łaniem tych  samych  sił^  gdyby  środek  ciężkości  był  istotnie, 
punktem  stałym.  ^  . 

Więc  ciało  bryłowe,  wolne  w  przestrzeni,  obraca  się  około  swo- 
jego irodka  ciętkości  tak  jak  gdyby  ten  punkt  był  stały. 

To  pokazuje  ie  ogólne  zagadnienie  ruchu  ciała  bryłowego 
w  przestrzeni  rozdziela  się  na  dwa  już  wiadome  zagadnienia  : 
ruch  środka  ciężkości,  i  ruch  ciała  około  tego  środka  uważa- 
nego za  punkt  stały.  Ale  nie  zawsze  można  rozwiązać  niezależnie 
jedno  od  drugiego  te  dwa  zagadnienia.  Ruch  początkowy  ciała 
jest  całkiem  wiadomy^  to  prawda;  czem  się  on  stanie  potem? 
to  właśnie  pytanie.  Owoż^  siły  zewnętrzne,  działajęce  na  różne 
punkta  materyalne  ciała,  zależ§  ogólnie  od  ich  położenia  a 
temsamem  od  ruchu  wirowego;  nie  można  więc  wyrachować 
osobno  ruchu  środka  ciężkości  ciała  pod  działaniem  sił  ze- 
wnętrznych, tylko  wtedy  kiedy  te  siły  poruszajęce  maję  kie- 
runki i  natężenia  stateczne ;  albo  ogólniej,  kiedy  siły  zewnętrzne 
maję  wynikowe  jedyne,  przechodzące  przez  środek  ciężkości 
ciała  i  działajęcę  wedle  wiadomej  ustawy. 

Gdy  ciało  bryłowe^  poruszajęce  się  w  przestrzeni,  nie  jest 
poddane  żadnej  sile  zewnętrznej,  jego  środek  ciężkości  ma  ruch 
prostolinijny  i  jednostajny,  a  samo  ciało  obraca  się  około  tego 
punktu  wedle  twierdzenia  Poinsofa^  to  jest  tak  że  ellipsoida 
środkowa  bezwładności  toczy  się  na  płasczyznie  stale]  w  przes- 
trzeni. 

Jeśli  siły  zewnętrzne  przywodzę  się  do  samej  ciężkości,  to 
maję  wynikowe  jedyne^  która  jest  równa  ciężarowi  ciała  i 
przechodzi  przez  środek  ciężkości.  Moment  tej  wynikowej 
względem  każdej  osi,  poprowadzonej  przez  środek  ciężkości, 
jest  zero;  więc  wtedy  także  twierdzenie  Poinsofa  ma  miejsce. 


52&  ROZDZIAŁ  TI. 

'  261  •  Znamy  jui  równania  ruchu  ciała  bryłowego  okołn  punktu 
stałego^  wziętego  za  'poczftek  trzech  osi  spółrzędnych  prosto- 
k§tnych,  ruchomych  z  ciałem  i  ściśle  z  niem  poł§czonych,  albo 
tylko  ruchomych  z  tern  ciidem  ale  do  niego  stale  niepraywię- 
zanycb.  Moglibyśmy  więc  na  tern  poprzestać^  i  zastosować  rze* 
czone  równania  do  ruchu  wirowego  jaki  ciało  bierze  około 
swojego  środka  ciężkości,  uważanego  za  punkt  stały.  Wolimy 
jednak  szukać  wprost  równań  .tego  ruchu,  odniesionego  do 
trzech  osi  ruchomych  ze  środkiem  ciężkości  ale  cięgle  równo- 
ległych do  trzech  osi  prostokątnych  stałych  w  przestrzeni. 

Prowadzimy  tedy  przez  środek  ciężkości  G  ciała  trzy  osie 
prostokątne  GC,  Gn,  GC,  ruchome  z  ciałem  i  cięgle  równoległe 
do  trzech  osi  spółrzędnych  prostokątnych  0X^  OT,  OZ  stałych. 
Przypuszczając  że  obrane  osie  spółrzędnych  maję  kierunki 
trzech  osi  głównych  bezwładności  ciała  na  poczętku  ruchu, 
nazywamy  A,  B,  C  trzy  momenta  główne  bezwładności  wzglę- 
dem tych  osi^  i  oznaczamy  przez  p,  q^  r  składowe  prędkości 
wirowania  równoległe  do  tych  samych  osi. 

Teraz  uważamy  że  składowe  dwojanu  wynikowego  momen- 
tów ilości  ruchu^  odniesione  do  osi  ruchomych  określonych 
jakośmy  powiedzieli,  wyrażaję  się  przy  zaczęciu  ruchu  przez 

Ap,  Bj,  Cr. 

Te  więc  składowe  sę,  na  poczętku  czasu  <//,  spółrzędneroi 
skrajności  K  osi  GK  dwojanu  wynikowego  momentów  ilości 
ruchu;  zatem,  wedle  już  użytej  notacyi^  mamy 

Kg  =  Ap,  K^  =  ^>  \  =  Cr, 

Owoż,  w  tym  przypadku  osi  ruchomych  tak  jako  w  popne- 
dzajęcych,  składowe  prędkości  punktu  K  w  jego  ruchu  unie- 
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sienU  wynłają  tię  przez 

Pj  =  gKr  —  rK,  =  (C  ~  B)^, 

»,  =  '•K|  -  pKc  =  (A  -  C)pr, 

«'c  —  Z**^,  -  ?K«  =  (B  —  A)pj; 
a  zaś  sUadowe  prędkości  względnej  tego.samego  punktu  K  są 


^SF'  ^57'  ^5?- 


Więc^  jeśli  nazwiemy  L,  M,  N  składowe  [dwojanu  wyniko- 
wego sił  zewnęinnycti,  rozumujęc  jako  w  n»«  250^  i  stosując 
twierdzenie  momentów  ilości  rucliu  umieszczone  w  odsyłacza 
stronicy  U9S\  otrzymamy 


A^  +  (C-^B)7r  =  L, 


B^+{A-C);?r  =  M. 


c|  +  (B^A)/>j  =  N. 


Te  równania  daję  przyrosty  dp^  dq^  dr  jakiemi  się  powięk- 
szają prędkości  kętowe  p,  q,  r  ciała  bryłowego^  w  jego  wiro- 
waniacti  około  trzecti  osi  głównych  względnycti  do  środka 
ciężkości,  przez  czas  nieskończenie  mały  dt,  upłyniony  od 
chwili  w  której  te  osie  schodziły  się  z  trzema  osiami  G$,  On,  GC 
równoległemi  do  osi  stałych  0X»  OY,  OZ.  Ale  można,  na  po- 
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czętku  każdej  chwili  czasu^  brać  za  osie  stałe  spólrzędnych 
kierunki  równoległe  do  osi  głównych  bezwładności  ciała;  więc 
otrzymane  równania  mog^  i  powinny  być  uważane  jako  praw- 
dziwe w  każdej  chwili. 

Trzy  równania  ruchu  środka  ciężkości  G  dają  spółrzędne 
^i»  yu  ^1  *®go  punktu  w  funkcji  czasu  /,  a  trzy  ostatnie  ró- 
wnania wyznaczają  p,  y,  r  także  w  funkcyi  czasu  t.  Tym  spo- 
sobem jest  wiadomy  stożek,  miejsce  geometryczne  położeń  po 
sobie  idących  osi  chwilowej  wirowania  wewnątrz  ciała  rucho- 
mego. A  ponieważ  jest  znana  prędkość  k§towa  »  około  osi 
chwilowej,  będzie  wiadomy  drugi  stożek,  miejsce  geometryczne 
położeń  osi  chwilowej  względem  osi  G^^  Gi^^  G^,  kierunku 
statecznego,  poprowadzonych  przez  środek  ciężkości.  Więc 
ruch  ciała  około  środka  ciężkości  będzie  zupełnie  wyznaczony^ 
ponieważ  ten  ruch  zależy  na  toczeniu  się  pierwszego  stożka  na 
drugim^  z  prędkością  kątową  wiadoma  ». 

RUCH  NADANY  PRZEZ  UDERZENIE  CIAŁU'  BRYŁOWEMU 
WOLNEMU  W  PRZESTRZENI. 

262.  Przypuśćmy  że  ciało  bryłowe  zupełnie  wolne^  pier- 
wotnie W  spoczynku^  zostało  uderzone,  na  przykład  młotem, 
szukajmy  jaki  ztąd  ruch  wyniknie.  Uderzenie  odbywa  się  w  cza- 
sie niezmiernie  krótkim,  ale  siła  uderzenia  [działająca  przez  ten 
czas  na  ciało  jest  zwykle  bardzo  wielka,  i  może  sprawić  ruch 
bardzo  szybki.  Jakąkolwiek  prędkość  punkt  materyalny  m  ciała 
otrzymuje  po  uderzeniu^  jego  przemieszczenie  w  chwili  gdy  siła 
uderzenia  działać  przestaje,  jest  zawsze  bardzo  małe.  I  w  samej 
rzeczy,  choćby  nawet  ten  punkt  miał^  przez  czas  działania  sił 
uderzenia,  prędkość  którą  posiada  dopiero  na  końcu^  jego  całe 
przemieszczenie  byłoby  jeszcze  małej  bo,  nazywając  s  prze^ 
mieszczenie  punktu  tn^  2l  v  jego  prędkość  na  końcu  niezmier- 
nie krótkiego  czasu  O  przez  który  działa  siła  uderzenia,  i  przy- 
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puszczając  łe  jej  kierunek  zostaje  stateczny  przez  cały  czas  d^ 
byłoby 


=  I  vdt—  vQ. 


Tern  bardziej  więc  musi  być  małe  przemieszczenie,  skoro 
punkt  m  stopniowo  nabywa  prędkości  jakg  zostaje  ożywiony 
po  uderzeniu.  Pojmujemy  teraz  dobrze  dlaczego  można,  prawie 
bez  błędu,  przypuszczać  ie  ciało  bryłowe  zachowuje  to  samo 
położenie  przez  czas  O  działania  siły  uderzenia;  to  przypuszcze- 
nie będzie  tern  bliżej  prawdy  im  w  krótszym  czasie  uderzenie 
się  wykonywa,  a  będzie  zupełnie  prawdziwe  jeśli  uderzenia  jest 
istotnie  siła  ehunlowOy  działające  przez  jedn^  tylko  chwilę. 

Niech  będzie  M  massa  ciała  bryłowego  wprowadzonego 
w  ruch  przez  siłę  uderzenia  P^  przyłożona  do  jednego  z  jego 
punktów  materyalnych.  Aby  znaleźć  ruch  jaki  ciało  weźmie, 
będziemy  najpierwej  >zukali  ruchu  jego  środka  ciężkości,  a 
potem  ruchu  samego  ciała  około  tego  środka^  uważanego  za 
punkt  stały. 

Wyobraźmy  sobie  że  siła  P  wynikająca  z  uderzenia  została 
przeniesiona^  równolegle  do  siebie  samej,  do  środka  ciężkości  G 
ciała;  z  tego  przeniesienia  powstaje  dwojan  (P,  —  P).  Owoż, 
siła  'P,  przyłożona  do  środka  ciężkości  G,  nadaje  mu  ruch  po- 
stępowy; jeśli  więc  nazwiemy  V  prędkość  środka  ciężkości, 
stosując  do  niego  twierdzenie  ilości  ruchu  i  popędów  rzuto- 
wanych na  osi  równoległej  do  kierunku  siły  P,  przypuszczając 
że  jest  stateczny,  będziemy  mieli 


(1)  MV = rpA. 


Dwojan  (P,  —  P)  nadaje  ciału  ruch  wirowy  około  osi  chwi- 
lowej Ql,  która  jest  średnicę  sprzężona  jego  płaiSczyzny  w  eU 
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lipsoidzie  środkowej  bezwładności  (215).  Go  do  prędkości  k§- 
towej  w  z  jak§  się  odbywa  wirowanie  ciała,  otrzyma  się  j^ 

wyrażając  łe  moment  całego  popędu     I  Pdt,    względem  osi 

Jo 

wirowania  GI^  jest  równy  summie  momentów  ilości  ruchu 
wszystkich  punktów  materyalnych  ciała  względem  tej  samej  osi. 
Oznaczmy  przez  y  k§t  kierunku  siły  P  z  osij^  GI,  i  przez  p 
najmniejsza  odległość  tych  dwóch  kierunków ;  będzie 


>^nir^  =  pwsŁy  I  PA, 


zkfd,  nazywając  k  promień  wirowy  ciała  względem  osi  GI^ 
otrzymujemy 


(=)       •=^rw'- 


Jeśli  ciało  bryłowe^  w  ruch  wprowadzone  przez  uderzenie, 
nie  jest  poddane  żadnej  sile,  to  się  porusza  wedle  ustawy  wy- 
rażonej twierdzeniem  Poinsofa;  a  środek  ciężkości  tego  ciała 
opisuje  linię  prosta  [z  prędkością  stateczne  V,  w  kierunku 
w  którym  się  wykonało  uderzenie. 

Nie  trudno  teraz  wiedzieć  jaki  ruch  weźmie  ciało  brjłowe, 
wolne  i  w  spoczynku,  gdy  do  niego  będzie  przyłożony  dwojan 
sił  uderzenia  (sił  chwilowych).  Środek  ciężkości  ciała  zostanie 
nieruchomy;  bo  siły  dwojanu  chwilowego,  przeniesione  równo- 
legle do  siebie  samych  do  tego  środka,  w  nim  się  niszczy. 
A  ponieważ  można,  bez  naruszenia  w  niczem  dwojanu,  uważać 
go  jako  przeniesiony  równolegle  tak  żeby  jedna  z  jego  sił  pr^e^ 
chodziła  przez  środek  ciężkości  G  ciała^  w  tem  położeniu  wi- 
dzimy oczywiście  że  druga  siła  sama  jedna  sprawia  ruch  ciała 
około  punktu  G,  jak  gdyby  on  był  stały.  Ciało  zacznie  się  wjęc 
obracać  około  osi  chwilowej  GI,  która  jest  średnica  sprzężona 


RUCH  CIAŁA  BAYŁOWJEGO  WOLNEGO   W  PRZESTRZENI.        529 

płasczyzny  dwojanu  w  eilipsoidzie  środkowej  bezw}adQOŚci»  Ale 
ruch  wirowy  nie  będzie  się  kontynował  około  GI^  tylko  jedy- 
nie wtedy  kiedy  ta  średnica  będzie  jedn^  z  osi  głównych  eili< 
psoidy  (215). 

263.  Jakiem  uderzeniem  można  nadać  ruch^  ciału  bryłowemu 
wolnemu  w  spoczynku,  nie  wstrząsając  osi  chwilowej  wirowa- 
nia? Oczywiście  trzeba  i  dość  jest  żeby  i^uch,  jaki  ciido  weźmie 
w  skutek  uderzenia,  był  samem  tylko  wirowaniem.  Owoi,  siłę 
uderzenia  P  przyłoton§  do  ciała  w  punkcie  C,  możemy  prze- 
nieść do  środka  ciężkości  G,  wprowadzając  tylko  do  rachunku 


B 

o 


/ 


/ 


:^ 


dwojan  (P,  --  P).  Siła  P^  przyłożona  do  środka  ciężkości  G* 
nada  mu  ruch  przeniesienia;  a  dwojan  (P,  —  P)  sprawi  ruch 
wirowy  ciała  około  osi  chwilowej  GI  która,  jakośmy  powie- 
dzieli, jest  średnicę  sprzężone  płasczyzny  GCP  w  eilipsoidzie 
bezwładności  względnej  do  G.  Zęby  więc  te  dwa  ruchy,  prze- 
niesienie i  wirowanie,  mogły  się  złożyć  w  jedno  wirowanie, 
około  osi  AB,  trzeba  żeby  osie  AB  i  GI  były  równoległe,  i 
żeby  kierunek  ruchu  przeniesienia  środka  ciężkości,  to  jest 
kierunek  CP  siły  uderzenia,  był  prostopadły  do  płasczyzny 
ABGI  (96) ;  a  do  tego  jeszcze  punkt  G,  w  którym  siła  P  spotyka 
płasczyznę  ABGI,  powinien  się  znajdować  na  linii  przecięcia 
GO  tej  płasczyzny  z  płasczyznę  GCP  dwojanu.  Nakoniec,  dwie 
wyżej  otrzymane  formuły  (1)  i  (2),  w  których  trzelm  teraz  uczy- 

nić   y  =  |i   ^m 

Z  —  *! 

MJIGHARIKA.  )!•  —  34 
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Ztęd,  nazywając  a  odległość  60  środka  cię2koftct  G  od  osi 
wirowania  AB,  i  uwałajęcie  V=fl«,  wywodzimy 

»  =  —  • 
^      a 

Vfięc  odległość  GO  punktu  C  od  osi  AB  powinna  być  ró- 
wna długości  wahadła  pojedynczego,  spólnoczesnego  z  waha- 
dłem składanem  jakiemby  było  uważane  ciało,  gdyby  oscyllo  • 
wało  około  osi  AB  wziętej  za  oś  poziomg.  Tak  wyznaczony 
punkt  C  jest  i9*odk{em  uderzenia  (227). 

Gdyby  punkt  O  był  jedynym  punktem  stałym  ciała,  wpro* 
wadzonego  w  ruch  przez  siłę  uderzenia  P,  wtedy,  aby  to  ciało 
obracało  się  ciągle  około  osi  AB  bez  żadnego  parcia  na 
punkt  O,  trzebaby  :  1°  żeby  ta  oś  wirowania  AB  była  jedn^ 
z  osi  głównych  ellipsoidy  l)ezwładności  względnej  do  punktu  O ; 
2"*  żeby  siła  uderzenia  P  była  prostopadła  do  płasczyzny  ABG ; 
i  3^  żeby  punkt  C,  w  którym  siła  P  spotyka  tę  płasczyznę,  był 
środkiem  uderzenia.  Te  trzy  już  wiadome  warunki  Sfi  dosta- 
teczne. 

26&.  Zastosowana:  do  ellljpsoidy  cieżki£j.  Weźmy  za  przy* 
kład  ellipsoidę  jednorodna  ciężka;  i^  nazywając  G  jej  środek, 
GAy  GB.  GCi  trzy  pót-osie,  przypuśćmy  że  odebrała  popęd  przez 
siłę  uderzenia  skierowaną  na  płasczyznie  przecięcia  głównego 
BGC|  a  potem  została  pod  działaniem  samej  ciężkości.  Siłami 
poruszaj§cemi  s§  tu  same  tylko  ciężary  cząstek  materyalnych 
składających  ellipsoidę  ^  te  ciężary,  przeniesione  do  środka 
ciężkości  G,  daję  wynikowe  która  stanowi  siłę  poruszającą 
tego  punktu.  Co  pokazuje  że  środek  ciężkości  G  ellipsoidy  po* 
rusza  się  jako  punkt  ciężki  w  próżni,  i  opisuje  parabolę  w  przes- 
trzeni. 

Prędkość  początkowa  V  tego  środka  jest  wprost  równoległa 
do  kierunku  siły  chwilowej,  a  jej  wielkość^  jeśli  oznaczymy 
przez  jAi;  ilość  ruchu  która  mierzy  tę  siłę,  i  przez  M  massę 
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elltpsołdy,  yiyrmi  się  przez 

MV  =  ^tS         zM        V  =  ^. 

M 

Aby  wyznaczyć  nich  wirowy  ciała  około  jego  środka  ciężko- 
ści, trzeba  uwaftać  że  ciężary  czystek  inateryalnych  składowych 
maję  wynikowe  która^  przechodząc  przez  środek  ciężkości,  nie 
wpływa  na  ruch  wirowy  około  tego  panktu.  Zatem  mch  wirowy 
naszej  ellipsoidy  zależy  jedynie  od  siły  chwilowej  fAV;  A  ponie- 
waż ta  siła  chwilowa  działa  na  płasczyznie  BGC^  prostopadłej  do 
osi  6A  która  jest  jedog  z  osi  głównych  bezwładności  względem 
punktu  G,  ellipsoida  będzie  się  cięgle  obracała  około  osi  GA 
jak  gdyby  ta  linia  była  osia  stałe.  Jeśli  więc  oznaczymy  przez  «> 
prędkość  wirowania  około  osi  GA,  i  przez  f  odległość  siły 
chwilowej  ^t;  od  tej  osi,  będzie 

^_  l^^f  . 

Owoż   ^mr^,   moment  bezwładności  ellipsoidy  względem 

I 

osi  GA,  wyraża  się  przez  -  M(4*-)-c*);  mamy  przeto 

*} 

albo,  wprowadzając  prędkość  początkowe  V  środka  ciężkości, 


» 


To  wszystko  pokazuje  że  oś  wirowania  przenosi  się  równo- 
legle do  siebie  samej,  a  ellipsoida  ciężka  obraca  aię  około  niej 
jednostajnie. 
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Gdy  ellipsoida  ciężka  jest  sfer^  pełn^  albo  wydręźon^,  jedno- 
rodnf  albo  złożona  z  warstew  jednorodnych,  wszelka  jej  śre- 
dnica jest  osi^  głównfi ;  wtedy  ruch  wirowy  sfery  będzie  się 
odby  wsd  około  tej  średnicy  która  jest  prostopadła  do  płasczyzny 
poprowadzonej  przez  środek  figury  i  przez  kierunek  siły  popędu. 

Ruch  wirowy  tej  sfery  ciężkiej  nie  byłby  w  niczem  zmieniony, 
gdyby  wszystkie  jej  punkta  były  przyciągane  ku  innym  punktom 
przez  siły  proporcyonalne  do  mass  i  do  funkcyj  odległości;  bo 
wynikowa  działań  punktu  matei7alnego  na  cał§  massę  sfery 
przechodzi  przez  jej  środek. 

Ale^  jeśli  ciało  różni  się  choćby  najmniej  od  sfery,  jako  zie- 
mia, wienczas  wirowanie  i  jego  oś  będ^  cięgle  zmienne;  ja- 
keśmy to  już  pokazali  (258) 

DRGANIE  STRUNY  GIĘTKIEJ  (*)• 

265.  Niech  będzie  ANB  struna  doskonale  giętka^  bardzo  mało 
rozcięgalna^  jednorodna  i  wszędzie  tej  samej  grubością  wytę- 


żona wedle  swej  długości  przez  siłę  równowarta  ciężarowi  ^^ 
i  przywięzana  w  swoich  dwóch  skrajnościach  do  dwóch  pun- 


(*)  Zobacz  Mecanigue  par  S.  D.  Poisson,  2*  Mition,  Paris,  1833.  — 
Daniel  Bemoully,  d^Alembert,  Taylor,  Lagrange  zajmowali  się  zagadnie- 
niem sbuny  drgającej.  Poisaon  i  Starm  wyłożyli  w  swoich  ddelach  roi- 
wi^zanie  d*Alemberta,  i  my  poszliśmy  za  ich  śladem. 
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klów  Stałych  A  i  B.  Nie  zważając  na  cięiar  p  struny^  który 
jest  bardzo  mały  względnie  do  ciężaru  ^s^^  można  uważać  tę 
strunę  za  prostolinijną  w  stanie  równowagi.  To  ustaliwszy^ 
przypuśćmy  że  oddalono  cokolwiek  strunę  od  położenia  ANB 
równowagi,  i  dano  wszystkim  jej  punktom  małe  prędkości. 
Struna  ł)ędzie  drgała  z  obydwóch  stron  linii  prostej  ANB;  a 
chodzi  teraz  o  wyznaczenie,  w  każdej  chwili,  położenia  i  pręd- 
kości wszystkich  jej  punktów. 

Dajmy  na  to  że,  na  końcu  czasu  /,  struna  ANB  tworzy  krzy- 
we AMB^  płaską  albo  o  podwójnej  krzywiznie,  na  której  punkta 
nieskończenie  sąsiednie  N  i  N'  wzięły  położenia  H  i  M'.  Oznacz- 
my przez  P  rzut  punktu  M  na  prostej  ANB  którą  obieramy  za 
oś  a?^,  i  uczyńmy] 

AN  =  ar,  AP  =  ar  +  ^t 

a  nazwijmy  y,  %  dwie  inne  spótrzędne  PQ,  MQ  punktu  M  pro^ 
stopadłe  między  sobą  i  do  osi  ANB.  Ponieważ  przemieszczenia 
struny  mają  małe  rozmiary,  u,  y,  z  będą  zawsze  bardzo  małe 
względem  x ;  ich  wartości  będą  funkcyami  dwóch  zmiennych 
niezależnych  x  i  t. 
Połóżmy 

NN'  =  dp       i       MM'  =  e&; 

między  temi  cząstkami  składowemi  struny  jest  związek  wyra- 
żający że  ich  massy  są  te  same. 

Nazywając  c  wieloczyn  z  przecięcia  normalnego  struny  przez 
jej  gęstość  w  położeniu  AMB,  tds  będzie  massa  cząstki  MM' ; 
nadto,  jeśli  oznaczymy  przez  /  długość  struny  i  przez  />  jej  ciężar^ 

massa  cząstki  NN'  wyrazi  się  przez  ^^ ;    mamy  więc 
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Aby  otrzymać  równaoia  ruchu,  uWai:aJmy  nąjpiefwej    ie 
^t"!      =  -i-3-»    albowiem  a:  jest  niezależne  od  czasu  t;  za- 
tern  składowe  przyspiesaenia  w  ruobu  punktu  M  8^ 

dhi  ęPg  d^z 

dfi'         dfi'         dfi^ 

A  jeśli  nazwiemy  X»  Y^  Z  składowe  sity  przyspieszającej,  to 
jest  składowe  siiy  wprost  przyłożonej  odniesione  do  jedności 
massy  punktu  M.  składowe  siły  straconej  wyraja  się  przez 

Więc,  podstawiając  te  siły  za  składowe  X,  Y,  Z  w  równa- 
niu równowagi  nici  giftkiąj  (7bm  I,  i/iS),  otrzymujemy  równa- 
nia róxnic«kowe  ruchu  atruny      * 

4f'-^)+(''-s)-*=»' 

w  których  T  oznacza  tężność  struny  w  punkcie  M^  to  jest  dzia- 
łanie wzajemne  dwóch  jej  części  MA  i  MB.  Ciężkość  jest  (a 
jedynęi  aił^  poruszajfcf,  które  moi^imy  zaniedbać.  W  lem  za- 

łojeniu,  znoszą  X,  Y,  Z  i  zastępując  .rf.  p«e.  ^. 
otrzymujemy  równania  różniczkowe  ruchu  prostsze  ale  jeszcze 
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niecałkowalne. 


Te  równania  przywiodą  się  do  k»taUu  linijnego  całkowal- 
nego, jeśli  przypuścimy  ie  drgania  struny  s^  bardzo  oiate.  Ja* 
koż^  nieskończenie  mała  długość  NN'  ^x  dx,  struny  w  równo- 
wadze^ ma  tężność  ^;  ta  długość  staje  się  MM'  r=  (/^  w  rucliu, 
i  wtedy  jej  tęznośćjest  T;  a  doświadczenie  dowodzi  że  wydłużenie 
nici  jednorodnej j  mającej  gęstość  statecmę,  jest  proporcyonalne 
do  długości  pierwotnej  i  do  przyrostu  tetoości.  Zatenii  naiywa- 
j^c  q  spółczyanik  stateczny  dla  tej  samej  struny,  będzid 

T     ^ d$  —  dx 

ax 

Przypuszczając  ds^^^dsc^  byłoby  ^  =  T  — 'e?*;  co  pokazuje 
że  q  jest  powiększeniem  tężności  jakieby  trzeba  nadać  strunie 
żeby  podwoić  jej  długość. 

Stosunek    — ^ —   równa  się,  z  wielkiem  przybliżeniem, 

stosunkowi  -7-.    Albowiem 
ax' 


-{^^'+mHtf' 


a  ponieważ  wedle  założenia  struna  wykonywa  tylko  bardzo  małe 
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drgania,  dostawy  -^  i  -j^  k§tów  jakie  styczna  do  struny  w  punk- 
cie M  czyni  z  osiami  AY  i  AZ,  prostopadłenni  do  AB,  s§  nie- 
zmiernie małe  i  mog^  być  uważane  za  zero ;  więc 

d$z=:dxĄ-du        albo        ds — dx^du. 
Zt^d  wynika  że  można  wzięć 

(2)  T-^y|. 

Trzeba  jeszcze  uważać  że  wydłużenie  ds  —  dx  jakiego  doznaje 
cz§stka  dx  struny  jest  bardzo  małym  ułamkiem  tej  cząstki,  i 

teinsamem  stosunek  -^  jest  zawsze  bardzo  mały.  To  wszystko 

dx     rfffl?— 4*i<^ 
dowodzi  że  stosunek  7-  i     ^  7~  ^  różni  się  bardzo  tnało  od 

jedności ;  dlatego  możemy  w  pierwszem  równaniu  (i)  zastąpić 
dfT       7"    I  przez  (fT,  a  to  ostatnie  przez  qd  ^  na  mocy  (2). 

Tym  sposobem  pierwsze  równanie  (1)  staje  się 

d^u p  dhi 

^'dx^~Jldfi' 

■ 
» 

Więc,  czyniąc  2-2  z=  o*,  mamy  poprostu 

Tak  samo  przekształca  się  dwa  drugie  równania  (1) ;  dość 
tylko  uważać  że  jest  ze  znacznem  przybliżeniem 

dB       dxds       dx'^ 
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można  więc  zamiast  T-^  wzięć  T -^^  albo.  1'®'  +  ?  ;j-j3^i 

i  n&koniec  'rsr^y  zaniedbume  a-j-  przy 'zs^.  Zatem,  jeśli  uczy- 

ax  ax 

nimy  ^-^  =  n\  drugie  równanie  (1)  stanie  się 

dfi~     dx^' 


Trzecie  równanie  (1)  przekształci  się  podobnie.  Mamy  więc 
ostatecznie  trzy  równania  linijne  ruchu  struny 


i 


dfi~     dx^' 


które  wyznaczają  u^  if,z  yt  fankcyi  dwóch  zmiennych  nieza- 
leżnych a:  i  (. 

W  tych  równaniach  zmienne  Uyy,z?ą  rozdzielone;  ztęd  wno- 
simy '2e  ruchy  punktów  struny,  równolegle  do  osi  x^,  y^y  z^ 
s§  niezależne  jeden  od  drugiego  i  istnieję  nie  wpływając  wza- 
jemnie na  siebie.  Jeśli  damy^  na  przykład,  wartość  dowolne 
dla  X,  widzimy  zaraz  że  pierwsze  równanie  (3)  wyznacza  war- 
tość u  w  funkcyi  czasu  t^  a  dwom  drugim  równaniom  staje 
'się  zadość  przez  wartości  y  i  z  obie  zero.  To  dowodzi  że  w  tym 
przypadku  każdy  punkt  struny  ma  ruch  oddzielny  na  osi  AB 
i  nie  opuszcza  tej  linii. 

Drgania  odbywajęce  się  wzdłuż  kierunku  AB  struny  nazywają 
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się  podtuinemi,  a  ie  które  się  wykonywają  równolegle  do  osi  AY 
i  AZ  lostały  mianowane  poprzecznemu  Ostatnie  s^  te  same 
równolegle  do  AY  albo  do  AZ,  jeśli  wartości  początkowe  dla  z 

i  -;-  sa  te  same  co  dla  v  i  -r^  • 
dt     ^  ^     dt 

266.  Ponieważ  równania  (3)  maj§  ten  sam  kształt,  dość  jest 
zcałkować  jedno  z  nich.  Bierzemy 

dfi  dx^ 

To  równanie  o  pochodnych  częściowych^  drugiego  rzędu, 
jest  pierwsze  z  tego  rzędu  zcałkowane  przez  d'A/emfer/a»  bardzo 
prostym  sposobem  który  umieszozamy  w  notach. 

.  Dla  zcałkowania  równania  {lx)  trzeba  przemienić  zmienne 
niezależne.  Weźmy  dwie  nowe  zmienne  a  i  (3  takie  żeby  było 

a  =  ar  -f-  fl^f 
P=s  X  —  at. 

Gdybyśmy  zt^  wyoi^nięte  wartości  dla  «  i  r  podstawili 

w  równaniu  [U)  niewiadoma  y  stałaby  się  funkcy^  wywikłana, 
^=:^(a,  |3),  zmiennych  a  i  P;  można  więc  różniczkować  nie- 
wiadome y,  uważając  ją  jako  funkcyę  zmiennych  «,  i  j^,  a  te 
ostatnie  jako  funkcye  zmiennych  x  i  t  wyznaczone  przez  dwa 
powyższe  równania. 

Mamy  tym  sposobem 


Ale 


dy_dydai    idytt^^ 
Ti      rffle  S  "•"  $  rfy' 


d£  dr         ' 


RUCH   CIAŁA  BRTŁOWEAO   WOLNEGO  W  PRZESTRZENf.         M9 

więc 

dx      rfct  "^  dp  * 
Różniczkując  podobnie  tę  pochodne,  znąjdiyemy 


Szukajm\  teraz  pochodnej  względem  /.  Będziemy  mieli  naj- 
pierwfj 


a  polem 


dt       dadi'^ d^'3i~  ^Wa ^  di^y 


PodsUwiającwartości  dla  ^,  ^  w  równaniu  (4),  będzie 

d»dB  ~  ■ 

m 

To  równanie  można  pisać 


zk^d  wynika 


$f-f'(-); 


Więc 


y=f(«)++(P). 


9  i  ^  s§  dwie  funkcye  całkiem  dowolne^ 


/ 
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Nakoniec,  podstawiajcie  za  a  i  |}  ich  wartości,  otrzymujemy 

(5)  y  =  ^{x  +  at)'\'i^x  —  ot). 

Taka  jest  całiia  ogólna  równania  (&). 

Jakiekolwiek  si  funkcye  ^  i  ^,  znaleziona  całka  (5)  sprawdza 
równanie  (k)  o  pochodnych  częściowych.  Jakoż,  oznaczają 
przez  if"  pochodne  wtór§  fankcyi  ^  względem  «,  i  przez  ^' 
pochodne  wtór§  funkcyi  ^  względem  |3,  mamy 

dr«      ^  l-yi       ^«—  «Vf  -1-*^ 


zk^d  wynika  oczywiście 


Aby  wyznaczyć  funkcye  dowolne  c  i  4»,  trzeba  wiedzieć  jaki 
jesl  stan  początkowy  stniny,  to  jest  znać  flgurę  tej  struny  na 
początku  ruchu,  i  składowe  prędkości  kaidego  jej  punktu  ró- 
wnoległe do  osi  AY.  Niech  będzie  Więc 

dlar  =  0,        y=f{x)       i       %  =  fi{x). 

Wprowadźmy  te  założenia  do  równania  całkowego  (5)  i  do 
jego  pochodnej  względem  czasu  t ;  będzie 

f{x)  =  ,(x)  +  ^x), 
f,{x)  =  aW{x)-if'ix)}. 

Ostatnie  równanie  daje 
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zk§d  catkoj^c  otrzymujemy 


f(x)-+(x)=lJ*/;(x)dr  +  C. 


Potóimy  dla  skrócenia 


lJf,ix)dx=F{x): 


będziemy  mieli  dwa  równania 

?(a:)  +  ł(«)  =  /r«), 

9(x)-ł(»)  =  F(«)  +  C, 
które  daj§ 

ł(*)  =  5{/(^)  +  F(x)  +  cj, 

Zatem,  jeśli  za  x  podstawimy  x-^at  y^  funkcyi  9(x),  i  x  -^  a( 
w  funkcyi  M,^),  równanie  (5)  stanie  się 

Widzimy  tu  że  stateczna  C,  wprowadzona  przez  całkowanie^ 
znika  sama  przez  się;  co  widoczne  a  priori.  Ale  równanie  (6j 
nie  może  jeszcze  być  uważane  jako  ogólne  równanie  ruchu 
struny;  bo  zostało  otrzymane  przez  funkcye  ?(a:)  i  ^{x)  wyzna- 
czone w  przypuszczeniu  że  wartości  dla  x  sę  zawarte  między 
granicami  O  i  /;  gdy  tymczasem  wartości  x  -^-ai  i  x  —  at, 
zastępujące  x,  mogf  przechodzić  te  granice  dlatego  że  czas  i 
rośnie  nieokreślony.  Aby  wyznaczyć  funkcye  9  i  ł  odpowie- 
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daj§ce  wartościom  dla  .r  poza  obecnemi  granicami^  otyjemy 
warunku  niezmienności  punktów  A  i  B  istniejącej  przez  cały 
czas  ruchu  struny* 
Owol,  jakikolwiek  jest  czas  i,  będzie  zawsze  : 

dla  punktu  A,  t^ał)  -f-  łC—  a<)  =  O, 

dla  punktu  B,  f^(l  +  al)  + 1(/  —  o/)  =  0. 

Połój^.my  ar  =C;  te  dwa  równania  stan§  się 

(7)  HO  +  ł(-  O  =  O, 

(8)  ?(/+ć;)  +  *(/-0=o. 

gdzie  9  i  ^l'  S9  wiadome  dla  wszystkich  wartości  C  zawartych 
między  O  i  /. 

Równanie  (8)  daje 

?(^+c)=-ł('-«;). 

Funkcya  ^{1—  Q  jest  wiadoma  dla  wartości  C  zawartych  mię- 
dzy O  i  /,  ponieważ  zmienna  /  —  C  pozostaje  między  temi 
dwiema  granicami;  więc  Tunkcya  ^{l-Ą-Z)  będzie  wiadoma  dla 
tych  samych  wartości  C.  A  jeśli  położymy  /-(-C=:C,  to  funk- 
cy&  ?(C)  będzie  wiadoma  dla  wartości  C  zawartych  między 
/  i  2/.  Zatem  funkcya  7(0  jest  wiadoma  dla  wszystkich  war- 
tości C  od  O  do  2/. 

Teraz  w  równaniu  (8)  zast^jpmy  C  przez  /  -j-  *»»  będzie 

ł{2/  +  C-fł(-C)  =  0; 
ftle  mamy  równanie  (7) 

tofd  rugujto  ♦(  —  O  wynika 

t(2/  +  C)  =  iP(«). 


RUCH   CIAŁA   BRYŁOWEGO    WOLNEGO    W   PRZKSTRZBNf.  9&3 

Co  dowodzi  że  funkcya  <p(C)  jest  okresowa  i  ma  okres  2/.  Dość 
więc  znać  tę  funkcyę  dla  wszystkich  wartości  C  od  O  do  2/, 
aby  J9  mieć  wiadoma  od  O  aź  do  00. 

Druga  funkcya  dowolna  ^l',  będ^c  dana  przez  równanie 

+(-  O  =  -  ?(C), 

jest  także  okresowa  i  ma  ten  sam  okres  2/  co  pierwsza  ę»  Oczy- 
wiście pochodne  9%)  i  f  (C)  H  obie  funkcyami  okresowemi. 

To  wszystko  pokazuje  że  równanie  (6)  jest  ogólne,  i  wartości 
y,  ^   s^  wiadonoe  w  chwili  jakiejkolwiek.  Otrzyma  się  tak 

samo  wartości  21-^.  Będzie  więc  znana  figura  struny  i  pręd* 

kości  poprzeczne  W8qrfttkicb  jej  punktów  w  ka&de)  chwili  ruchu. 
Go  jest  zttpełnem  rozwięiaaiem  zagadnienia  mchu  drgań  stmny 
prostopadłych  do  jej  naturalnego  kierunku. 

267.  Drgania  popbzeczne.  Wynika  z  tego  co  poprzedza  że^ 

gdy  ai  powiększa  się  okresem  2A  czyli  gdy  czas  rośnie  ilo- 

2/ 
ści§  —  >  rzędna  y   bierze  napowrót  tę  sam^  wartośó;  i  tak 

samo  pochodna  j^.  Więc  struna  wykonywa  ci§g  drgań  po* 
prxeeznyck'równyck  i  riwnocusnych,  których  trwanie  jest 


a 


Oznaczmy  przez  n  liczbę  drgań  poprzecznych  wykonanych 
w  jedności  czasu;  będzie 


**-f-27* 
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a  ponieważ 


a  =  l/?^. 


otrzymujemy 


2r      pi 

Z  tej  formuły  wyi^ywaj^  waine  następstwa. 

Struna  udziela  swoje  drgania  powietrzu-  kióre  wykonywa  \ę 
sarnę  ich  jiczbę  i  w  tym  samym  czasie.  Ton  struny  dźwięcznej 
jest  tem  wyższy  im  jest  większa  liczba  drgań  odbytych  w  jedno- 
ści czasu.  Owoż,  formuła  (9)  pokazuje  ie  liczba  n  jest  nieza* 
leż  na  od  obszerności  drgań  i  od  stanu  początkowego  struny^ 
ponieważ  ładna  ilość  zależna  od  funkcyj  f{x)  i  fi(x)  nie  wchodzi 
do  tej  formuły.  Więo-  w  jednej  strunie  liczba  drgań  poprzecip- 
nych  jest  proporcyonalna  do  pierwiastku  kwadratowego  cię* 
żaru  "S^;  a  w  dwóch  strunach  równo  wytężonych^  z  tej  samąj 
materyi  i  niajęcych  tę  sarnę  grubość  .dlatego  że  ciężar  p  struny 
jest  proporcyonalny  do  jej  długości  /,  liczba  n  drgań  jest 
w  stosunku  odwrotnym  długości  /.  Jeśli  dwie  struny  maję  tę 
same  długość  i  sę  równo  wytężone,  liczby  drgań  sę  w  sto- 
sunku odwrotnym  pierwiastków  kwadratowych  ich  ciężarów. 

268.  Może  się  zdarzyć  że  struna  została  wprowadzona  w  ruch 
taki  iż  się  rozdziela  sama  z  siebie  na  pewne  liczbę  części  ró- 
wnych, drgajęcych  razem  i  zgodnie.  Wtedy  dźwięk  podwyższa 
się  proporcyonalnie  do  liczby  tych  części.  Formuła  za  pomoce 
której  Lagbange  rozwięzuje  ogólne  zagadnienie  ruchu  struny 
drgajęcej  czyni  wydatnym  ten  przypadek  szczególny.  Ale  dość 
będzie  dać  tylko  przykład. 

Weźmy  równanie 
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i ,  mąjęc  dane  rozmiary  i  tęłność  strony,  szukajmy  pod  jakiemi 
warunkami  ruch  drgań  poprzecznych  może  się  przedstawić 
przez  równanie  ksztcAtu 

w  którym  6  jest  funkcy§  czasu  ły  zaś  X  funkcy^  zmiennej  x 
tylko.  Oczywiście  trzeba  naj pierwej  żeby  założone  równanie 
sprawdzało  równanie  różniczkowe ;  co  wymaga 

albo,  rozdzielając  zmienne, 

1  ^—  *  L^ 
X  dx^  ~  a^  6  di^  * 

Żeby  temu  warunkowi  stało  się  zadość  jakiekolwiek  s^  zmien- 
ne o:  i  ^  trzeba  koniecznie  żeby  obie  strony  równania  przy- 
wodziły się  do  tej  samej  ilości  statecznej,  którę  oznaczymy 
przez  —  A^.  Powinno  więc  być 

Całki  tych  dwóch  równań  Unijnych  s^ 

X  5=:  Adosfcc  +  B  wstibr, 

e  =  CdosA-a^  4-  Dwst&A/. 
Zatem 

y  =  (AdosAx  +  B  wstAx)(Cdos/i:  </  -f  l^>vst/.Yi/). 

A,  B,  C,  D  s^  cztery  stateczne  dowolne;  aby  je  wyznaczyć, 

MBCHAmKA.  II.  —  35 
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uwalajmy  ie  ragdaa  y  powinna  być  serodla  «=sO;  co  daje 

O  =  A  (C  AoskcU  +  D  wsiAo/)* 

Więc 

A  =  0, 

i  temsamem 

y  ss  W8tA;r(G  dosAo/  -f  Dwst^/). 

NadtO;  y  jest  takie  zero  gdy  j?=  /;  co  daje 

0  =  wsikHCdoshał-^hyłsikat). 

To  równanie  powinno  istnieć  jakikolwiek  jort  czas  t;  mast 
więc  być 

A/  =  mir,        zkąd        *=^; 

gdzie  m  znaczy  liczbę  całkowite. 
Zatem 

y  ==  wst  !^(c  dos  :!!^  +  D  wst  !!^y 

Trzeba  jeszcze  wyrazić  łe  prędkość  początkowa  struny  jest 
zero.  Owoż, 


Więc 


co  wymaga 


0  =  W8t!??5£.D 


O4 
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Tym  sposobem  równanie  rocha  struny  żądanego  ksttałtu 
przedstawia  się  pneez 


[a)  .y  =  Cwst!^dos^, 


a  składowa  prędkości  drgań  równoległa  do  osi  AY  wyraża  się 
przez 


Czyniąc  ^  =  O,  otrzymujemy  dla  początkowej  figury  struny 
równanie 

W  y  =  Cwst???!^, 

w  któreni  stateezoa  dowolna  C  wyznaczy  się  przez  wartości  po- 
czątkowe spółrzędnycli  x  i  y. 

Wiemy  jużz  poprzedzającej  analizy  iey  jest  funkcyą okresową 
czasu.  Owoł,  w  równaniu  (a)  y  bierze  napowrót  tę  samą  wartość 

gdy  t  rośnie  ilością  — ;  więc  y  i   -^  powracają  do  swoich 

1   2/ 

wartości  kiedy  t  powiększa  się  okresem ;  a  liczba  drgaii 

m  a 

wyraża  się  przez  wi.-^,  to  jest  staje  się  m  razy  liczbą  drgań 

która  odpowieda  najgrubszemu  dźwiękowi  struny,  czyli  jako  się 
mówi  diwickowi  fundamentalnemu^  danemu  przez  ogólne  ró- 
wnanie jej  ruchu. 

Pokażemy  teraz  że  struna^  biorąca  figurę  przedstawioną  przez 
równanie  (c),  rozdziela  się  sama  z  siebie  na  m  części  równych 
kióre  drgają  jednozgodnie,  i  tak  jak  gdyby  były  osobne;  co 
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się  wyrała  mówifc  ie  w  ruchu  struny  tworzy  się  m —  i  węriów. 
Jakoż,  otrzymamy  wszystkie  punkta  nieruchome  podczas  drgań 
struny,  jeśli  uczynimy 


3vst^  =  0,        zkcd        x  =  -. 


i  znaczy  liczbę  csdkowitę  mniejsz§  od  m.  Zt^d  wynika  że  rzę- 
dna ^  jest  zero  dla  wszystkich  wartości  x  stanowiących  po- 
stępnię  arytmetyczna 


/       2/3/         m-1.      . 
tn      m      tn  m 


co  właśnie  czyni  m  części  równych  struny  im  —  i  węzłów, 
zawartych  między  jej  punktami  skrajnemi  A  i  B.  Części  wy- 
pukłe zawarte  między  węzłami  nazywają  się  brzuchami. 

269.  Dagania  podłużne.  Równanie  różniczkowe  częściowe 

cPu_  ^dhi 

ze  wszystkiem  podobne  do  tego  któreśmy  dopiero  zcałkowali, 
daje  drgania  podłużne  struny.  Zt^d  wynika  że,  jeśli  nazwiemy  n 
liczbę  drgań  podłużnych  wykonanych  w  jedności  czasu,  będzie 


r         o: 


a  ponieważ 


^0  __  gqi 

ot" — ^ 


p 


mamy 


«'4l/S- 


pi 
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Więc,  z  porównania  n  i  n',  otrzymujemy 

n'-y  r 

stosunek   ->  jest  ilości§  bardzo  mał§,  bo^  jako  wiemy,  sta- 
n 

teczna  c  jest  daleko  większa  nił  'S^.  Aby  to  jeszcze  jaśniej  po- 
kazać, nazwijmy  X  wydłużenie  struny  gdy  tęiność  T  jest  ró- 
wna 2^ ;  podstawiając  tę  wartość  w  formule 


znajdujemy 


/sr=j-,        zkąd         —  =7» 


i  następnie 


a  ponieważ  wydłużenie  X  jest  małe  w  porównaniu  do  długości  /, 

stosunek     —    jest  ilością  bardzo  małą.  Więc,  przypuszczając 

wszystkie  rzeczy  te  sanie,  widzimy  że  ton  struny  dźwięcz- 
nej, pochodzący  z  drgań  podłużnych,  jest  o  wiele  cieńszy  od 
tonu  odpowiedającego  drganiom  poprzecznym. 


ROZDZIAŁ    VIL 


USTAWY  TARCIA  DANE  PRZEZ  DOŚWIADCZENIE. 


TARCIE  ŚLIZGANIA. 

270.  Gdy  jedno  ciało  opiera  się  na  drugicm  a  chcemy  mu 
nadać  ruch  ślizgania^  doznajemy  pewnego  oporu.  Między  temi 
dwoma  ciałami,  w  częściach  stykających  się  powierzchni  istnieje 
przylgnienie,  i  zapewne  niejakie  zahaczenie  się  cz§stek  jedne 
o  drugie^  które  się  sprzeciwia  ślizganiu  pierwszego  ciała  na 
drugiem,  a  jest  tern  większe  im  s§  mniej  gładkie  powierzchnie 
w  zetknięciu.  Trzeba  rozwinąć  dostatecznie  wielka  siłę,  aby 
przezwyciężyć  to  przjlgnienic  i  sprawić  ruch  ślizgania.  Ten 
opór  przeciw  ślizganiu,  uważany  w  chwili  gdy  ciało  ślizgać 
zaczyna,  stanowi  to  co  nazwano  tarciem. 

Gdy  jedno  ciało  zaczęło  już  ślizgać  na  powierzchni  drugiego, 
trzeba  jeszcze,  dla  utrzymania  jego  ruchu  z  t§  sarnę  prędkością, 
przykładać  nieustannie  pewne  siłę  ciągnące,  aby  niszczyć  opór 
podobny  do  tego  który  przeszkadzał  ciału  wejść  w  ruch  ślizga- 
nia. Ten  nowy  opór  mianowano  także  tarciem.  Ale  dwa  wy- 
mienione tarcia  nie  są  te  same,  i  w  ogóle  pierwsze  ma  natężenie 
większe  niż  drugie ;  dlatego  odróżnia  się  je,  nazywając  pierwsze 
tarciem  przy  zaczęciu  a  drugie  tarciem  podczas  ruchu. 

Ustawy  tarcia  zostały  odkryte  przez  doświadczenie.  Wska- 
żemy tu  jedno  z  najdawniejszych  doświadczeń,  które  nam  po- 
służy do  usprawiedliwienia  wyrazów  technicznych.  Niech  ciało 


• 
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cięikie  G  opiera  się  na  płaaczyzoie  poiiomej  AB^  niech  daj§  tej 


płasezysnie  małe  nachylenie  na  poziom,  i  niech  ]e  powiększają 
at  do  chwili  w  której  ciało  zacznie  ślizgać.  W  tej  chwili  siła 
ciętkości  rozkłada  się  na  dwie  sity,  z  których  jedna  jest  równo* 
legła  do  płasczyzny  pochyłej  w  kierunku  linii  największej  spa- 
dzistości,  a  druga  jest  prostopadła  do  tej  płasczyzny.  Jeśli 
oznaczymy  przez  P  ciężar  ciała  tręc^cego  O,  i  przez  9  kęt  płas- 
czyzny pochyłej  z  poziomem^  te  dwie  składowe  ciężkości  czyli 
ciężaru  P,  wyrażę  się  przez  Pwst<p  i  Pdos?.  Pierwsza  sprawia 
ślizganie  ciała  G  na  płasczyznie  AB^  niszczeć  opór  pochodzęcy 
z  tarcia ;  więc  ona  jest  równa  temu  tarciu ;  nazwijmy  ję  F, 
będzie  Fa  Pwstf,  Druga  przedstawia  parcie  normalne  ciała  G 
na  płasczyznę  AB;  oznaczmy  j«  przez  N|  będzie  N  =  PdoBv* 

Mamy  zatem 

Więc  stosunek  tarcia  ciała  do  parcia  jakie  ono  wywiera 
na  płasczyznę  pochyłe  jest  równy  stycznej  nachylenia  tej  płas- 
czyzny na  poziom. 

Ki^T  TARCIA,  8PóŁC7.YiiNiK  TARCIA,  Kęt  ^,  którego  styczna  wy* 
rażą  stosunek  tarcia  ciała  do  parcia,  nazywa  się  kęłem  tarcia^ 
a  Sty  ę  ifMezynnikimn  tarcia  który  się  zwykle  oznacza  literę  f. 
Wartość  spółczynnika  /*,  zawsze  mniejsza  od  jednoki^  zalely 
tylko  od  natury  powierzchni  ślizgajfoych. 

Dla  każdego  ciała  ślizgajęcego  na  jednej  powierzchni  trzeba 


552  ROZDZIAŁ  YIL 

odróżnić  dwa  spółczynniki  tarcia  ślizgania,  według  jak  się  uwa- 
ża tarcie  przy  zaczęciu  ruchu  albo  podczas  ruchu.  Ogólnie  pier- 
wszy spółczynnik  jest  większy  od  drugiego.  Ale  w  obydwóch 
przypadkach  tarcie  ślizgania  przedstawia  się  jedn§  formui^ 

P  =  /N. 

Ładiij§c  skrzynię  ciężarami  w  coraz  innej  ilością  spostrzeżono 
że  siła  F^  potrzebna  do  sprawienia  ruchu  ślizgania  tej  skrzyni 
na  danej  powierzchni  poziomej,  jest  proporcyonalna  do  całego 
ciężaru,  to  jest  proporcyonalna  do  parcia  jakie  ciężar  napełnio- 
nej skrzyni  wywiera  na  powierzchnię  pozioma.  Nadto^  zmienia- 
jąc rozciągłość  ściany  przez  któr§  skrzynia  opiera  się  na  po- 
wierzchni poziomej  i  po  niej  ślizga^  a  nie  zmieniając  w  niczcm 
natury  tej  ściany  ani  ciężaru  skrzyni,  widziano  że  siła  cięgn^ca 
F  zostawała  stateczna. 

Ta  sama  skrzynia  posłużyła  jeszcze  do  odkrycia  ustawy  tarcia 
podczas  ruchu  ślizgania.  Albowiem^  gdy  się  ślizganie  zaczęło, 
ruch  skrzyni  był  zaraz  jednostajnie  przyspieszony;  co  jtiż  do- 
wodem że  tarcie  podczas  ruchu  ślizgania  jest  mniejsze  niż  pi^zy 
jego  zaczęciu.  Przyspieszenie  było  stateczne  jakakolwiek  ściana 
ślizgająca  miała  rozciągłość,  i  jakakolwiek  była  prędkość  ślizga- 
nia. Z  tego  wszystkiego  Rulomb  (Coulomb)  wywiódł  trzy  nastę- 
pujące ustawy  tarcia,  sprawdzone  przez  innych  uczonych,  dzi- 
siejszemi  dokładniejszemi  sposobami,  jakich  użył  Pan  Morin. 

Tarcie  ślizgania,  przy  zaczęciu  albo  podczas  ruchu,  jest: 
1«  proporcyonalne  do  parcia  jakie  się  rozwija  między  dwoma 
ciałami  ślizgającemi  jedno  na  drugiem,  i  2^  jest  niezależne  od 
rozciągłości  stykających  się  powierzchni. 

3<*  Tarcie  podczas  ruchu  ślizgania  jest  niezależne  od  prędkości 
ciała  ślizgającego. 

W  dziełach  Mechaniki  praktycznej  znajdują  się  tablice  obej- 
mujące wartości  obydwóch  spółczynników  f  tarcia,  wyradio- 


USTAWY  TARCIA   DANE  PRZEZ   DOŚWIADCZENIE.  553 

wane  dla  ró^.nych  powierzchni  drewnianych  i  metallićznych^ 
ślizgajęcych  na  sucho,  mokro,  albo  smarowanych. 

Weźmiemy  teraz  kilka  przykładów  równowagi  i  ruchu  ciał 
z  tarciem  ślizgania* 

271.  Warunki  stałości  ciała  cieżkieoo^  postawionego  na 

to  ' 

PŁASCZYZN1E  POZIOMEJ  I  PODDANEGO   RÓŻNYM   SIŁOM.    Nicch    będzie 

ciało  ciężkie  G  postawione  na  płasczyznie  poziomej  HH\  i  pod- 


dane siłoii  klóre,  razem  z  eiężkościę,  maję  wynikowe  P  prze- 
chodzące przez  środek  ciężkości  O  tego  ciała.  Chcemy  wiedzieć 
jaka  powinna  być  wielkość  i  jaki  kierunek  tej  wynikowej  żeby 
ciało  C,  z  tarciem  które  się  opiera  jego  przemieszczeniu,  zosta- 
wało niewzruszone  na  płasczyznie  poziomej  HH'.  Nazwijmy  a 
kęt  PON  jaki  czyni  wynikowa  P  z  normalne  ON  do  płasczyzny. 
Wynikowa  P  rozkłada  się  nadwie  siły,  nanormalnę  N=Pdosa 
i  na  slyczennę  T=  P  wsta.  Pierwsza  wywiera  na  płasczyznę  HH' 
parcie  z  którego  pochodzi  opór  przeciw  ślizganiu,  co  daje  tarcie 
^N  =  /*Pdosa;  druga  rozwija  dężność  do  ruchu  ślizgania,  ale 
jej  działanie  jest  zmniejszone  siłę  tarcia.  Więc  ciało  C  jest  pod 
działaniem  dwóch  sił  Pwstoc  i  /Pdosa,  to  jest  ulega  sUe 
Pwsta  —  /*Pdosa,  od  której  zależy  jego  stałość  na  płasczy- 
znie poziomej  HU'. 
Jeśli  jest 

Pwsta  —  /Pdosa  <  O       czyli       sty«  <  f, 

siła  dająca  ciału  dężność  do  ślizgania,  to  jest  siła  cięgnęca  T  bę- 
dzie mniejsza  od  oporu  przeciw  temu  ślizganiu;  wtedy  ciało  nie 
poruszy  się^  i  jego  stałość  na  płasczyznie  będzie  zapewniona. 
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Ale,  jeśli 

P  wsta  —  f?  dos «  >  o       czyli       sty  a  >  /, 

I 

t 

0 

siła  ci9gn§ca  T  przewyższa  siłę  tarcia;  wtedy  ciało  nie  ma 
iadnej  stałością  i  będzie  pnemieszczone* 

Nakoniec,  jeśli 

Pwstd  — /Tdosa  =  0, 

siła  cięgDęca  jest  równa  sile  tarcia;  wtedy  ciało  znajduje  się 
w  równowadze  niestałej,  i  każda  siła,  jakkolwiek  mała^  będzie 
dostateczna  do  zerwania  tej  równowagi. 

Widzieliśmy  że  /'=stycp;  więc,  gdy  siły  działajęce  na  ciało 
postawione  na  płasczyznie  poziohnej  maj^  wynikowe,  żeby  nie 
sprawiły  żadnego  przemieszczenia,  trzeba  i  dość  jest  żeby  ta 
wynikowa  czyniła  z  normalna  do  tej  płasczyzny  k^t  mniejszy  od 
k§ta  tarcia. 

Maj§o  wzgląd  na  wielkośó  siły  P  pokażemy  jeszcze  ie,  gdy 
kąt  «  <  9i  stałość  ciała  leżącego  na  płasczyznie  pozioaiej  HU' 
jest  tern  większa  im  siła  P  jest  większa. 

Jakoż,  różnica 

/•PdoSa  —  P  wsta  =  P(stycd0Są  —  WSta)  =  ^^^^j^^"^''^ 

wyraża  siłę  z  jaką  trzeba  ciągnąć  ciało  G,  równolegle  do  płas- 
czyzny, aby  sprawić  ruch  ślizgania,  a  ta  siła  ciągnąca,  która 
mierzy  stałość  ciała,  jest  tern  większa  im  czynnik  P  jest  większy. 

Dobrze  jest  uważać  że,  w  stanie  stałości  ciała  leżącego  na 
płasczyznie,  jeśli  jaka  siła  P'  ciągnie  to  oiało  ku  płasczyznie, 
w  kierunku  który  czyni  z  jej  normalną  ON  kąt  równy  kątowi 
tarcia  9,  działanie  tej  siły  nie  nadweręży  w  niozem  zapewniooej 
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Stałości.  Bo  siła  P'  rozkłada  się  na  styczennn§  Pwstę  i  na 
normalna  I^dos?;  ostatnia  daje  siłę  tarcia  /*Pdos9  która  jest 
wprost  przeciwna  sile  sŁyczennej  Fwst?.  Ale  f=siy^;  więc 
te  dwie  siły  s^  równej  a  będ^c  wprost  przeciwne  niszczy  się 
i  nie  wpływają  na  stałość  ciała  leżącego  na  płasczyznie. 

To  wszystko  stosuje  się  oczywiście  do  ciała  postawionego  na 
powierzchni  jakiejkolwiek;  można  albowiem  zamiast  tej  po- 
wierzchni uważać  jej  płasczyznę  styczna  w  punkcie  zetknięcia 
z  ciałem/a  ciało  zostające  w  równowadze  stałej  na  tej  płasczy- 
znie zachowa  równowagę  na  powierzchni. 

272.  Ślizganie  ciała  oistKiSAo  ha  płasczyznib  pochyłej.  Gdy 
ciało  ciężkie,  postawione  na  płasczyznie  pochyłej^  i  poddane  sa- 
mej tylko  ciężkości,  zaczyna  ślizgać  równolegle  do  linii  naj- 
większej spadzislości,  to  doznaje  od  tej  płasczyzny  tarcia  które 
działa  w  stronę  przeciwna  ruchu.  Nazywając  M  massę  ciała,  i 
oznaczając  przez  t  k^t  nachylenia  płasczyzny  na  poziom^  roz- 


łóżmy ciężar  M^  ciała  na  dwie  siły,  na  normalna  M^doat  i  na 
styczenn§  M^  wstt.  Składowa  normalna  przedstawia  parcie  ciała 
na  płasczyznę  podczas  ruchu ;  zk^d  powstaje  tarcie,  jakiego  ciało 
doznaje  od  płasczyzny,  i  wyraża  się  przez 

To  tarcie  działa  w  stronę  przeciwna  składowej  styczennej 
M^wstt.  Więc  ciało  porusza  się  w  linii  prostej^  pod  działaniem 
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siły  maj§cej  natężenie 

M^wsti  —  fMgdosi 

która,  jeśli  uczynimy  f=  sty?,  weźmie  kształt 

Mg  WSt(l  —  y) 

dos  ? 

i  równanie  rótniczkowe  rucbu  ciała,  a  raczej  jego  środka  cięż- 
kości, będzie 

dW gwst(t  —  ?) 

dt  dosi 

To  dowodzi  że  rucłi  ciała  ciężkiego  na  płasczyznie  pochyłej 
jest  jednostajnie  przyspieszony  albo  opóźniony,  według  jak  kęt 
nachylenia  tej  płasczyzny  jest  większy  albo  mniejszy  od  k^ta 
tarcia.  Ten  ruch  będzie  jednostajny  jeśli  t  =  <p,  nazywajęc  f  kęt 
tarcia, podczas  ruchu. 

273.  Nietrudno  teraz  odpowiedzieć  na  pytanie  :  Siła  P  przy- 
łożona do  ciała  ciężkiego,  postawionego  na  płasczyznie  pochy- 
łej, sprawia  jego  rucłi  ślizgania  jednostajny,  z  dołu  do  góry 
wzdłuż  linii  największej  spadzisŁości.  Jaka  jest  ta  siła  ? 

Ciało  jest  jeszcze  pod  działaniem  siły  ciężkości  równowartej 
jego  ciężarowi  Mg.  Przypuśćmy  siłę  P  przyłożone  do  środka 
ciężkości  ciała,  i  nazwijmy  a  jej  kęt  z  linię  największej  spadzis* 
tości.  Rzuty  ciężaru  Mg  i  siły  P  na  normalnej  GN  do  płasczyzny 
pochyłej,  sę 

Mgdost,  Pwstd, 

ich  różnica 

% 

Mg  dos  t  —  Pwsta, 
koniecznie  dodatna  jeśli  ciało  zostaje  w  zetknięciu  z  płasczyznę, 


ij 
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będzie  parciem  ciała  na  tę  ptasczyznę ;  zatem  natężenie  tarcia 
wyrazi  się  przez 

f{tig  dos  i  —  P  wsta). 

Składowe  sił  M;  i  P,  równoległe  do  tinii  największej  spa- 
dzisŁości^  S9 

M^wstt  i  Pdosa; 
więc  równanie  różniczkowe  ruchu  ciała  jest 

M  ^  =  P dosa  —  Mg  wst t  ^f(Mg  dos  •  —  P  wst«). 

Ruch  prostolinijny  ciała  będzie  jednostajnie  opóźniony,  jeśli 
siła  P  jest  stateczna;  a  będzie  jednostajny,  jeśli  jest 

V  dosft  —  Mjwste  —  f{tAg  dos  /  —  P  wst«)  =  0. 
Zt§d  wynika 

d0Sa  +  /wsta  dos(a — <?) 

gdzie  (f  znaczy  k^t  tarcia  podczas  ruchu. 

Otrzymany  wynik  dowodzi  że  wielkość  siły  P,  mogfcej  po« 
suwać  ciało  ruchem  jednostajnym^  z  dołu  do  góry  na  płasczy- 
znie  pochyłej^  zależy  od  k$ta  jaki  jej  kierunek  czyni  z  linię  naj- 
większej spadzistości.  Siła  P  jest  mtntmum  gdy  «  =  ?. 

Nazywając  R  wynikowe  ciężaru  M^  i  siły  P,  rodóżmy  ję  na 
dwie  siły ^  na  normalna  RdosNGR  i  nastyczennę  T=RwsŁNGR. 
Z  pierwszej  pochodzi  tarcie  ślizgania  majęce  wartość  /HdosNGR; 
druga  jest  równa  temu  tarciu^  ponieważ  według  zadania  ruch 
powinien  być  jednostajny. 
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Mamy  Katem 


zkfd 


RwstNGR  =  /'RdosNGfi, 


styNGR=/'=sty(p. 


Więc^  gdy  siła  wprost  przyłożona  P  posuwa  ciało^  ślizgające 
na  płasczyznie  pochyłej,  rucłiem  jednostajnym  z  dołu  do  góry, 
wynikowa  tej  siły  i  ciężkości  czyni  z  normalną  do  płasczyzny 
kf  t  równy  kątowi  tarcia. 

Jeśli  rucli  ślizgania  jednostajnego  odbywa  się  z  góry  na  dół^ 
wtedy  wielkość  siły  P  jest 


dos(«  +  ^) 


21U,  Rozwiążemy  jeszcze  następujące  zagadnienie.  Punkt  ma- 
teryalny  m  wychodzi  bez  prędkości  początkowej  z  położenia  A, 
i  przebiega *prostę  pochyłą  AG  pod  działaniem  ciężkości  i  tar- 


cia. Znaleźć  na  płasczyznie  pionowej  CAB  linię  krzywą  ACC' 
taką  żeby  punkt  m  przebiegał  cięciwy  AC,  AG',...  w  tym  sa- 
mym czasie  L 
Niech  będzie  AB  pionowa,  i  kąt  CAB  «=  se.  Ciężar  mg  punktu 
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ruchomego  m  roikłada  się  na  dwie  siłyi  ź  których  Jedna  iTi^dosa 
ma  kierunek  wzdłuż  cięciwy  AC^  a  druga  m^wsta  jest  nor- 
malna do  tej  cięciwy.  Ostatnia  składowa  przedstawia  parcie 
punktu  m  na  cięciwę  AG,  i  ona  sprawia  tarcie  /m^wsta  które 
dzisda  w  stronę  przeciwna  ruchu.  Więc  równanie  różniczkowe 
ruchu  punktu  materyalnego  m  na  cięciwie  AC  jest 

2^  =  jdoSa  — /«7WSta. 

Zt^d,  całkując  i  uważając  ze  w  punkcie  wyjścia  A  droga  s 
i  prędkość  ^  8§  obie  zero,  otrzymujemy 


«  =  5  gĄdosa  —  /'wsta) 


albo,  czyniąc  /'sssty?, 


•=2£;**~<"+*>' 


Iloić  ^  wyraża  wysokość  zjakiej  punkt  ciężki  spada  w  cza- 
sie t;  nazwijmy  a  tę  wysokość^  i  weźmy  na  pionowej  długość 
AB  =  a,  będziemy  mieli  równanie 


które  określa  okręg  koła  przez  promień  wodźęcy  AG=*  i  przez 
k§t  biegunowy  CAB=a.  Średnicę  tego  okręgu  jest  g — .  Ja- 
koż, nakreślmy  k^t  BAD=f;  jeśli  na  cięciwie  AB=a  opiszemy 
odcinek  koła  obejmujęcy  kęt  90°-ł-«P,  średnicę  będzie  oczy  wiście 
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AD  = -= ,  i  wszystkie  punkta  G,  G,  C...  będ§  rzutami  punktu 

QOS(p 

D  na  odpowiedaj^ych  cięciwach  AG,  AG',  AG',...,  bo  jest 

AG=  AD  dosGAD      czyli      «  =  -^  dosfa  -|-  c). 

^  dos<p       ^    * 

Więc  łuk  AGB  koła  jest  szukanem  miejscem  punktów  G,  C',  C^.. 

Połączmy  GB.  Punkt  materyalny  ślizgający  z  tarciem  na  cię- 
ciwie GB,  wychodząc  z  położenia  G  bez  prędkości  początko- 
wej, przebiegnie  tę  cięciwę  w  tym  samym  czasie  t,  jakakolwiek 
jest  jej  długość.  Jakoż^  kąt  jaki  cięciwa  GB  czyni  z  pionową 
punktu  G  jest  równy  kątowi  GBA;  a  jeśli  weźmiemy  łuk  AE=BC^ 
będzie  cięciwa  AE  =  GB  i  kąt  BAE  =:  GBA  ;  więc  czas  prze- 
bieźenia  cięciwy  GB  jest  ten  sam  co  cięciwy  AE,  zaś  ostatni 
jest  ten  sam  co  czas  spadku  z  wysokości  AB.  Go  dowodzi  za- 
powiedzianego twierdzenia.  Ztąd  wynika  że  punkt  materyalny 
ślizgający  przebiega  drogę  łamane  AG  -f-  C!B  w  czasie  dwa  razy 
dłuższym  niż  gdyby  spadał  z  wysokości  AB. 

Równanie  różniczkowe  ruchu  punktu  materyalnego  m  wy- 
maga żeby  było 

dos«  —  /'wstft  >  O      albo      sty |  ^  —  « j >  sty ©, 
zkąd 

Figura  pokazuje  że  temu  warunkowi  każda  cięciwa  AG  czyni 


ir 


zadość;  albowiem  kąt  GAD  <  -  czyli  «-[-'?<«■•  Al^i  punkt 

materyalny  m  nie  mógłby  wejść  w  ruch^  bez  prędkości  po* 
czątkowej,  gdyby  miał  opisywać  styczne  AT  w  punkcie  A  łuku 

koła  AGB ;  bo  wtedy  byłoby  a-}-?  =  ^,   a  więc  ^  =  0. 
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Nakoniec,  jeśli  damy  całkowity  obrót  płasczyznie  GBA  około 
pionowej  AB^  łuk  AGB  koła  opisze  powierzchnię  obrotow^^ 
która  będzie  posiadała  w  przestrzeni  te  same  własności  względne 
do  cięciw  co  ten  łuk  sam. 

275.  Niech  będzie  AB:=:a  pionowa  jakakolwiek^  przez  kfó- 
ej  wierzch  ołek  A  poprowadzono  różne  pochyłe  AC,  AC,  AC,... 


leżące  na  jednej  płasczyznie  pionowej.  Na  jakiej  linii  powinny 
się  zn.njdować  spodki  C,  C,  C,..  tych  pochyłych,  żeby  punkt 
materyalny  m,  wychodząc  z  wierzchołka  A  bez  prędkości  po- 
cz{itkowej,  i  praebiegajęc  pod  działaniem  ciężkości  i  tarcia  każdą 
z  pochyłych,  dochodził  do  jej  spodka  zawsze  z  tą  samą  prędko- 
ścią? 
Równanie  różniczkowe  ruchu  punktu  m  na  pochyłej  AC  jest 

— =jr(dos«— /wstft). 

Pomnóżmy  obie  strony  przez  2d$  i  zcalkujmy  od  8=0  do.« 
będzie 

^2  =  2if«(dos« — /"wsi «), 


albo 


V 


dos^i 


dos(a4-?)' 


MCCHAKIKA, 


II.  —  30 
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Wedle  zagadnienia  prędkość  v  powinna  być  ta  sama  w  liaż- 
dym  spodku  G,  C,  C*,... ;  Irzeba  więc  i  dość  jest  żeby  wieloczyn 
sdos(a-|-«p)  był  niezależny  od  keta  «.  Owoź,  jeśli  nakreślimy 
k§t  BAD  =  9,  i  na  AB  jako  średnicy  opiszemy  półokręg  prze- 
cinający AD  w  punkcie  D^  prosta  DBG  rozwiąże  zaga.dnienie. 
Albowiefti^  jakikolwiek  jesl  k^t  a,  mamy  zawsze 

5dc)s(a-4-<F)  =  AGdosGAD  =  AD  =  adosc. 
Więc  v  =  yjlgay 

ilość  stateczna^  niezależna  od  k^ta  a  i  temsamem  od  «. 

Te  ciekawe  własności  ruchu  ślizgania  punktu  materyalnego 
na  liniach  pochyłych  stosuję  się  do  ciał  bryłowych,  ślizgających 
na  płasczyznacli  pochyłych  których  te  linie  s§  śladami  piono- 
wemi. 

.  TARCIE  TOCZENIA  SI£. 

te 

276.  Niech  będzie  walec  kołowy  ciężki  O,  leż§cy  na  płas- 
csyznie  materyalnej  poziomej  HH'^  poddany  sile  stycznej  do 
okręgu  przecięcia  prostego,  której  działanie  powinnoby  sprawić 


jego  ruch  toczenia  się.  Jeśli  ta  siła  styczenna,  pozioma  BS  albo 
pionowa  GP,  nie  ma  dostatecznego  natężenia,  walec  się  nie  po- 
toczy; a  jednak  wynikowa  jego  ciężaru  i  siły  styczennej  nie 
przechodzi  przez  żaden  punkt  krawędzi  A  zetknięcia  z  płas- 
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czyzn§.  Muszą  więc  istnieć  sity  zewnętrzne  Ictóre  stawią  opór 
toczeniu  się  walea.  Niewątpliwie  chropowatość  powierzchni 
walca  i  płasczyzny  materyalnej  zawadza  ruchowi,  ale  główna 
przyczyfia  oporu  przeciw  toczeniu  się  ieiy  we  wzajemnem  od- 
kształceniu się  obydwóch  ciał.  W  całej  rozciągłości  krawędzi  A, 
zetknięcia  walca  z  płasczyzną,  jest  pewne  zapadnięcie  się  tej 
płasczyzny,  które  z  niej  robi  płasczyznę  pochyłą;  walec  nfiusi 
wstępować  na  tę  płasczyznę  pochyłą.  Ztąd  powstaje  opór  prze-* 
ciw  toczeniu  się.  który  nazywają  takie  tarciem  toczenia  się. 

Zogólniając  powyższe  wyobrażenia^  jakie  sobie  zrobić  można 
o  tarciu  toczenia  się,  pojmujemy  dlaczego,  gdy  jedno  ciało 
toczy  się  na  drugiem,  albo  ma  się  toczyć^  oddziaływanie  nor- 
malne drugiego  ciała  na  pierwsze  nie  przechodzi  przez  punkt 
linii  zetknięcia  dwóch  ciał,  ale  przez  punkt  leżący  w  małej  od- 
ległości, i  ze  strony  ruchu  istniejącego  albo  mającego  się  zacząć. 

Kulomb  znalazł  że  siła  styczenna  pozioma  BS,  potrzebna  do 
wprowadzenia  walca  w  ruch  toczenia  się  na  płasczyznie  pozio- 
mej, jest  proporcyonalna  do  jego  ciężaru  Q  a  w  stosunku  od- 
wrotnym średnicy,  i  wyraża  się  przez 

k  znaczy  spółczynnik  zależący  tylko  od  natury  dwóch  po- 
wierzchni w  zetknięciu. 

Kulomb  znalazł  jeszcze  że  siła  styczenna  pionowa  CP,  przy- 
łożona do  walca,  sprawia  ten  sam  ruch  toczenia  się,  i  jest  także 
proporcyonalna  do  jego  ciężaru  a  odwrotnie  proporcyonalna 
do  średnicy,  ale  powinna  być  dwa  razy  większa  od  styczenncj 
poziomej  S.  Ostatni  warunek  tak  wytłumaczono.  Huch  jaki 
każda  z  dwóch  sił  styczennych  S  i  P  ma  nadać  walcowi  jesŁ 
wirowaniem  chwilowem  około  krawędzi  zetknięcia  A.  Owo/, 
jakiekolwiek,  są.  sity  S  i  P,  ponieważ  one^  działając  osobno. 
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powinny  sprawić  ten  sam  ruch  toczenia  się,  każda  musi  prze- 
zwyciężyć ten  sam  opór  przeciw  toczeniu  się;  więc  momenta 
tych  dwóch  sił  względem  krawędzi  A^  jako  osi  chwilowej  wi- 
rowania,  s§  równe ;  co  daje 

S.2R  =  PR,        zatem        P  =  2S. 


277.  Toczenie  sie  walca  ciężkiego  na  płasgzyziiie  poziomej. 
Niech  będzie  walec  Łołowy  O,  jednorodny,  albo  złożony  z  war- 


A.  A.' 


X 


stew  jednorodnych,  toczęcy  się  na  płasczyznie  poziomej  AX 
pod  działaniem  swojego  ciężaru  Q  i  siły  P  :  ostatnia  leży  na 
płasczyznie  przecięcia  prostego,  poprowadzonego  przez  środek 
ciężkości  O  walca,  i  przechodzi  przez  punkt  B  równolegle  do 
płasczyzny  AX.  Według  sposobu  przyłożenia  siły  P,  walec  bę- 
dzie się  toczył  albo  ślizgał  na  płasczyznie  AX.  Przypuśćmy  że 
się  toczy  jednostajnie;  zobaczymy  zaraz  pod  jakiem  warunkiem. 
A  najpierwej,  żeby  ten  ruch  zostawał  jednostajny,  trzeba  oczy- 
wiście żeby  siły  P,  Q,  i  oddziaływania  płasczyzny,  śtyczenoe  T 
a  normalne  N,  czyniły  sobie  równowagę. 

Nazwijmy  R  promień  walca,  A  punkt  zetknięcia  geome- 
trycznego płasczyzny  z  walcem^  p  odległość  siły  P  od  punktu  A ; 
nakoniec,  oznaczmy  przez  A'  punkt  w  którym  wynikowa  sil 
P.  i  Q  spotyka  płasczyznę  AX,  i  przez  i  odie^^ość  AA'. 

Ponieważ  środek  ciężkości  O  walca  ma  się  poruszać  jedno- 
stajnie, trzeba  żeby  wszystkie  siły  przeniesione  do  tego  punktu 
niszczyły  się  nawzajem ;  co  wymaga  żeby  siły  równoległe  N  i  Q 
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były  równe  i  przeciwne,  N  =  Q ;  i  tak  sanu)  żeby  siły  równo- 
ległe T  i  P  były  takie  równe  i  równoległe,  T  =  P.  Ale  trzeba 
jeszcze^  dla  równowagi  tych  czterech  sił^  żeby  summa  ich  mo- 
mentów względem  jakiegokolwiek  punktu^  A  na  przyUad,  była 
zero;  co  daje 

Pp  =  (W. 

Ten  wynik  dowodzi  ie  oddziaływanie  płasczyzny  poziomej  AX 
przechodzi  przez  punkt  A',  różny  od  punktu  zetknięcia  geome- 
trycznego A;  co  się  nie  może  wytłumaczyć  inaczej  jak  przez  od- 
kształcenie się  dwóch  powierzchni  materyalnycb  w  zetknięciu, 
o  którem  już  poprzednio  mówiliśmy. 

To  ustaliwszy,  jeżeli  /*jest  spółczynnikiem  ślizgania  walca 
na  powierzchni  AX,  żeby  ruch  toczenia  się  bez  ślizgania  mógł 
się  zaczęć  i  dalej  ciągnąć,  powinnoby  być 

P</0:        więc        P>y 

Go  wyznacza  punkt  B  przyłożenia  siły  P. 

Odległość  i^  którą  nazwano  spóiczynnikiem  toczenia  sie^  jest 
niezależna  od  ciężaru  Q,^  i  zawisła  tylko  od  natury  dwóch  po- 
wierzchni stykających  się.  Wielu  utrzymuje  że  tarcie  toczenia 
się,  a  temsamem  9^  rośnie  gdy  krawędź  zetknięcia  maleje ;  co 
zdaje  się  prawdziwe.  Ale  nie  ma  jeszcze  dość  doświadczeń  aby 
można  było  wyrzec  stanowczo  w  tym  względzie.  Wielkość  9 
jest  wogóle  bardzo  mała.  W  doświadczeniach  na  dwóch  wal- 
cach, średnicy  0%162,  jeden  z  drzewa  gajak  a  drugi  z  wiązu, 
które  się  toczyły  na  powierzchni  dębowej,  znaleziono  dla 
pierwszego  walca  ł  =  0",00048  a  dla  dnigiego  a  =  0«,0008. 
Z  przyczyny  tak  małej  wartości  J,  zaniedbuje  się  zwykle  tarcie 
toczenia  się  obok  tarcia  ślizgania  w  mchu  ciał  naturalnych. 
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Gdy  siła  poruszająca  P,  równoległa  do  płasczyzny  poziomej, 

jost  stycznn  do  walca,  wUuly 


/)  =  2R        i 


P  =  Q4 


A  jeśli  siła  P  styczna  do  walca  jest  prostopadła  do  płasczyzny 
poziomej,  natenczas 


T  =  0,      N=P-f-Q,      P  =  Q 


R  — a 


278.  Przenoszeni iD  GiEżARÓV(rzA  pomocą  toczących  sie  wał&ó^p. 

%•  totek. 

Gdy  chodzi  u.  przeprowadzenie  poziome  wielkiego  ciężaru 
jako  belki^  kamienia  ciosowego,  nie  można  go  łatwo  cięgafć 
po  gruncie,  zwykle  szorstkim,  chropowatym,  z  przyczyny  znaciz- 
nego  tarcia.  W  tym  przypadku  zastępuje  się  korzystnie  ruch 
ślizgania  ruchem  toczenia  się;  a  opór  przeciw  toczeniu  się  jest 
daleko  mniejszy  od  tarcia  ślizgania. 

Niech  będzie  jakiekolwiek  ciało  G  maj§ce  ciężar  Q,  położone 
na  dwóch  wałkach  równego  promienia  R.  Jak^  trzebaby  przy- 
łożyć siłę  poziomą  P  do  ciała  G,  aby  nadać  ruch  jednostajny 
całemu  układowi  ? 


P:S»» ^  Q 

Btg'B       T 


b;8'b'     t' 


Widzimy  zaraz  że,  nie  zważając  na  ciężary  dwóch  wałków, 
bardzo  .małe  względnie  do  Q,  siły  działające  na  układ  są :  1*siły 
zewnętrzne  P  i  Q;  2^  oddziaływania  pionowe  N,  N'  gruntu^ 
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przyłożone  do  punktów  Ai,  A'i,  leżących  w  ofllegiości  3  od 
krawędzi  A,  A'  zetknięć  geometrycznych,  ze  strony  ruchu; 
3**  oddziaływania  poziome  T,  T'  tegoż  ^untu.  Te  sześć  sił, 
z  których  cztery  ostatnie  nie  sę  wiadome,  daj§  najpierwej  dwa 
równania  równowagi,  w.chwili  gdy  układ  ma  wzięć  ruch  tocze- 
nia się. 

T-j-T'  =  P,        N  +  N'r=Q. 

Owoż,  w  chwili  zerwania  tej  równowagi^  wałki  jjior^  ruch 
chwilowy  wirowania  około  odpowiedaj^cych  krawędzi  zetknięć 
A^  A';  zatem  s§  pod  wpływem  pochyłego  oddziaływania  gruntu 
na  którym  się  opierają,  i  także  pod  działaniem  pochyłego  parcia 
jakie  na  nich  ciało  G  wywiera.  Te  dwa  oddziaływania  rozkła- 
dają się  każde  nastyczennei  normalne.  Nawzajem,  ciało  G  ma, 
około  krawędzi  oparcia  Bi  B'  na  każdym  z  wałków,  ruch  wzglę- 
dny wirowania  chwilowego,  oczywiście  taki  sam  jak  gdyby 
wałek  toczył  się  na  tem  ciele  w  stronę  przeciwna  jego  ruchu. 
Co  dowodzi  że  składowe  parcia  jakiego  wałek  O  doznaje  od 
ciała  G,  przechodzę^  składowa  styczeń  na  T  przez  punkt  krawę- 
dzi B,  a  składowa  normalna  N  przez  punkt  B|  leżęcy  w  odległp- 
ści  f  od  tej  krawędzi  i  ze  strony  w  któręby  się  toczył  wałek  O 
na  ciele  G.  Odległości  j  i  3*  sę  różne,  dlatego  że  wałki  i  ciało  G 
nie  sę  z  tej  samej  materyi.  To  wszystko  stosuje  się  do  wałka  O'. 
Więc,  dla  równowagi  każdego  z  dwóch  wałków  uważanych 
osobno^  trzeba  żeby  oddziaływania  normalne  na  dole  i  na  górze 
były  równe  między  sobę,  i  tak  samo  oddziaływania  styczenne 
także  równe  między  sobę. 

Ztęd  wynika  że,  w  pierwszym  wałku,  równowaga  czterech 
składowych  oddziaływali  daje,  dla  momentów  wzit^Mych  około  B, 
równanie 

T.2R  =  N(i-|-5'). 


I 
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Równowiiga  drugiego  wałka  daje  podobnie 

Dodając  te  dwa  równania  stronami,  ibaczęc  na  dwa  poprze- 
dnie, otrzymujemy 

P.2R  =  (*  +  0Q. 
zk^d 

p-i+io 

Na  zastosowanie  weźmy 

R=0«,1,        (J  =  0«»,0!,        5'  =  0n>,001; 
będzie 

P  =  0,055Q. 

Opór  znacznie  zmniejszony.  Gdyby  ciało  cięjtkie  G  ślizgało 
na  gruncie  jako  sanie,  byłoby  P  =  /Q. 

Jest  jeszcze  inna  korzyść.  Prędkość  ciała  G  jest  dwa  razy 
większa  od  prędkości  osi  wałków.  Jakoż,  dlatego  ie  wałek  O 
ma  ruch  chwilowy  wirowania  około  krawędzi  zetknięcia  A, 
prędkości  jego  punktów  sf  proporcyonalne  do  swych  odległości 
od  tej  krawędzi;  zatem  prędkość  punktów  krawędzi  B  jest  dwa 
razy  większa  od  prędkości  punktów  osi  O.  Ale  prędkość  pie^ 
wszych  jest  ta  sama  co  punktów  ciała  G  które  się  z  niemi  scho- 
dzą; więc  ciało  G  porusza  się  dwa  razy  prędzej  niż  osie  wałków. 

To  pochodzi  zt§d  że  każdy  wałek  ma  ten3am  ruch  podwójny, 
to  jest  ruch  przeniesienia  i  ruch.  wirowania,  a  summa  tych 
dwóch  ruchów  stanowi  ruch  przeniesienia  ciała  G. 

Dla  tej  przyczyny  trzeba  podkładać  trzeci  wałek  na  przodiie 
ciała,  aby  je  uti*zymać  gdy  opuszcza  wałek  tylny. 
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279.  TOCZENIB  SIE  WALCA  CIĘŻKIEGO  NA  PŁAMIEYENIB  POCUYŁEJ. 

Uważajmy  walec  kołowy  0^  jednorodDy  albo  złożony  z  war- 
stew  spółśrodkowych  jednorodnych^  który  się  toc2y  bez  ili^a* 


nia  na  pł&sczyznie  pochyłej^  równolegle  do  linii  największej 
gpadzistości.  Niech  będzie  t  k^t  jaki  czyni  płasczyzna  pochyla 
z  poziomem ;  M  massa  walca,  R  jego  promieri  i  VUfl  moment 
bezwładności  względem  osi  O;  «»  prędkość  kętowa  i  V  pręd^ 
kość  przeniesienia;  P  wynikowa  sił  zewnętrznych  mająca 
wielkość  stateczni;  przyłożona  do  środka  ciężkości  walca^  pros- 
topadle do  jego  osi  i  pod  k^tem  «  z  płasczyzna  pochyła. 

Rach  przeniesienia  walca,  uważanego  jako  wolny  pod  dzia- 
łaniem ciężaru  MjT;  siły  P  wprost  przyłożonej,  i  oddziaływań 
styczennego  T  i  normalnego  N  płasczyzny  pochyłej  AX^  wy- 
raża się  przez  dwa  ów.,  mia 


M  ^  =  M^wsti  4-  Pdosa  —  T, 


M^dost  —  Pwsta  =  N. 

Stosując  zasadę  sił  żywych  do  ruchu  wirowego  około  osi  O, 
znajdujemy  trzecie  równanie 

at 
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Owoż,  jeśli  pomnożymy  pierwsze  z  trzech  równań  przez  R, 
drugie  przez  ^,  i  dodamy  wszystkie  Łrzy^  wyrugujemy  odrazu 
T  i  N,  a  zwaiaj^c  Łe  z  założenia  Y  =  «»R  otrzymamy 

ft\     M*^      P(Rdo8«-ł-łwst«)+M!7(Rw8ti  —  łdosi) 
W      M^= ^_p^5 

To  dowodzi  że  ruch  walca  jest  jeduosŁajnie  przyspieszony. 
Ponieśmy  znalezioną  wartość  do  pierwszego  równania,  bę- 
dziemy mieli 

/o^  T  _  P(**dos«  —  Wwsta)  4-Mg(t%stt  +  R3dosO 

}^)  V-— F+H^ ^* 

^  Żeby  walec  toczył  się  bez  ślizgania  na  płasczyzoie  AX;  trzeba 
żeby  jegQ  krawędź  A  zetknięcia  geometrycznego  miała  prędkość 
zero;  co  wymaga  żeby  wartość  T  byłą  mniejsza  od  tarcia  śliz- 
gania fN^  to  jest  żeby  się  zadość  stało  następujęcemu  warun- 
kowi 

K^  — ■^~  mit 
•  .  1  _     •  .  . 

f      • 

Na  zastosowanie  przypuśćmy  że  walec  ciężki  jest  jednorodny^ 
i  toczy  się  pod  działaniem  samej  ciężkości.  Wtedy    P  =  O, 

*'i  =  l  R«,    i  zwitki  (1),  (2),  (3)>tłiję  się 


(4)  ^  =  |j,(W8tl-id08<), 


(5)  T  =  lM-/(wsti-ł-^dosO 


(fi)  ■■slyi'<S/-^ 
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280.  Figura  pokazuje  ^  walce  toczy  się  w  stranę  AX ;  w  ieai 
właśnie  przypuszczeniu  równanie  ruchu  zostało  otrzymane.  Jeśli 
waleci  odebrał  popęd  toczenia  się  z  dołu  do  góry,  wtedy  jeszcze 
oddziaływanie  styczenne  T  płasczyzny  pochyłej  jest  skierowane 
w  stronę  XA  tak  jako  poprzednio;  dlatego  ie,  chociaż  ten  wa- 
lec obraca  się  teraz  od  pra\Yej  ręki  ku  lewej,  to  zawsze  ma 
dęiność  do  ślizgania  w  stronę  AX.  Ta  okoliczność  zasługoje  na 
szczególna  baeznęść. 

Majęc  wzgląd  na  znak  prędkości  kętowej  w,  z  równania  (1) 
wywodzimy,  dla  obecnego  przypadku  P=:0,  równanie 

g=-l^(wst.-*dosO, 

które  dowodzi  że  ruch  wznoszący  się  walca  jest  jednosUijnie 
opóźniony, 

Zt§d,  całkujęc,  otrzymiyemy 

I 

V  =  V,~^(W8tl-idQS0,. 

a  =  Y,/ —  ^  (wsti  —  ^  dos  t). 

Od  początku  ruchu  w  którym  środek  ciężkości  walca  odbiera 
prędkość  Y©,  aż  do  chwili  w  której  prędkość  tego  środka  staje 
się  zero,  walec  toczęcy  się  na  płasczyznie  pochyłej  dochodzł 
do  wysokości  wyrażonej,  po  wyrugowaniu  czasu  f,  przez        • 

3  VJ 


a?W8tl=r.- 


^  2ff(i-^dot0 


Ta  wysokość  przewyższa  '5  ^.    Więc,  gdy  walec  ciężki,  po 
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pchnięty  na  płasczyznie  pochyłej,  toczy  się  z  dołu  do  góry 
w  kierunku  linii  najmniejszej  spadzistośei,  wysokość  do  jakiej 
się  wznosi  jest  większa  od  tej  którejby  dosięgał  gdyby  się  nie 
toczył  ale  tylko  ślizgał  bez  tarcia.  To  pochodzi  poprosŁu  zt^d 
że  walec  toczący  się  ma  siłę  żywą  początkową  większą  nit  gdyby 
ślizgał  bez  tarcia.  Jakoż^  siła  żywa  walca  na  początku  ruchu 
toczenia  się  składa  się  z  sity  żywej  całej  massy  przeniesionej  do 
środka  ciężkością  to  jest  MV2,   i  z  siły  żywej  ruchu  wirowego 

około  tego  środka,  to  jest  ft>^^mr^=^MVi  (iftS);  więc  siła 

żywa  początkowa  walca  toczącego  się  z  dołu  do  góry  na  płas- 

3 
czyznie  pochyłej  jest  ^  MV|i   ilość  większa  od  siły  żywej  MYJ 

Z  którąby  ten  sam  walec  zaczynał  ślizgać  bez  tarcia  na  tej  samej 
płasczyznie. 

To  wszystko  stosuje  się  do  ruchu  sfery  ciężkiej  położonej  na 
płasczyznie  pochyłej,  hez  prędkości  początkowej.  Ztąd  możnaby 
nawet  wyprowadzić  ruch  sfery  ciężkiej  na  płasczyznie  poziomej, 
czyniąc  tylko  t  =  0.  Ale  ten  ostatni  ruch  będzie  wprost  wyło* 
żony  ppniżej. 

281.  Tarcik  MfESZARE  TOCZKNiA  si£  1  ŚLIZGANIA.  Gdy  dwa  ciała 
toczą  się  i  zarazem  ślizgają  jedno  na  drugiem,  oba  tarcia  spół- 
istnieją  i  wpływają  na  ruch  każde  według. swojej  ustawy.  Ale^ 
ponieważ  tarcie  toczenia  się  jest  zwykle  bardzo  małe,  można  je 
zanicflbać  w  zwyczajnych  zastosowaniach,  w  których  prawie 
nieznaczną  gra  rolę  obok  tarcia  ślizgania.  Dlatego  nie  będziemy 
zważali  na  tarcie  toczenia  się  w  następującem  zadaniu. 

Roch  bili  na  billardzie.  Niech  będzie  na  billardzie  bila  O, 
wprowadzona  w  ruch  przez  popęd  P  (uderzenie  kijem  billar- 
dowym),  którego  kierunek  BG  jest  na  płasczyznie  pionowej 
przechodzącej  przez  jej  środek  O.  Ten  popęd  P  nadaje  bili 
ruch  przeniesienia  równoległy  do  płasczyzny  biliardu,  i  zarazem 
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ruch  wirowy  około  osi  mającej  rzut  O  na  płasczyznie  pioDO- 


wej  BĆO.  Oś  O  jestj  w  sferze  bezwładności  ł)iii  względnie  do 
środka  ciężkości  0^  średnicę  sprzężone  plasczyzny  BCO,  a  nawet 
jej  osie  główna.  Oczywiście,  z  przyczyny  symetryi  figury,  śro« 
dek  bili  nie  wyjdzie  z  płasczyzny  pionowej  początkowej^  i  dla- 
tego oś  wirowania.  O,  prostopadła  do  tej  płasczyzny,  zostanie 
cięgle  równoległa  do  swojego  kierunku  pierwotnego. 

Bila  w  ruchu  jest  tylko  pod  działaniem  dwóch  sił  zewnętrz- 
nych^ ciężkości  i  tarcia  na  suknie  biltardu.  Owoż^  łatwo  się 
pojmuje  że  ciężkość,  jako  siła  pionowa  przechodząca  przez 
środek  0^  nie  zmienia  w  niczem  prędkości  poziomej  tego  pun- 
ktu, ani  ruchu  wirowego  bili  około  osi  O;  samo  więc  tarcie 
ślizgania,  rozwinięte  w  punkcie  A  i  skierowane  w  stronę  prze- 
ciwne ruchu  przeniesienia^  którego  wartość  jest  fhHg  (M  massa 
bili),  zwolnią  zarazem  ruch  środka  O,  i  ruch  wirowania  bili 
około  tego  środka  a  raczej  około  osi  zrzutowanej  w  O.  Zatem^ 
nazywając  Y  prędkość  środka  ciężkości  O,  »  prędkość  kętowę 
bili,  R  jej  promień,  i  zważajęc  na  strony  w  klóre  się  odbywaję 
oba  ruchy,  wskazane  przez  strzały,  znajdujemy  zaraz  ich  równa- 
nia różniczkowe 

dt  '^'         dt  Xmr^  ' 

gdzie  y]tnr^  znaczy  moment  bezwładności  bili  wzięty  wzglę- 
dem jednej  z  jej  średnic.  A  że  wartość  tego  momentu  jest  (200) 


mr^  =  -  MR'^,    będzie  więc 

dt"      2R  * 
Całkujęc,  olrzymujemy 

y^  i  »o  oznaczają  wartości  początkowe  prędkości   Unijnej  Y 
i  kitowej  «>.  Te  obie  prędkości  V  i  w  zmniejszają  się  cięgle. 

Prędkość  samolsta  punktu  A>  które  nazwiemy  ti,  jest  surnm^ 
wr=  V-|-tt«  prędkości  przeniesienia,  spólnej  wszystkim  pun- 
.  ktom  i)iiiy  i  prędkości  wirowania  około  środka  O;  więc  strona 
w  które  dzi^a  tarcie  zależy  od  znaku  prędkości  u.  Jeśli  u  >  O, 
tarcie  ma  kierunek  na  lewo,  co  właśnie  wskazuje  powyższa 
figura;  jeśli  przeciwnie  u  <  O,  wtedy  tarcie  jest  skierowane  na 

t  f  •  •       • 

prawo.  ♦ 

Wartość  prędkości  punktu   A  w  obecnym  rucłiu  jest  dana 
w  każdej  chwili  przez  formułę 

V 

Prędkość  V  środka  ciężkości  O  staje  się  zero  gdy  /  =  ^, 

2Rmii 

a  prędkość  kclowa  «» jest  zero  gdy  ^  =  r  y^.  Od  cłiwili  w  któ- 

.  rej  jedna  z  dwóch  prędkości  jest  równa  zeru,  ponieważ  wtedy 
ślizganie  bili  na  billardzie  istnieć  jeszcze  nie  przestaje^  ta  pręd- 
kość staje  się  odjemna,  i  rośnie  liczebnie  coraz  więcej  podczas 
gdy  druga  prędkość  maleje  aż  się  z  ni§  zrówna.  To  zrównanie 
się  dwóch  prędkości  zdarza  się  na  koiicu  czasu  wyznaczonego 
przez 

r  =  2Yoi±f2,       co  daje       V-hR«  =  0- 

'19 
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W  chwili  gdy  ostatniemu  równaniu  staje  się  ladość;  punkt  A 
ożywiony  zarazem  dwiema  prędkościami  równemi  i  znaków  prze- 
ciwnych, ma  prędkość  samoisl^  zero;  ustaje  zatem  ślizganie 
bili  na  billardzie.  Od  tego  czasu  tarcie  juł  nie  działa,  i  bila  toczy 
się  na  billardzie  r:jchem  prawie  jednostajnym..  Mówimy  p^awie^ 
bo  w  rzeczywistości  istnieje  zawsze  opór  przeciw  toczeniu  się, 
czyli  tarcie  toczenia  się  któregośmy  nie  wprowadzili  do  ra- 
chunku, a  które  zmniejsza  pomału,  i  nareszcie  niszczy,  prędkość 
bili  w  tym  ostatecznym  jej  ruchu. 

Czas,  w  którym  bila  przestaje  ślizgać  i  tylko  się  toczy^  jest 
zawarły  między  dwiema  wartościami 

/  =  X?        i        /  =  21l«p 
f9  5  /y  • 

2 
Jeśli  pierwsza  wartość  przewyższa  dnig^,  to  jest  Vo  >  -  Rwo, 

wtedy  tt»  staje  się  zerem  przed  V,  i  toczenie  się  następujące 
po  ślizganiu  odbywa  się  w  stronę  prędkości  Yo*  A  jeśli  prze- 
ciwnie, pierwsza  wartość  jest  mniejsza  od  drugiej,  to  jest 

Vo  <  ^  R«i0,  wtenczas  V  stanie  się  zerem  przed  ^,  i  bila  będzie 
5 

2 
się  toczyła  ku  punktowi  wyjścia.  Nakoniec,  jeśli  Vo  =  ?  Rmoj 

obie  prędkości  V  i  wstaną  się  zerami  w  tym  samym  czasie,  i 
bila  zostanie  nieruchoma  na  billardzie* 

282.  Praypuśćmy  silę  uderzenia  P  pozioma.  Ta  siła  chwilowa 
nie  daj^c  składowej  normalnej  nie  sprawia  tarcia;  maihy  więc 

MV,=  P,  M,2mr»=PA; 

gdiic  A  /.naCzy  odległość  siły  P  od  O,    A     y]mr2  =  ?  Mft-. 


576 
Zffd  wynika 


EOZOZIAŁ  VII. 


R««o  = 


5AVo 
2R 


i  następi  'e  prędkość  pocz§lkowa  punktu  A  wyraża  się  przez 


Wo 


=  v«-iu  =  v«-5*v..  , 


2R 


Owoź Jeśli  punkt  U^  przez  który  przechodzi  siła  chwilowa  P, 
jest  środkiem  uderzenia  względnym  do  osi  poprowadzonej  przez 
punki  zetknięcia  A  osi  O  symetryi  walca^  będzie  (227) 


AH=R  +  1,        zM        A=|=  |R; 


Więc 


Wo  =  Vo  *•  -  V^     r  0. 


Jeśli  silą  uderzenia  P'  przechodzi  przez  punki  H'  ponad  H, 

2 
będzie  OH'  >  rR;  zatem  t<o<  0^  i  punkt  A  pójdzie  na  lewo. 

W  tym  przypadku  siła  uderzenia  P'  rozkłada  się  na  dwie  siły 
przeciwnie  równoległe  P  i  P|  przyłożone  do  H  i  A ;  pierwsza  P 
nie  wpływa  na  prędkość  punktu  A^  a  druga  Pt  daje  mu  popęd 
na  lewo.  Nakoniec^  jeśli  siła  uderzenia  P*  przechodzi  przez 
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punki  H""  poniżej  H^  będatie  tio  >  O ;  wtenczas  siła  P"  rozkłada 
się  na  dwie  siły  wprost  równoległe  P  i  V^y  pierwsza  nie  wpły- 
wa na  t/^^drij^a daje  punktowi  A  popęd  naprawo*. 

W  przypadku  ogólnym,  gdy  kierunek  prędkości  początkowej 
nie  znajduje  się  na  ptasceyznie  pionowej  przechodzącej  przez 
środek  ciężkości,  oś  wirowania  bili  nie  jest  prostopadła  do  tej 
pfasczyzny;  wtedy  tarcie  zmienia  w  każdej  ctiwili  kierunek 
ruchu  środka  ciężkością  i  t>ila  opisuje  linię  krzy  w§. 

283.    RUGU  WAHADŁA   SKŁADANEGO  Z  CZOPEK   KTÓRY  SIE  TOCZY 

NA  DWÓCH  GZckiAGH  PŁASGZY2NY  POZIOMEJ.  Za  płaBczyznę  figury 
weźmy  płasczyznę  prostopadłą  do  czopu,  która  przechodzi  prze? 
środek  ciężkości  G  wahadła  składanego;  i  aiecb  będzie  O  rzut 
osi  czopU;  R  jego  proftiień;  /  odległość  GO;  OXy  OY  osie  spół- 


rzędnychj  pozioma  i  pionowa  punktu  O ;  9  k§t  GOY ;  M  massa 
wahadła  i  Mk^  jego  moment  bezwładności  względem  równo- 
ległej w  G  do  osi  O  c2opu;  N  i  T  oddziaływania  płascsyzny, 
normalne  i  styczenne. 

Gdy  czop  O  toczy  się  na  prawo,  wahadło  oscylluje  na  lewo, 
i  wznoszęc  się  bierze^  naprzykiad,-  położenie  OG.  W  tem  poło- 
żeniu wahadła  oddziaływanie  normalne  N  płasczyzny  przechodzi 
przez  punkt  A\  leżący  na  prawo  punktu  zetknięcia  geometrycz- 
nego  A  w  odległości  AA'  =^  $, 

Ponieważ  prędkość  punktu  A  jest  zcro^  mozna  uważać  ruch 
Wahadła  składanego  jako  wynikaj^c^  z  wirowania,  -j-    około 

MECHANIKA.  11.^37 


57^  H02D2IAŁ  nt. 

punktu   O,   i  z  przeniesienia     R  ^      równoległego  do  Oa. 
OYfoi,  rzuty  prędkości  punktu  G  na  osiach  0X;  OY  s^ 

więc,  na  mocy  zasady  ruchu  środka  eiętkości,  mamy 

M(R-  /dosO)  ^  +  /wste  ^  =  -  T 


Nadto,  stosując  zasadę  sił  żywych  do  ruchu  około  środka 
ciężkością  znajdujemy  trzecie  równanie 

MA«  ^  =  —  N(/ wste  +  a)  -  T(/dose  —  R). 

Jeśli  między  temi  trzema  równaniami  wyrugujemy  N  i  T, 
otrzymamy  równanie  różniczkowe  ruchu  wahadła  składanego^ 
do  którego  wchodzi  tarcie  toczenia  się  czopu^ 

(A« + P +R»)  g  4.  m(w8ie^' -•  2do80^) + y/wste 


4»(ff  +  /|wsie^)=:a 


To  równanie  przywodzi  się  do  znalezionego  w  n^'*  217,  dość 
tylko  uczynić  R  k  O  i  I  =  0« 
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Zaniedbując  i,  można  zcułkować  powyższe  równanie.  Mno- 
żymy je  przez  e/9  i  mamy  zaraz  różniczkę  dokładna 

« 

(/f2  1  /2  +  R'2)rf  ^  _  2lRd.^  dos9  —  2a/rf.dos9  =  O ; 

zk^d,  całkując  i  nazywając  9o  kęt  9  na  początku  oscyllacyl, 
wynika 

(AS  -^  ^  ^_  RS  _  2mdose)  g  =  2^/{dose  —  dose,). 
Czas  jednej  oscyllacyi  przedstawia  się  przez  całkę 

(fts  -f.  /s  -|-  R3  _  2mdos9)arf9 
v'dos9  —  dosOo 

Ale  wartość  lej  całki  wtedy  się  tylko  otrzymuje,  gdy  obszer- 
ność  oscyllacyj  jest  dostatecznie  mała  aby  można  było  wyrazić 
dos9  przez  łuk  9,  zaniedbując  potęgi  tego  łuku  wyższe  od  dru- 
giej. 

Jeśliby  chciano  zważać  na  tarcie  toczenia  się,  to  możnaby, 
z  przyczyny  małości  j,  ograniczyć  się  na  wyrazie  gi  równania 
różniczkowego;  ale  zawsze  tylko  wtenczas  kiedy  obszerność  oscyl- 
lacyj nie  przechodzi  pewnej  granicy. 


ROZDZIAŁ  VIII 


WIADOMOŚĆ  O  MACHINACH. 


286.  Machiny  naleź§  do  Mechaniki  zastosowanej  której  prze- 
ważna część  stanowią.  W  Mechanice  rozumowej  możemy  tylko 
dać  o  nich  treściwa  wiadomość,  i^  biorąc  kilka  prostych  przy- 
kładów, wskazać  główne  zasady  na  których  się  opierają. 

W  ogólnem  określeniu,  machina  jest  wszelki  przyrząd  który 
sprowadza  na  opór  ieżęcy  w  jednym  punkcie  działanie  siły 
przyłożonej  w  innym  punkcie;  albo  jeszcze,  machinę  jest  przy- 
rząd za  pomocą  którego  przesyła  się  danemu  ciału  ruch  udzie- 
lony  innemu  ciału.  Zł^d  naturalnie  wynika  że  teorya  machin 
przedstawia  się  pod  dwoma  oddzielnemi  punktami  widzenia; 
można  albowiem  uważać  machiny  iv  etanie  równowagi  i  machiny 
w  stanie  ruchu.  Ten  konieczny  podział  machin  wedle  ich  prze- 
znaczenia, na  machiny  w  równowadze  czyli  statyczne  i  na  ma- 
chiny w  ruchu  czyli  dynamiczne,  stanowi  charakterystyczne  róż- 
nicę w  ich  skutkach. 

Machiny  w  stanie  bównowagi.  Przedmiotem  machin  w  stanic 
spoczynku^  albo  raczej  w  równowadze,  jest  wykonać,  na  pe- 
wnych ciałach,  mniej  więcej  znaczne  parcie  za  pomoce  sił  przy- 
łożonych do  innych  ciał;  jako  naprzykład^  parcie  za  pomocą 
dźwigni,  śruhy^  klina^  i  Ł.  p. ;  albo  jeszcze  uczynić  równowagę 
pewnym  oporom  za  pomocą  danych  sił^  które  nie  są  ani  im 
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równe  ani  do  nich  wprost  przyłożone.  Teorya  machin  w  sianie 
równowagi  opiera  się  na  samych  zasadach  Stalyki.*  Znając  tylko 
te  zasady  już  wiemy  źc  dan^  siłę,  jakkohińek  mała,  i  za  po- 
średnictwem przyzwoitej  machiny,  możemy  wywierać  wszelkie 
naprzód  oznaczone  parcie;  a  nawzajem,  majęc  danc  machinę^, 
umiemy  wyznaczyć  parcie  jakie  ona  jest  zdolna  wykonać  za 
pomoce  wiadomej  siły,  i  znamy  opór  jaki  można  utrzymać  w  ró- 
wnowadze. W  obliczaniu  skutków  sił  i  oporów  które  chcemy 
zrównoważyć,  pomijamy  naj  pierwej  siły  obce  jako  ci(^vko5Ć, 
i  opory  podrzędne  jako  tarcie,  sztywność  sznurów,  i  t.  p. 
Postępując  tym  wy?ęcznym  sposobem,  znajdujemy  warunki 
równowagi  ciał  zmyślonych;  mamy  więc  lj;iko  przybliżone 
rozwijanie  zagadnienia.  Ale  potem,  przechodząc  do  rzeczy- 
wistego stanu  rzeczy,  wyznaczamy  siły  mogące  sprawić  skutek 
oporów  podrzędnych  któreśmy  zaniedbali,  wprowadzamy  je  do 
rachunku  w  liczbę  sił  albo  oporów,  i  dopiero  otrzymujemy 
rozwiązanie  zupełne.  Ta  więc  pierwsza  część  leoryi  machin 
należy  cała  do  Statyki. 

Machiny  w  STANIK  RUCHU.  Powszechnie  potężne  machiny  prze 
mysłu  SQ  w  stanie  ruchu.  Jedne  maję  za  cel  przezwyciężać  i 
zarazem  przemieszczać  opór,  jako  naprzykład,  wznosić  pewno 
ciężary  dodanej  wysokości,  tłuc  kruszce,  toczyć^  wiercić  drzewo 
i  metale,  i  t.  d. ;  drugie  sri  przeznaczone  do  robót  wymagają- 
cych więcej  zręczności  niż  siły,  takiemi  s§  te  które  przędę, 
tkaję,  haftuję,  i  ł.  d.  Ta  więc  druga  najważniejsza  część  teoryi 
machin  należy  naturalnie  do  dziedziny  Dynamiki.  W  ogóle, 
mótsić  o  machinach  jest  to  mówić  o  ruchu. 

W  machinach,  siły  przezwyciężojęce  opór  nazywają  się  siłowi 
l)orvszajacemi,  a  te  które  przeciwstaję  jpór  siłami  opierają^ 
cetni  się. 

Machiny  sę  układami  ze  zwięzkami  zupełnemi,  które  mogę 
brać  tylko  dwa  różne  ruchy  wprost  sobie  przeciwne ;  dlatego 
też  jedno  równanie  wystarcza  do  wyznaczenia  tego  ruchu,  skuro 
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jest  wiadoma  strona  w  klór§  się  odbywa.  Najdogodniejsze  w  za- 
stosowaniu jest  równanie  sił  żywych 

Znak  2  pierwszej  strony  równania  rozciąga  się  do  wszys- 
tkich punktów  układu,  a  ten  znak    V  w  drugiej  stronie  odnosi 

się  do  wszystkich  sił,  tak  dobrze  do  poruszających  jak  do  opie- 
raj^ych  się.  Całka  drugiej  strony  jest  wzięta  w  granicach  ja- 
kichkolwiek,  którym  odpowiedaj§  prędkości  t;o  i  t;  punktu 
mającego  massę  m. 

Jeśli  oznaczymy  przez  P  jedną  z  sił  poruszających,  a  przez 
dp  rzut^  na  jej  kierunku  i  w  jej  stronę,  przemieszczenia  punktu 
przyłożenia;  tak  samo,  jeśli  nazwiemy  Q  jedną  z  sił  opierają- 
cych się,  dq  rzut,  na  jej  kierunku  i  w  jej  stronę,  przemieszcze- 
nia punktu  przyłożenia,  części  summy  V(Xrfa?  -f"  Yrfy  -f"  Zrfs), 
odpowiedające  tym  dwom  gatunkom  sił  przeciwnych,  wyrażą 
się  przez  summy   2^^^  ^  — 2^^^*    Będzie  więc 

To  równanie  wyrażające  że  połowa  przyrostu  siły  żywej  w  ma- 
chinie, przez  czas  uważany,  jest  równa  przewyżce  pracy  poru- 
szającej nad  pracą  opierającą  się,  zawiera  całą  teoryę  nutchin 
w  stanie  ruchu. 

Jeśli  dla  skrócenia  oznaczymy,  jako  zwykle  czynią,  pnez 
Tp  pracę  poruszającą  i  pr^ez  To  pracę  opierającą  się,  ostatnie 
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równanie  weźmie  kształt  prosty  i  do  dyskussyi  dogodny 

285.  Przepeo WADZENIE  PRACY  W  MACHINACH.  Uwaiąjroy  pracę 
machiny  od  początku  ruchu  Hi  dp  chwili  jakiejkolwiek;  będzie 
j^o  =  O,  zatem 


\^rn^  =  T,^%, 


Pierwsza  strona  równania  jest  dodatna,  zatem  T,  >  To;  a 
jeśli  ruch  przestaje  będzie  v  =  0,  zatem  T,  =  T^. 

Więc,  w  katdej  machinie  praca  foruiMsgęca^  wyrachowaika  od 
poeigtku  ruchu  at  do  chwili  jakiejkolwiek  jego  trwania,  przewytsza 
zatoize  pracę  opierająca  »ię;  i  te  dwie  prace  wtedy  dopiero  $c 
równe  kiedy  machina  powraca  do  spocsynku^ 

Jeśli  ruch  machiny  jest  jednostajny,  to  jest,  jeśli  prędkość 
każdego  punktu  jest  stateczna,  o  co  zwykle  starać  się  należy' 
aby  zapewnić  regularność  i  temsamem  dokładność  pracy,  wtedy 
pierwsza  strona  równania  (1)  jest  zero;  co  daje 

(2)  Tp  — To«=0  albo.  Tp=Tt. 

Więc,  gdy  machina  wzięta  ruch  jednoeiajny^  p^aca  opierąjęca 
się,  wyrachowana  przez  jakikolwiek  przeciąg  czasu,  jest  zawsze 
równa  pracy  poruszą/gcy. 

W  przypadku  szczególnym,  w  którym  machina  jest  poddana 
jednej  tylko  sile  i  jednemu  oporowi,  jednostajność  rucbn  po- 
cięga  za  sobę  równość  między  pracę  siły  i  pracę  oporu ;  alI)o 
innemi  słowy,  siła  i  opór  sę  wtedy  odwrotnie  proporcyonalne 
do  dróg  przebieżonych,  w  tym  samym  czasie,  przez  ich  punkta 
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przyłoJ^.enia.  Ztęd  wynika  dobrze  znana  praktyczna  prawda: 

Co  się  zyskuje  na  sile  traci  się  na  prędkości. 

Równość  dwóch  prac^  poruszającej  i  opierającej  się,  dokona- 
nych przez  czas  jakikolwiek,  nie  istnieje  gdy  machina  nie  ma 
7aehu  jednostajnego.  Ale;  jeśli  ruch  jest  okresowy,  na  przemian 
przyspieszający  się  1  opóźniający  tak  że,  na  początku  i  na  końcu 
każdego  okresu^  prędkości  różnych  punktów  machiny  s^  te  same, 
wtedy  dla  tych  okresów  pierwsza  strona  równania  (1)  jest  oczy- 
wiście zero,  a  temsamem  i  druga.  Więc  praca  poruszająca  T,, 
rozwinięta  w  każdym  okresie,  jest  równa  odppwiedajęcej  pracy 
opierającej  się  To.  Ztęd  wynika  równość  tych  dwóch  prac  w  ca< 
łym  ruchu  okresowym. 

Przez  cały'  czas  w  którym  machina  pracuje,  to  jest  od 
4^hwiłi  w  której  wchodzi  w  ruch  aż  do  chwili  w  której  się 
zatrzymuje,  pierwsza  strona  równania  (1)  jest  zero,  dlatego 
że  każdy  z  dwóch  wyrazów  które  j^  składają  jest  osobno  zero; 
co  dowodzi  że  w  całym  przeciągu  tego  czasu  jest  równość 
T,  =  To*  Więc  ogólnie,  jakiekolwiek  sc  zmiany  w  ruchu  ma- 
chiny^y  przez  cały  przecie  tego  ruchu,  piraca  rozwinięta  przez 
siły  przyłożone  jest  zawsze  równa  pracy  rozwiniętej  przez  siły 
opierające  się. 

Na  równaniu 

Tp  =  To, 

które  wyraża  stan  normalny  machin,  zależy  xa$ada  przeprowa- 
dzeniu pracy. 

Uważajmy  nakoniec  ruch  machiny  od  chwili  w  której  pręd- 
kości 6Q  t^o  9Lt  do  chwili  w  której  ten  rucb  ustaje;  ł>ędzie  t;  s:=  O, 
zalen 


-.JS^w^^o^T^-To. 


Równanie  pokazuje  że  w  tym  przypadku  praca  opierająca  si  ę 
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jest  większa  od  pracy  poruszającej,  To>T,,.  Machina  jednak 
nie  przestaje  pracować,  dlatego  że  prędkości  nabyte  doslarczaj^ 
połowę  siły  żywej  która  jest  równowarta  pracy  opicraj^icej  się. 
Aby  się  o  tern  przekonać,  dość  jest  przypuścić  że,  w  pewnej 
cłiwili  rucłiu  machiny,  sHy  poruszające  działać  przest€aj§;  od  tej 
chwili  praca  opierająca  się  zostaje  stateczna,  i  jej  wartość  wyraża 
się  przez  równanie  (1)  w  którem  e;  =  O  i  T^  =  O,  co  daje 
właśnie 

12*^1^?  =  To. 

286.  Równanie  ogólne  (i)  dowodisi  te,  jeśli  silą.  >tywa  ^twt;- 
machiny,  na  końcu  pewnego  czasu,  praewyższa  odpowiedając^ 
siłężyw§  Z^mu*  na  początku  tego  samego  czasu,  będzie  T^>To; 

a  jeśli  przeciwnie   Vmi;*  <  zl^^ó*    ^^  będzie  także  T^<To; 

i  nawzajem »  Widzimy  więc  jakiej  zmianie  ulega  ruch  machiny, 
według  jak  praca  poruszająca  jest  większa  albo  mniejsaa  od 

pracy  opierającej  się.  Dopóki  Tp  =  To  dopóty  siła  żywa  ^mv^ 

machiny  zostaje  ta  sama,  i  ruch  jest  jednostajny*  Gdy  T|,>To, 
siła  żywa  ^mv^  machiny  powiększa  się  ilością  2(T;,  —  T^), 
i  ruch  się  przyspiesza;  a  gdy  przeciwnie  T|,<Toj  wtedy  siła 
żywa    Vwt;^    zmniejsza  się  ilością   2(To  —  Tp),  i  ruch  się 

zwolnią. 

Z  tego  wszystkiego  łatwo  wnosimy  że  machina  przeprowa- 
dza cał§  pracę,  rozwinięta  przez  siły  poruszaj§ce,  na  punkta 
w  których  działają  siły  opierające  się.  Ale,  żeby  ten  wynik  był 
prawdziwy  w  całej  rozcjęgłości,  trzeba  wprowadzić  do  rachunku 
pracę  rozwinięta  praez  wszystkie  siły,  bez  wyjątku,  przyłożone 
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do  machiny,  lak  dobrze  siły  zewnętrzne  jak  wewnętrzne.  Owoź. 
do  sił  opierających  się  trzeba  liczyć  te  które  machina  ma  prze- 
zwyciężać, te  właśnie  które  sc  przedmiotem  jej  pracy  i  które 
dlatego  nazywaj(i  się  oporami  utytecznenii,  S§  zaś  inne  opory, 
powstające  z  ruchu  machiny,  jako  tarcia^  rozwinięte  w  różnych 
częściach  bryłowych  z  których  się  składa  ta  machina.  Takie 
opory  zwykle  przeszkadzające  ruchowi,  nazywają  się  oporami 
biememi  albo  podrzędnemu  Ztąd  nazwisko  pracy  uiyłecznej  i 
pracy  biernej.  Oznaczajęc  pierwszą  przez  T„  a  drugą  przez  T*, 
będzie 

To  z=  Th  -|-  T*. 

Więc,  ponieważ  w  całym  ruchu  machin  praca  poruszająca 
Tj;  jest  zawsze  równa  pracy  opierającej  się  To^  mamy  ogólne 
równanie 

(3)  Tp  =  T«+T6, 

które  dowodzi  źe  praca  użyteczna  machiny  jest  tylko  częścią 
pracy  poruszającej.  A  chociaż  jest  niezaprzeczalną  prawdą  że 
machina  przeprowadza  całą  pracę  poruszającą,  bez  ładnego  jej 
uronienia,  na  punkta  w  których  działają  siły  oporów^  należy 
jednak,  dla  dobitności,  dodać  że  część  tej  pracy,  odpowieda- 
jąca  pracy  biernej,  jest  stracona  bezużytecznie.  Ta  praca  bierna^ 
stracona  dla  ruchu,  nietylko  wpływa  na  zużycie  machiny,  ale 
co  gorsze  jeszcze,  rozwija  w  różnych  jej  częściach  drgania  które 
się  przenoszą  do  podpór  i  fatalnie  szkodzą  regularności  pracy 
użytecznej. 

W  rzeczywistości  więc  machina  oddaje  mniej  pracy  niż  jej 
odebrała,  i  tem  mniej  im  są  większe  opory  bierne  które  zawa- 
dzają jej  ruchowi. 

Ostatniemu  równaniu  można  dać  następującą  postać 

T* j Tj 

T  T  * 
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która  wydatnie  pokazuje  ^/.e  stosunek  pracy  użytecznej  do  pracy 
poruszającej  jest  zawsze  mniejszy  od  jedności.  Machina  jest  tern 
lepsza  im  ten  stosunek  jest  bliższy  jedności ;  ale  najlepsze  ma- 
chiny, a  przynajmniej  uwa/ane  za  takie,  rzsidko  oddajg  więcej 

3 
nad   j  pracy  poruszajęcej  któr§  odebrały.  Dołęd  0,9  jest  maxi- 

mum  niezmiernie  rzadkie. 

Cała  więc  korzyść  machin  w  ruchu,  a  jest  bardzo  wielka,  po- 
lega na  przekształceniu  pracy,  nie  na  jej  powiększeniu.  Ta  uwaga 
jest  nader  ważna.  Trzeba  albowiem,  bacz§c  na  powyższe  równa- 
nie, pamiętać  że,  jakakolwiek  wyobrażonoby  kombinacyę  sił  i 
układów  ciał,  nie  potrafionoby  nigdy  zbudować  takiej  machiny, 
bo  ona  istnieć  nie  może,  któraby  przeprowadzała  bez  straty 
pracę  tych  sił;  a  oczywiście  byłoby  niedorzecznością  myśleć  że 
machina  mogłaby  przeprowadzić  więcej  pracy  niż  odebrała. 

287.  PcRFETUUM  MOBILE.  Ghoćby  nawet  machina  pracowała 
bez  niczego y  to  jest,  choćby  nie  miała  do  przezwyciężenia  ża  • 
dnego  oporu  użytecznego,  to  jeszcze  potrzebowałaby  pewnej  siły 
poruszającej  do  utrzymania  swojego  ruchu ;  bo,  praca  T«  byłaby 
zero,  ale  zostawałoby  w  równaniu  (3), 

Tp  =  Tft; 

to  jest,  trzebaby  wykonać  pracę  poruszającą  równą  pracy  opo- 
rów biernych,  które  można  osłabić  ale  nigdy  zniszczyć  do 
szczętu  I 

Widzimy  teraz  dobrze  jakiemu  podpadają  złudzeniu  ci  którzy 
szukają  ruchu  nieustannego,  to  jest  ci  którzy,  nie  posiadając 
dostatecznej  wiedzy  Mechaniki,  wyobrażają  sobie  że  można 
wynaleźć  układ  ciał  taki  żeby  ruch  raz  mu  nadany  utrzymywał 
się  sam  przez  się  ustawicznie,  bez  pomocy  żadnej  siły. 

288.   RÓŻNICA   MIEDZY    MACHINAMI  W  STANIE  RÓWNOWAGI  I   MA- 

to 

CHINAMI  W  STANIE  RUCHU.  «  Dajcic  mi  dźwignię  i  punkt  stały 
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oparcia,  mówił  ARCiiiMEnKS,  a  ja  świat  podniosę.  »  To  znaczy 
wyraźniej  :  Danym  ciężarem  bodę  mógł,  za  pomoc(i  dźwigni 
której  jedno  ramie  ma  długość  wyznaczona  a  drugie  jesl  dłu- 
gości  dowolnej,  uczynić  równowagę  takiemu  cic2:arowi  jaki  się 
spodoba.  Prav/da  niezaprzeczalna.  Idealna  potęga  machin  w  spo- 
czynku ! 

Ale  nie  można  powiedzieć,  dan^  sił^  poruszająca,  naprzykład 
slł^  1000  kilogrammów  wody  spadającej  l  dwóch  metrów,  będę 
mógł  sprawić,  za  pomocą  machin,  taki  skutek  jaki  się  podoba, 
podniosę  na  przykład  taki  ciężar  jaki  zechc^i  do  danej  wyso- 
kości, albo  dany  ciężar  do  takiej  wysokości  do  jakiej  zechce. 
Bo  machiny  w  ruchu,  jakośmy  pokazali,  przekszlałcaj(i  tylko 
dan^  ilość  pracy  pewnej  natury  na  równ^  ilość  pracy  innej  na- 
tury;  i  nietylko  nie  powiększają  tej  pracy,  ale  jeszcze  część  jej 
zużywają  przez  tarcia.  Wprawdzie  istnieje  zawsze  równość  mię- 
dzy pracę  poruszająca  i  prac§  opierające  się,  ale  ostatnia  niecała 
jest  użyteczna.  Tysiącem  kilogrammów  wody  spadającej  z  2  me- 
trów wysokości,  najwięcej  coby  można  zrobić  byłoby  podnieść 
1000  kilog.  ciała  jakiegokolwiek  do  2  metrów  wysokości,  albo 
2000  kilog.  do  W  metra;  albo  ogólnie  p  kilog.  do  h  wyso- 
kości, bioręc  wieloczyn  ph  =  2000. 

a  Pojmuje  sic  łatwo,  mówi  P.  Chasles  (*)  że,  gdyby  za  po- 
mocni 2000  kilog.  wody  spadającej  z  U^  metra  wysokości,  można 
było  podnieść  więcej  niż  2000  kilog.  wody  do  tej  samej  wysp* 
kości,  tę  nuwę  objętościę  wody  spadajęcej  także  z  1^  metra 
wysokości  podniesionoby  jeszcze  większe  jej  objętość ;  i  tak 
dalej,  massy  wody  podniesione  następnie  jedna  przez  drugę 
szłyby  w  postępni  geometrycznej  rosnęcej ;  tak  źe  jedne  szklanka 
wody  spadającej  z  1i^'  metra  wysokości  wyczerpanoby  ocean, 
podnoszęc  go  do  tej  samej  wysokości.  » 


(*)  CouTS  de  iłiachiiieSf  wykładany  przez  P.  Chasles  w  szkole  polilcch- 
hicznej  18A3-i8/i/i.  Dzieło  autografowane. 
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Czem  się  Vięo  dzieje  że  machina  w  równowadze  moina  prze- 
zwyciężyć takie  parcie  jakie  się  podoba?  Tem  ie  punkt  oparcia 
majęcy,  leorycznie  j[)mnajmniej,  takę-  wytrzymałość  jakiej 
chcemy,  dostarcza  oddziaływania  które  może  zniszczyć  wszelkie 
parcie.  Gdy  tymczasem  macłiiny  w  ruchu  przeprowadzają  tylko 
dan^  im  pracę,  ale  jej  nie  mnożę. 

289.  Jedność  pracy,  kiłogrammltr,  koń  PAno^VY.  Z  określenia^ 
praca  jest  wieloczynem  siły  przez  długość;  a  ponieważ,  według 
miar  dziesiętnych^  bierze  się  kilogram  za  jedność  siły  i  metr 
za  jedność  długością  praca^  majęc  za  miarę  wieloczyn  liczby 
kilogrammów  przez  liczbę  metrów,  będzie  jednościj^  gdy  każdy 

dwóch  czynników  będzie  równy  swojej  jedności.  Ztęd  wynika 
i(^  jednością  pracy  jest  praca  potrzebna  do  wzniesienia  W  kilo- 
grammu  na  wysokość  1r«  metra.  Ta  jedność  pracy  nazywa  sle 
kilogrammetrem . 

I  lak,  jeśli  kori,  idęcy  stępem,  cięgnie  wóz  z  wysileniem 
70  kilog.  i  przebiega  jeden  kilometr  czyli  1000  ///,  jego  praca 
jest  70.1000=^70000  kilograramelrów. 

Siła  machin  (*)  mierzy  się  ilościę  pracy  jak^  one  mog^  wy^ 
konać  w  danym  czasie.  Jednościę  powszechnie  przyjęt{i  do  osza- 
cowania tej  siły  jest  siła  konia  [parowego),  A  ten  koń  przedsta- 
wia pracę  75  kilogram  metrów  w  \ń  sekundzie.  Jako  widzimy^ 
do  jedności  pr^cy  machin  wchodzi  czas. 

^iła  konia  parowego  jest  daleko  większa  od  siły  konia 
rzeczywistego.  Kiedy  się  mówi  że  machina  parowa  ma,  na 
przykład,  siłq  10  koni,  nie  trzeba  myśleć  że  jej  pracę  możnaby 
zaślepić  pracę  10<='"  koni  zwyczajnych.  Aby  wiedzieć  wielkość 
pracy  konia  parowego,  mnożymy  75  kilogram  metrów  przez 
liczbę  86400  sekund  zawartych  w  2&  godzinach  pracy  dziennej 


(*)  Wyraz  siia  machiny  albo  konia,  używany  w  przemyśle,  znaczy  po 
prosta  ilość  pracy  tej  machiny  albo  konia. 
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tego  konia  ^  co  daje  6&80000  kilogmmmetrów.  Owoź^  koń  zwy- 
czajny, w  najlepszych  warunkach,  nie  może  dostarczyć  więcej 
niż  1166400  kilogramnietrów  pracy  dziennej,  jeśli  pracuje  8  go- 
dzin na  dzień.  Stosunek  pierwszej  pracy  do  drugiej  jest  5,5. ••; 
to  dowodzi  źe  praca  konia  parowego  jest  równowarta  pracy 
5,5  koni  zwyczajnych.  Więc  trzebaby  55  koni  zwyczajnych,  do 
wykonania  pracy  jak^  daje  machina  parowa  mająca  siłę  10  koni. 

290.  Gdy  w  częściach  bryłowych  machiny  w  ruchu  zdarzają 
się  uderzenia,  te  częścią  opierając  się  zmianie  swojego  kształtu, 
rozwijają  nowe  siły  które  modyfikuję  nagle  prędkości  różnych 
punktów  całego  układu.  A  ponieważ  działanie  sił  powstających 
z  uderzeń  (sił  chwilowych)  odbywa  się  w  czasie  tak  krótkim  że, 
w  porównaniu  z  działaniem  innych  sił  niachiny,  wolno  zaniedbać 
ich  pracę  obok  pracy  tych  ostatnich ;  dlatego  można  uważać 
drugę  stronę  równania  (1)  za  niezmienna.  Owoż,  wiemy  że  siły 
uderzeń  w  ruchu  układu  bryłowego  sprawiają  stratę  sił  żywych, 
która  jest  równa  summie  sił  żywych  odpowiedajęcych  pręd- 
kościom straconym  przez  wszystkie  punkta  tego  układu.  Jeśli 
więc  oznaczymy  przez  u  prędkość  straconą  dla  massy  jakiej- 
kolwiek m,  i  przez  v  prędkość  tej  massy  po  uderzeniu,  ł)c- 
dzie  (161) 

Równanie  pokazuje  że,  aby  utrzymać  prędkości  v  z  warto^ 
ściami  jednostajnemi,  trzeba,  po  każdem  uderzeniu,  powiększać 

summy  sił  żywych  machiny  summa    ^mw*    odpowiedającą 

prędkościom  straconym. 

Oczywiście  strata  siły  żywej  w  machinie  odpowieda  stracie 
części  pracy  użytecznej ;  a  po  każdem  uderzeniu  pewne  części 
machiny  biorą  rucłi  drgania,  który  się  udziela  ciałom  sąsiednim 
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za  pośrednictwem  jej  podpór  i  powietrza  otaczającego^  i  zostaje 
bezpowrotnie  stracony.  Strata  ruchu  machiny  sprawia  koniecz- 
nie stratę  jej  pracy.  Uderzenia  w  machinach  trafiają  się  wyjąt- 
kowo i  nietrudno  ich  uniknąć  zupełnie.  Istnieją  inne  drgania 
pochodzące  z  tarcia  w  ruchu  ślizgania  i  w  ruchu  względnym 
toczenia  się  różnych  sztuk  bryłowych  machiny;  te  drgania  w  czę- 
ści przynajmniej  są  nieuchronne^  bo  tarć  całkiem  zniszczyć  nie 
można.  Ale^  dając  dostateczną  gładkość  i  twardość  powierzch- 
niom ciał  które  mają  ślizgać  jedne  na  drugich,  i  smarując  te 
powierzchnie,  łagodzi  się  ich  tarcie;  a  udzielając  im  prędkość 
ślizgania  najnmiejszą  moiebną^  zmniejsza  się  pracę  tarcia  odpo- 
wiedającą  danemu  czasowi^  i  tym  sposobem  przysporzą  się  pracy 
użytecznej. 

291.  Do  sił  poruszających  albo  opierających  się  trzeba  liczyć 
ciężkość;  ale,  jako  zaraz  zobaczymy,  praca  tej  siły  jest  bardzo 
mała,  i  może  być  zaniectiana  w  rachunku  skutków  machin. 
Jakoż,  oznaczmy  przez  p  ciężar  jednej  z  części  składowych 
macłuny,  przez  z  odległość  pionową  którą  jej  środek  ciężkości 
przebija  w  pewnym  czasie;  praca  pochodząca  z  ciężaru  P  tych 
wszystkich  części  będzie 


^'^i  =^«- 


Jeśli  środek  ciężkości  układu  wszystkich  części  machiny  zniża 
się,  praca  wydana  będzie  pracą  poruszającą;  a  jeśli  się  wznosi, 
to  będzie  pracą  opierającą  się. 

Owoż,  ruch  tego  punktu  jest  naprzemienny,  i  zawiera  się 
w  pewnych  granicach ;  więc  praca  należna  ciężkości  jest  zero 
między  dwiema  chwilami  w  których  środek  ciężkości  zajmuje 
to  samo  położenie  w  przestrzeni.  W  każdym  przypadku,  ta  praca 
nie  rośnie  z  czasem,  i  mieści  się  w  granicach  dość  ścieśnionych  i 
można  więc  ją  zaniedbać* 
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292.  Koło  szalone  i  Regulator.  Prędkości  różnych  części 
machiny  ulegaję  zwykle  wielkim  zmianom;  powiększają  si^ 
gdy  siły  poruszające  rosn§  albo  gdy  siły  opierające  się  maleje; 
a  zmniojsi^ają  się  w  przypadkach  przeciwnych.  Zt§d  dla  ruchu 
machiny  mog^  wynikać  szkodliwe  skutki.  Gdy  się  na  przykład 
pręillicści  zmniejszają^  siły  żywe  mog^  nie  być  dostateczne  do 
utir.^ mania  ruchu  machiny,  w  przejściach  w  których  siły  poru- 
s>^H]^ce  maleje.  I  tak,  gdyby  siły  poruszające  stały  się  zero 
V/  pewnej  chwili,  byłoby 


2n?(t;;-.i;«)  =  2To; 


więc  trzebaby  wtedy  żeby  summa  sił  żywych,  nabytych  w  chwili 
gdy  siły  poruszające  s^zero,  dawała  podwójn^i  pracę  równowarta 
podwójnej  pracy  opierającej  się  :  co  mogłoby  nie  istnieć.  Ogól- 
nie, w  ruchu  machiny  ani  siły  poruszające  ani  siły  opierające  się 
nie  sg  te  same  we  wszystkich  położeniach  jej  rożnych  części.  Nie 
dość  nawet  utrzymać  tę  same  ilość  pracy;  trzeba  jeszcze  żeby  la 
praca  była  jednostajna,  a  przynajmniej  okresowo  jednostajna. 
Należy  więc  utrzymywać  prędkość  ruchu  machiny  i  jej  siły  żywe 
w  granicach  wyznaczonych.  Do  tego  służę  tak  zwane  kfda 
szalone. 

Koło  szalone  jest  to  wielkie  koło  massowe,  mające  grube 
dzwona  a  sprychy  cienkie,  i  które  osadzone  zazwyczaj  nagłów^ 
nym  wale  machiny  z  nim  się  razem  obraca.  Koła  szalone  s{i 
różnej  natury  i  rozmaitego  kształtu,  stosownie  do  machin  któ^ 
rych  ruch  miarkuję.  Dajemy  wyrachowanie  jednego  z  nich; 
o  innych  trzeba  zasięgać  wiadomości  w  dziełach  specyalnych  f  j- 


(*)  Zobacz  Traiti  de  Dynamiąue  des  agsUmes  materieU^  par  J.  ]}.  !>£• 
LA.^GER.  Parls,  1866, 
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Niech  będzie  O  wał  poziomy  machiny.  Siła  poruszająca  P 

jest  pTzyłoiona  do  skrajności  B  korby  majęcej  promie    ')B=a. 


Ta  sita  dzisła  w  kierunku  ci^Ie  pionowym  i  z  nalęłeniem  staC 
łecznem,  ale  tylko  schodząc  na  dół ;  gdy  tymczasem  siły  opie- 
rajtice  się  Q',  Q'...,  takłe  stateczne,  działają  bez  przerwy  na 
kołowrót  główny  machiny,  albo  na  kołowroty  z  nim  połączone, 
i  dlatego  mogę  być  zastąpione  przez  wynikowe  jedyng  Q  styczną 
dokoławiiętegodowolniez  promieniem  OG^.  To  założenie  siły 
opierającej  się  statecznej  przypuszcza  łe  ró2ne  części  obracające 
się  machinY  mają  środki  ciężkości  na  swoich  osiach  obrotu; 
bo  inaczej  cięikość  dawałaby  pracę  raz  poruszającą  drugi  raz 
opierającą  się.  Dla  dopełnienia  tego  warunku,  korba  jest  zrówno< 
waiona  innem  ciałem  tak  łeby  jej  środek  cięłkości  przypadał 
na  osi  wału.  Z  przerywanego  działania  siły  poruszającej  P  wy- 
nika zmienność  ruchu  wirowego.  Chodsi  więc  o  znalezienie 
związku  między  sitami  P  i  O  takiego  ieby  ruch  całego  układu 
raz  nabyty  zostawał  okresowo  jednostajny  dia  kaidego  obrotu 
korby. 

Okresowość  tego  ruchu  wymaga  £ehy,  dla  kaidego  obrotu 
korby,  praca  poruszająca  równała  się  pracy  opierającej  się,  to 
jest  żeby  było 

P.2a  =  Q.2iT*,        albo        Pa  =  «Qń. 

NKCHANIfl.  m—  38 
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Owoż^  gdy  skrajność  B  korby  wznosi  się  od  A'  do  A^  układ 
będ^c  pod  działaniem  samych  tylko  sił  opierających  się  lua 

przyspieszenie  kitowe  odjemne  -;i-  <  0;  zatem  prędkość  ki- 
towa M  maleje.  Gdy  skrajność  p  przechodzi  punkt  najwyższy  A, 
ta  prędkość  maleje  dalej ;  bo  przyspieszenie  kitowe  jest  jeszcze 
odjemne  jako  summa  algebryczna  momentów  sił  P  i  Q  wzglę- 
dem osi  O.  Prędkość  kilowa  przestaje  maleć  i  dosięga  wartości 

minimum   gdy  -7^  =  0^  to  jest  gdy  korba  bierze  położenie  OB', 

w  którem  te  momenta  mające  znaki  przeciwne  staj§  się  równe 
liczebnie.  Wtedy,  nazywając  «  kąt  AOB'^  mamy  równanie  mo- 
mentów 

(5)  Pawst«=::r^Q6. 

Zt^d,  na  mocy  poprzedniego  równania^  wynika 

wsta  =  -  , 

co  daje  kąty  a  i  ir  —  a.  Kąt  «  zawiera  IS''  lZ\k. 

Punkt  B"",  odpowiedający  kątowi  ir  — «,  leży  na  tej  samej 
pionowej  co  punkt  B'.  W  tym  punkcie  B"  prędkość  kątowa  « 

jest  maKimum^  bo  jej  pochodna   -r-  z  dodatnej  przechodzi  oa 

odjemną.  Potem,  gdy  skrajność  B  przebiega  cały  łuk  B'A'B'B', 
prędkość  zmniejsza  się  ciągle. 

Nazwijmy  teraz  w'  i  w  wartości  minimum  i  maximum  pręd- 
kości kątowej  w  punktacłi  B'  i  B"".  Stosując  zasadę  sił  żywych 
do  całego  układu  wału  z  kołem  szalonem,  będziemy  mieli 

\Vmr\r^  —  l^wr^i'*  =  2Pa  dos  «  —  Q6(ir  —  2a), 
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albo,  oznaczając  przez  D  wartość  drugiej  strony, 


Ten  wynik  dowodzi  że,  im  większy  będzie  moment  bezwła- 
dności wału  z  kołem  szalonem,  tem  mniejsza  różnica  między 
kwadratami  prędkości  k§towycb^  największej  i  najmniejszej 
moźebnej. 

Oznaczmy  przez  w  prędkość  k§tow§  średnie  tych  dwóch 
prędkości  skrajnych^  to  jest  połóżmy 


w'  -4-  w'  .  »  n        ,      y^ 

^- —  =  w.       1  uczvnmy       «  —  w'  =  — ; 

2  *      -  ^j 


otrzymamy 


Zatem 


1/        M  ,.,.  W- 

2^  n 


lv    4     i> 


Równanie  daje  moment  bezwładności  koła  szalonego  zwałem^ 

i  pokazuje  że  ten  moment  powinien  być  tem  większy  im  jes. 

1 
mniejszy  i:damek  -  który  wyznacza  maximum  zmienności  pręd 

n 

kości  kątowej.  Zwykle  urzędzają  rzeczy  tak  żeby  zmienność 
tej  prędkości  nie  przechodziła  ---  prędkości  średniej^  to  jest 
biorą  n  =  30. 

Ponieważ  moment  bezwładności  samego  l^oła  szalonego  mało 
się  różni  od  całej  summy  ^^^>    nazywając  M  messę  tego 
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koła  i  k  promień  wirowy,  będzie  z  dostatecznem  przybliżeniem, 

W* 

Według  tej  formuły,  daj^c  sobie  massę  M,  wyznacza  się  pro- 
mień wirowy  k.  Żeby  nie  obciążać  zanadto  wału,  bierze  się 
wieniec  kołowy,  to  jest  daje  się  kołu  szalonemu  gruby  okręg  a 
promienie  przyzwoicie  cienkie;  tym  sposobem  prawie  cała 
massa  znajduje  się  na  okręgu.  Ale  trzeba  żeby  wieniec  był 
mocny  i  miał  promienie  niebardzo  długie,  bo  inaczej  siła  od- 
środkowa mogłaby  go  roztrzaskać. 

Miejsce  koła  szalonego  nie  jest  obojętne.  Ogólnie  osadzają  to 
koło  na  głównym  wale  machiny  :  ale  może  być  kilka  kół  szalo- 
nych osadzonych  na  różnych  kołowrotach  układu.  W  każdym 
razie  trzeba  żeby  najważniejsze  koło  szalone  stanowiło  jedno 
ciało  z  wałem  korby;  bo  inaczej  ten  wał  razby  prowadził  koło 
szalone  a  drugi  raz  byłby  przez  nie  prowadzony ;  coby  spra- 
wiało szkodliwe  uderzenia  w  zazębianiach  kommunikacyjnjch. 

Koła  szalone  przedstawiają  jednak  dwie  ważne  niedogodności. 
1<>  Swoim  ciężarem^  zawsze  dość  znacznym,  koła  szalone  po- 
większają opory  bierne  machiny.  2<>  Pochłaniaję  wielk§  siłę 
żywe,  i  potem  j§  wracaję  machinie  tak  że  trudno  zatrzymać  jej 
ruch  odrazu;  co  wystawia  na  nieł)ezpieczeństwo. 

IVÓ\VNOWAGA  I  PRAGA  SIŁ  W  NIEKTÓRYCH  MACHINACH. 

293.  Nim  wyłożymy  teoryę  równowagi  między  siłami  wprost 
przyłożonemi  i  tarciem  w  niektórych  machinach  codziennie  uży« 
wanych,  powiemy  kilka  słów  niezbędnie  potrzebnych  o  pracy 
tarcia,  która  wchodici  do  równania  sił  żywych  jako  praca  opie^ 
rajęca  się. 

Niech  będę  dwa  ciała  A  i  A'  których  powierzchnie  tr^  się 
nawzajem.  Jeśli  jedno  z  tych  ciał  zostaje  nieruchome,  nieskoń- 
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czenie  mała  praca  pochodząca  z  tarcia  fN,  jakiego  doznaje  cząstka 
powierzchna  ciała  ruchomego  w  swojem  przemieszczeniu  sty- 
czennem  d$,  jest  odjemna  jako  opierająca  się,  i  wyraża  się 
przez   ^f^ds. 

Jeśli  oba  ciała  A  i  A'  są  ruchome,  dwie  ich  cząstki  po- 
wierzchne, wywierające  na  siebie  wzajemne  parcie,  doznają 
obie  równego  tarcia  /*N,  każda  w  kierunku  przeciwnym  swo* 
jego  ruchu  względem  drugiej;  a  gdy  te  cząstki  najpierwej  w  ze- 
tknięciu są  potem  w  odległości  ds  od  siebie,  summa  prac  po- 
chodzących z  dwóch  tarć,  zależąca  tylko  od  samego  ruchu 
względnego  dwóch  ciał,  jest  jeszcze  odjemna  i  wyraża  się  przez 
-~  f^ds ;  ale  jedna  z  dwóch  prac  składających  tę  summę  jest 
dodatna,  gdy  oba  ciała  poruszają  się  w  tę  samą  stronę;  to  które 
idzie  prędzej  pomaga  ruchowi  drugiego.  Nie  zawsze  więc  tarcie 
jest  oporem, 

294.  Dźwignia.  Nazywa  się  dźwignią  drążek,  prosty  albo  krzy- 
wy AOB,  opierający  się  na  punkcie  stałym  O,  a  za  pomocą 
którego  można^  siłą  P  działającą  w  jednej  skrajności  A  prze- 
zwyciężyć opór  Q  przyłożony  do  drugiej  skrajności  B.  Zwykle 


oporem  jest  wielki  ciężar  któregoby  nie  można  było  podnieść 
siłą  wprost  przyłożoną,  a  który  podnosimy  za  pośrednictwem 
dźwigni. 

Dźwignia,  która  grała  ważną  rolę  w  histor}'i  umiejętności, 
jest  najprostszą  z  machin  i  najwięcej  użyteczną.  Idąc  za  starym 
zwyczajem,  rozróżniają  trzy  rodzaje  dźwigni ;  ale  teorya  równo- 
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wagi  stosuje  się  do  wszystkich  trzech  zarazem.  1<*  Jeśli  punkt 
oparcia  O  znajduje  się  między  punktami  przyłożeń  A  i  B  siły 
poruszającej  P  i  oporu  Q,  dźwignia  jest  pierwszego  rodzaju.  Szala 
do  ważenia  ciężarów,  każda  z  dwóch  części  składajęcych  no- 
życzki, s^  dźwigniami  pierwszego  rodzaju.  2**  Jeśli  punkt  przy- 
łożenia B  oporu  leży  między  punktem  oparcia  O  i  punktem 
przyłożenia  siły,  dźwignia  jest  drugiego  rodzaju.  Kosa  rznąca 
sieczkę,  wiosło  którem,  opierając  je  na  wodzie,  popychamy  się 
w  czółnie,  są  dźwigniami  drugiego  rodzaju.  3*  Jeśli  punkt  przyło- 
żenia A  siły  leży  między  punktem  oparcia  O  i  punktem  przy- 
łożenia B  oporu,  dźwignia  jest  trzeciego  rodzaju.  Nożyce  do 
strzyżenia  owiec;  palce,  ręce,  nogi,  a  w  ogólności  różne  części 
ciała  ludzi  i  zwierząt,  poruszane  siłą  muskularną  stanowią 
dźwignie  trzeciego  rodzaju. 

Nie  zważając  na  ciężar  dźwigni,  i  przypuszczając  punkt  opa^ 
cia  O  dostatecznie  wytrzymałym  znajduje  się  łatwo  warunki  ró- 
wnowagi. Albowiem,  oczywiście  ta  równowaga  nie  może  istnieć 
tylko  wtedy  kiedy  siły  P  i  Q  mają  wynikowe  równą  i  prze- 
ciwną oddziaływaniu  jakiego  doznaje  dźwignia  od  punktu  opar- 
cia O;  więc  siły  P  i  Q  powinny  być  na  jednej  płasczyznie 
przechodzącej  przez  punkt  oparcia  O,  i  summa  ich  momentów 
względem  tego  punktu  powinna  być  zero.  Owoż,  jeśli  z  punktu  O 
spuścimy  na  kierunki  sił  P  i  Q,  prostopadłe  Oa=p  i  Oó=f 
warunek  równości  momentów  wyrazi  się  przez  równania 

Pp  — 0^  =  0        albo       ^  =  ^; 

Q      p 

trzeba  więc  i  dość  jest  dla  równowagi  dźwigni,  1*  tehy  siły  P  i  O 
znajdowały  sięna  jednej  płasczyznie  z  punktem  oparcia  O;  T^ieby 
były  odwrotnie  proporcyonaine  do  swoich  odległości  od  tego  punktu; 
i  V  teby  miały  dainość  do  obracania  dźwigni  w  strony  przeciatme. 

Gdy  tym  warunkom  staje  się  zadość,  wynikowa  sił  P  i  Q 
przedstawia  parcie  jakie  punkt  stały  O  wytrzymuje. 
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Warunki  równowagi  dźwigni  i  parcie  na  punkt  stały  O 
wyznaczają  się  odrazu  za  pomoc§  dwojanów;  dość  tylko  prze- 
nieść siły  P  i  Q,  równolegle  do  nicli  samych,  do  punktu  opar- 
cia 0^  i  wyrazić  te  ten  punkt  niszczy  ich  wynikowe  a  (P, — P), 
(Q,  —  0)  czynif  sobie  równowagę. 

W  rzeczywistości  dźwignia  opiera  się  nie  na  jednym  tylko 
punkcie  O,  ale  na  powierzchni  niateryalnej  na  której  ślizga; 
zkad  wynika  konieczne  tarcie.  Trzeba  zatem  dla  równowagi 
dźwigni  łeby,  niezależnie  od  trzech  wyżej  wymienionych  wa- 
runków, wynikowa  sił  P  i  Q  czyniła  z  normalna  do  powierzchni 
oparcia  w  punkcie  O  kęt  najwięcej  równy  ketowi  tarcia,  ze 
strony  przeciwnej  możebnego  ruchu.  Ale  tak  ścisły  warunek 
równowagi  nie  ma  uiylku  w  praktyce,  z  przyczyny  zaniedba- 
nego ciężaru  dźwigni. 

W  przypadku  dość  ogólnym  gdy  siły  P,  Q  i  punkt  stały  O  sę 
na  płasczyznie  pionowej,  ciężar  dźwigni  wprowadza  się  łatwo 
do  rachunku,  i  liczy  się  jako  siła  poruszająca  albo  opierajęca  się 
według  położenia  środka  ciężkości.  A  jeśli  jeszcze  siły  P  i  Q  sę 
pionowe,  wtedy,  nazywajęc  '^c^  ciężar  dźwigni,  parcie  jakiego 
doznaje  punkt  stały  O  wyraża  się  przez  summę 

P  +  Q  +  '®^. 

295.  Gdy  dźwignia  porusza  się  jednostajnie  na  płasczyznie 
pionowej  około  punktu  oparcia  O,  pod  działaniem  sił  P,  Q  i 
ciężkości,  leżących  na  tej  samej  płasczyznie,  te  trzy  ^iły  czynię 
sobie  równowagę;  wtedy  summa,  ich  prac  odpowiedaj^cycb 
przemieszczeniu  kętowemu  dB  dźwigni,  przez  czas  nieskoiicze- 
nie  mały  dt,  jest  zero.  Więc,  oznaczajęc  przez.  Pp,  Qj,  ^r  mo- 
menta  sił  P,  Q  i  ciężkości,  względem  osi  rzutowanej  w  O,  mamy 

PpdB  —  QqdB  ±  ^rdB  +  c  =  O, 

gdzie  c  znaczy  summę  prac  biernych. 
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Owoż,  według  położenia  środka  ciężkości  dźwigni,  jej  ciężar 
może  dawać  pracę  dodatn^  albo  odjemn^^  a  nawet  zero;  jeśli 
więc  nie  będziemy  zważali  ani  na  ciężar  dźwigni  ani  na  prace 
bierne,  i  nazwiemy  da^  dfi  łuki  opisane  przez  punkia  a,  i  w  cza- 
sie dł,  otrzymamy  równanie  przybliżone 

?doL  =  Qd^,        zk§d        Pa-Q?. 

Ostatnie  pokazuje  że  ilości  P  i  a  zmieniają  się  w  stosunku  od- 
wrotnym jedna  drugiej.  Wyrażaj§  tę  własność  mówiąc  ico  się 
zyskuje  na  sile  traci  się  na  tzasie ;  bo  im  dłuższa  do  przebieżenia 
droga  tem  dłuższego  wymaga  czasu. 

296.  Szala.  Zwyczajna  szala  jest  dźwignię  pierwszego  ro- 
dzaju, która  ma  punkt  oparcia  O  w  środku  swojej  długości,  i 
na  każdej  skrajności  A,  B  zawieszony  talerzyk  do  trzymania  cię- 
żarów. Chcąc  zważyć  jakie  ciało,  kładzie  się  je  na  jednym 
z  dwóch  talerzyków,  i  czyni  się  mu  równowagę  kładąc  na  dru- 
gim ciężary  znaczone,  kilogram,  dekagram,..,  w  ilości  takiej 
żeby  linia  łącząca  punkta  zawieszenia  talerzyków  u  drążka  szali 
mogła,  po  pewnej  liczbie  oscyllacyj,  zostawać  pozioma.  Gdy  się 
równowaga  ustaliła,  ciężar  ciała  powinien  się  równać  summie 
ciężarów  znaczonych.  Na  tej  własności  polega  użycie  szali  do 
ważenia  ciał.  Zobaczmy  teraz  jakich  warunków  ma  dopełniać 
szala,  aby,  ważąc  ciało  jakośmy  powiedzieli,  można  było  znaleźć 
dokładnie  jego  ciężar. 

Niech  będzie  Q  ciężar  ciała  położon^o  na  jednym  talerzyka 
szali,  P  summa  ciężarów  znaczonych,  położonych  na  drugim, 
które  mu  czynią  równowagę;  P'  i  Q'  ciężary  tych  talerzyków 
wraz  z  ich  zawieszeniami ;  nakoniec  '^^  ciężar  drążka  AB  i  G 
jego  środek  ciężkości.  Oczywiście  równowaga  szali  wtedy  tylko 
istnieć  może  kiedy  siły  P  -|-  P'*  O  +  Q'  i  'ZZ^,  przyłożone  do 
punktów  A,  B,  G  mają  wynikowe  przechodzącą  przez  punkt 
stały  O  który  ją  niszczy.  Więc  te  trzy  siły  pionowe  muszą  być 
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Z  punktem  oparcia  O  szali  na  jednej  piasczyznie  pionowej,  i 
summa  ich  momentów  względem  tego  punktu  powinna  być 
zero ;  co  daje 

(P  +  P>  ~  (0  +  Q')? ±nyr  =  0. 

Przede  wszystkiem  trzeba  żeby  ciężar  drężka  szali  nie  wpływał 
na  wagę  ciała ;  dlatego  wyrabiają  ten  dróżek  tak,  żeby  był  sy- 
metryczny względem  płasczyzny  przechodz^ej  przez  jego  punkt 
oparcia  O  i  prostopadłej  do  linnii  AB  łączącej  punkta  zawie- 
szenia talerzyków.  Ztęd  wynika  że^  gdy  ta  linia  jest  pozioma, 
płasczyzna  symetryi  drężka  jest  pionowa;  a  ponieważ  środek 
ciężkości  dróżka  leży  na  tej  płasczyznie,  będzie  r  =  0.  Nadto 
mamy  z  ztdożenia  Q  =  P.  Przez  podstawienie  tycli  wartości* 
równanie  staje  się 

Owoż,  równanie  powinno  istnieć  niezależnie  od  wartości  P ; 
co  wymaga 

p  =  q         i  P'  =  Q'. 

Więc  żeby  szala,  użyta  sposobem  wyżej  powiedzianym,  wska- 
zywała dokładnie  ciężary  ciał,  trzeba:  1®  żeby  jej  punkt  oparcia 
znajdował  się  na  jednej  płasczyznie  pionowej  z  punktami  zawie- 
szenia talerzyków,  i  był  od  nich  równo  oddalony;  2*  żeby  ciężary 
talerzyków  wraz  z  ich  zawieszeniami  były  równe.  Gdy  tych  wa- 
runków dopełniono,  szala  jest  dokładna,  ma  się  rozumieć  teo- 
rycznie  dokładna. 

W  praktyce  te  warunki  nie  wystarczają^  z  przyczyny  tarcia 
dróżka  na  osi  zawieszenia  około  której  się  obraca.  Dlatego  w  bu- 
dowie szali  starają  się  p  to  żeby  czopy  dróżka,  spoczywające  na 
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panwiach^  doznawały  od  nich  najmniejszego  mołebnego  tarda; 
bo  to  tarcie,  jako  siła  zewnętrzna,  czyniłoby  równowagę  możebn^ 
między  ciałami  nierównych  ciężarów.  W  szalach  przeznaczonycli 
do  ważeń  delikatnych,  czopy  dróżka  są  gra nias tonami  trójkętnemi 
zwykle  ze  stali,  których  krawędź  opiera  się  na  płasczyzniez  agatu. 
Ta  krawędź  stanowi  oś  O  zawieszenia  drężka.Tak  samo  talerzyki 
są,  zawieszone  na  podobnie  urządzonych  graniastonach  ostrych, 
których  krawędzie  stanowię  osie  zawieszenia  A  i  B.  Tym  spo- 
sobem wpływ  tarcia,  jeśli  nie  całkiem  to  w  bardzo  przeważnej 
części  zostaje  zniszczony. 

Ale  jest  jeszcze  inny,  niezbędnie  potrzebny  warunek  dobrej 
szali.  Trzeba  żeby  szala  była  ciułaj  to  jest  żeby  nawet  bardzo  mały 
ciężar  p^  przydany  do  jednego  z  dwóch  równych  ciężarów,  które 
sobie  czynię  równowagę  na  szali,  zrywał  tę  równowagę.  Niech 
będzie  AOB  położenie  drężka,  gdy  talerzyki  s§ równo  obciążone; 


w  tem  położeniu  linia  AB  jest  pozioma.  Oznaczmy  przez  P  cały 
ciężar  każdego  z  dwóch  talerzyków  obciążonych,  to  jest  ciężar 
ciała  z  talerzykiem  na  którym  leży  ;  przez  a  długość  ramion 
równycli  O.A,  OB;  przez  ^tsr  ciężar  dr§żka,  i  przez  b  odległoj'ć 
jego  środka  ciężkości  G  od  punktu  O.  Jeśli  przydano  cięża- 
rek p  do  talerzyka  zawieszonego  w  A,  ramie  OA  obróci  się  około 
osi  O  kętein  AOA'  =  «,  1  drężek  weźmie  nowe  pr»łożenie  A'OB' 
równowagi.  W  tym  ostatnim  stanie  równowagi  drężek  jest  pod 
działaniem  czterech  sił  pionowych  przyłożonych  w  trzech  pun- 
ktach A',  B',  G';  to  jest :  dwie  siły  P  i  />  sę  obie  przyłożone 
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W  A',  siła  P  w  B'  a  siła  ^  w  środku  ciężkości  G'.  Wynikowa 
tycłi  czterech  sił  równoległych  leżęcych  na  jednej  płasczyznie 
i  skierowanych  w  jedn§  stronę,  musi  dla  równowagi  szali  prze- 
chodzić przez  jej  punkt  stały  O;  co  wymaga  teby  summa  mo- 
mentów tych  sił  względem  punktu  O  była  zero.  Więc,  nazy- 
wając O  połowę  k^ta  AOB,  i  przypuszczając  środek  ciężkości  G 
poniżej  punktu  O,  będzie 

(P  -f  p)a  wst(6  —  a)  —  Pa  wst(e  +  a)  —  'S^i  wst  a  =  O ; 

zk§d 

j?awst9 


styfi  = 


(2P4-p)ados6  +  '28^ 


Ta  formuła  daje  odległość  kętow^  a  dr§żka  od  położenia 
normalnego  równowagi,  gdy  przydano  ciężarek  p  do  jednego 
z  talerzyków.  Szala  jest  tem  czulsza  im  k§Ł  a  jest  większy  dla 
tychsamych  wartości  p  i  P.  Jeśli  chcemy  żeby  czułość  szali  była 
niezależna  od  ciężaru  P  a  temsamem  od  ciężaru  ciała  który  wa- 
żymy, trzeba  żeby  ilość  P  nie  wchodziła  do  formuły,  zatem 
żeby  dosO  była  zero;  co  daje 


StVa  =  ^. 


Więc,  żeby  szala  posiadała  ten  sam  stopień  czułości,  jakie- 
kolwiek ważonoby  ciężary,  trzeba  żeby  punkta  A  i  B  zawie- 
szenia dwóch  talerzyków  i  punkt  oparcia  O  di^żka  były  na  je- 
dnej linii  prostej,  prostopadłej  do  osi  O.  Gdy  temu  warunkowi 
staje  się  zadość,  wtedy  czułość  szali  jest  tem  większa  im  jest 
mniejsza  odległość  b  środka  ciężkości  dróżka  od  punktu  opar- 
cia O.  Ale  ten  środek  ciężkości  może  się  znajdować  nad  pun- 
ktem O,  pod  nim  albo  w  nim  samym. 

Jeśli  w  położeniu  poziomem  drężka  AB  jego  środek  ciężkości 
G  znajduje  się  nad  osie  zawieszenia  O,  wtenczas  równowaga 
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Siali  jesl  niestała  (150),  to  jest  ciężarek  p^  choćby  nawet  bardzo 
mały^  położony  na|  jednym  z  talerzyków  w  równowadze*  prze- 
chyla zaraz  dr§2ek  k^tem  a  >  90^,  bo  teraz  6  <  O  i  sty  a  == — •^; 

dlatego  teź  dr§źek  oddalony  z  pierwotnego  położenia  nie  po- 
wraca już  do  niego.  W  tym  przypadku  mówi  się  łe  szala  jeslszj- 
łona.  Jeśli  środek  ciężkości  dróżka  przypada  na  osi  zawieszenia, 
wtedy,  ponieważ  ciężar  tego  dróżka  wraz  z  dwoma  ciężarami 
równemi  może  być  uważany  jako  przyłożony  do  osi  zawieszenia, 
szala  zostawałaby  w  równowadze  we  wszystkich   położeniach 
swojego  dróżka.  Mianoby  w  tym  przypadku  szalę  obojętna,  któ- 
rej główna  wada  leży  w  tern  że  nawet  bardzo  mała  różnica  p 
między  ciężarem  ciała  ważonego  i  ciężarem  znaczonym  którym 
je  oszacować  chcemy,  przechyla  dróżek  aż  do  położenia  piono- 
wego, dlatego  że  6=0  daje  styar=:»>.  Nakoniec,  gdy  środek 
ciężkości  G  dróżka  AB,  w  położeniu  poziomem,  znajduje  się 
poniżej  osi  zawieszenia  O,  równowaga  jest  stała,  to  jest  dró- 
żek lekko  str§cony  z  położenia  poziomego  równowagi  wraca  do 
niego  po  kilku  coraz  mniejszych  oscyllacyach.  W  tym  przy- 
padku, jeśli  odległość  b,  środka  ciężkości  G  od  osi  O,  jest 
wielka,  szala  jest  mało  czuła;  jej  dróżek  zaledwie  się  porusza 
w  skutek  przydanego  ciężarka  p  do  jednego  z  talei^zyków  ob- 
ciężonycb  w  równowadze.  Mówi  się  wtedy  że  szala  jest  leniwa. 
2eby  więc  mieć  szalę  bardzo  czuł§,  trzeba  żeby  środek  ciężkości 
jej  dróżka  był  bardzo  blisko  osi  zawieszenia. 

297.  Z  przyczyny  niemożebności  otrzymania  doskonale  ró- 
wnych ramion  dróżka,  używa  się,  w  doświadczeniach  wymaga- 
jących wielkiej  dokładności,  tak  zwanej  metody  podwójnego  ufo* 
ienia^  wynalezionej  przez  Borda,  która  nie  potrzebuje  tej  równości 
ramion.  Aby  tą  metodą  znaleźć  ciężar  ciała,  kładzie  sieje  na  jed- 
nym talerzyku  szali,  i  czyni  się  mu  równowagę  kładąc  na  drugim 
suchy  piasek  albo  śrut  Po  ustaleniu  równowagi,  odejmuje  się  cia- 
ło, i  na  jego  miejsce  kładzie  się  ciężary  znaczone  aż  do  ustalenia 
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nowej  równowagi.  Oczywiście  summa  ciętarów  podstawionych 
za  ciało,  czy nięc  równowagę  tej  samej  ilości  piasku  albo  śrutu, 
i  w  tychsamych  okolicznościach,  jest  równa  ciężarowi  tego  cia- 
ła. Aby  zapewnić  niezmienność  stanu  szali,  zachowuje  się  ten 
sam  ciężar  znaczony  w  równowadze  z  ciałem  jakiemkolwiek,  i 
waży  się  pj*zez  rótnicę,  to  jest :  odejmuje  się  ciężary  znaczone, 
ile  trzeba,  a  na  ich  miejsce  kładzie  ciało  szukanego  ciężaru. 

298.  Można  jeszcze  użyć  innej  metody  podwójnego  ważenia, 

która  daje  ciężar  ciała  i  stosunek  długości  ramion  dróżka  szali. 
Niech  będ§  OA  =  /i,  OB  =  ;  długości  ramion  dróżka,  i  X 
niewiadomy  ciężar  ciała.  Kładziemy  najpierwej  to  ciało  na  tale- 
rzyku B,  i  równoważymy  je  ciężarem  P  położonym  na  tale- 
rzyku A ;  co  daje 

Xq  =  ?p. 

Kładziemy  potem  to  samo  ciało  na  talerzyku  A,  i  równowa- 
żymy je  ciężarem  położonym  na  talerzyku  B;  co  daje  także 

Xp  =  Qq. 

Znajęc  P  i  Q,  mnożymy  dwa  równania  stronami,  i  mamy 

X«  =  P.Q,        zkęd        X  =  v/P^Q- 

Więc  szukany  ciężar  ciała  jest  średnia  proporcyonaln§  między 
dwoma  ciężarami  wziętemi  do  jego  ważenia. 

Jeśli  podzielimy  dwa  pierwsze  równania  stronami,  znajdziemy 
Ostatnia  formuła  daje  stosunek  długości  ramion  dróżka  szali* 
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Tym  sposobem,  majęc  długość  dręika  szali  wyznacza  się  Utwo 
długości  jego  ntmion. 

299.  Szala  dziesiętna  {Quintenz'a).  Szala  dziesiętna  slu^do 
walenia  wielkich  ciężarów  za  pomocfi  małycti  (dziesięć  razy 
cnniejszycti).  Ta  machina  składa  się  głównie  z  pomostu  MN  na 
którym  kładzie  się  ciało  szukanego  ciężaru  Q,  i  z  dźwigni  AB 


mającej  na  skrajności  A.  zawiessony  talerzyk  do  trzymania  cię- 
żarów znaczonych  P.  Dźwignia  AB  jest  ruchoma  około  siatą 
osi  poziomej  O.  Pomost  MN  opiera  się  .najpierwej  wszerz  des- 
ki  DE,  na  krawędzi  P  graniastonu  trójkątnego  który  do  niego 
jest  przytwierdzony,  a  potem  utrzymuje  się  w  punkcie  N  na 
pręcie  pionowym  BN  który  tęczy  ten  punkt  z  ramieniem  OC 
dźwigni.  Deska  DE,  ruchoma  około  osi  poziomej  D,  jest  po> 
łęczona  z  tern  samem  ramieniem  OC  za  pomoce  pręta  piono- 
w^o  CE.  Pomost  jest  zamsze  poziomy,  a  w  równowadze  stali 
pustej  albo  obciążonej  dźwignia  powinna  zostawać  pozioma. 

Przypuszczając  ciężary  P,  Q  w  równowadze,  i  dźwignię  AB 
w  położeniu  poziomem,  rozłóżmy  ciężar  Q  ciała,  przyłożony 
do  jego  środka  ciężkości  G,  na  dwie  siły  równoległe  q  i  q'. 
przyłożone  pierwsza  w  H  druga  w  N;  będziemy  mieli 

i--  ?L  =  JL 

KN       KH       UN ' 
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zk§d 

KN  ^  ,      HK  r\ 

Siłę  g  można  uważać  jako  przyłożona  w  punkcie  F  deski  DE, 
i  rozłożyć  j§  na  dwie  siły  g^  i  ya,  przyłożone  pierwsza  w  D 
druga  w  £.  Pierwsza  jest  zniszczona  przez  oś  stał^  D»  druga 
wyraża  Łężność  pręta  CE.  Natężenia  tych  dwóch  sił  s{^ 


__EP      _EF  KN 
*'~DE*~DEHN^^ 


_  DF    _DP  KNq 


Możnd  teraz  przenieść  siły  g'  i  gi,  pierwsze  do  B  drug^  do  C. 
Owoż,  żeby  trzy  siły  równoległe  P,  g'j  g^,  przyłożone  w  pun- 
ktach A,  B,  G  dźwigni  AB,  były  w  równowadze  około  punktu 
stałego  O,  trzeba  i  dość  jest  żeby  summa  ich  momentów  wzglę- 
dem tego  punktu  była  zero ;  mamy  więc 


^^.       HK.OB^  ,  DF.KN.OC^ 


Ale  można  urzędzić  rzeczy  tak  żeby  było 

DF_OB. 
DE  ~  OC ' 

przez  podstawienie  tego  stosunku  ostatnie  równanie  bierze  kształt 
bardzo  prosty  \ 

p.OA  =  5*iH  O.OB  =t=  O.OB, 

nil 
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P 

Q 


OB 
OA 


Takie  jest   równanie  równowagi  w  szali   Quintenza.   Jeśli 

OA  =  10.OB    będzie   P  =  ^;    co  usprawiedliwia  nazwisko 

szali  dziesiętnej. 

Otrzymane  równanie  pokazuje  i^  ciężary  P  i  Q  czynie  sobie 
równowagę,  za  pomoce  szali  dziesiętnej,  tak  jak  gdyby  ciężar  Q 
był  zawieszony  w  punkcie  B  dźwigni  AB;  więc  ta  równowaga 
istnieje  niezależnie  od  miejsca  jakie  ciało  G  zajmuje  na  po- 
moście. Ale  zmiana  miejsca  ciała  G  wpływa  na  tężność  prętów 
BN,  GE^  i  na  parcie  osi  D.  Jakoż,  gdy  się  ciało  G  zbliża  do 
ściany  U,  siła  q  zmniejsza  się,  a  temsamem  parcie  qi  na  oś  D 
i  tężność  q^  pręta  CE  maleje;  przeciwnie  tężność  q'  pręta  BD 
rośnie.  Co  do  punktu  stałego  O  dźwigni,  parcie  jakiego  on  do- 
znaje jest  oczywiście  równe  summie . 

To  więc  parcie  jest  zawsze  mniejsze  od  P-f-Q* 

300.  Szala  Robebval'a.  Ta  szala  jest  poprostu  równoległo- 
bokiem  ABCD^  którego  dwa  boki  przeciwne  AD  i  BG  s§  pio- 


nowe^  a  dwa  inne  AB  i  DC  mog^  się  obracać  około  dwóch 
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punktów  stałych  O  i  &  leżących  na  jednej  pionowej.  W  prze- 
kształceniach figury^  boki  pionowe  AB  i  BC  zostaje  ciągle  ró- 
wnoległe do  pionowej  stałej  00'.  Do  boków  pionowych  są, 
przytwierdzone,  w  punktach  E  i  F  wziętych  dowolnie,  ramiona 
poziome  EH  i  FK,  na  których  s^  zawieszone  ciężary  P  i  Q 
w  punktach  jakichkolwiek  H  i  K. 

« 

Znajduje  się  równie  łatwo  jak  prosto  baranek  równowagi 
tego  układu^  stosując  ogólne  twierdzenie  pracy  przysposobionej. 
W  tym  celu,  dajemy  nieskończenie  małe  przekształcenie  równo- 
ległobokowi,  otnracaj^c  jednym  nieskoiiczeuie  małym  kątem 
AOA'  =  BOB'^  boki  AB  i  DC  około  punktów  O,  O',  i  przemiesz- 
czając równolegle  do  pionowej  00'  boki  pionowe  AD  i  BC 
które  pociągają  za  sobą  cięiary  P  i  Q.  W  takiem  przemieszcze- 
niu przysposobionem  punkt  H  zniża  się  ilością  HA,  która  jest 
równa  rzutowi  Aa,  na  pionowej  AD^  drogi  AA'  przebieżonej 
przez  wierzchołek  A;  a  punkt  K  wznosi  się  ilością  lik,  która 
jest  równa  rzutowi  pionowemu  Vb  drogi  przebieżonej  przez 
wierzchołek  B.  Oczywiście  jest 

HA  =  Aa        i        KA  ==  B'A. 

Owoż,  Aa,  Wb  są  rzutami  pionowemi  cięciw  AA',  BB',  a  te 
cięciwy  są  równoległe  między  sobą  i  proporcyonalne  do  pro-    ^ 
mieni  AO,  OB;  więc  rzuty  HA,  RA  są  proporcyonalne  do  pro* 
mieni  OA,  OB,  i  mamy 

5*  =M. 
OA      OB* 

Ale  twierdzenie  pracy  przysposobionej  daje  ogólne  równanie 
równowagi 

P.HA  =  Q.KA; 

ztąd,  dzieląc  te  dwa  równania  stronami,  otrzymujemy  szukany 

MKCBAlflKA.  II.—  30 
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warunek  równowagi 

P.OA  =  Q.OB. 

To  równanie  zawiera  tylko  stosunek  odcinków  OA  i  OB  boka 
AB.  Więc,  jeśli  ciężary  P  i  Q  czynie  mu  zadość^  równowaga  będzie 
istniała  jakikolwiek  dano  kształt  równoległobokowi  ABCD,  jakie- 
kolwiek S9  punkta  E  i  F  w  których  przytwierdzono  ramiona  EH 
i  FRy  i  nakoniec  jakiekolwiek  sf  puokta  H  i  K  na  których  zawie- 
szono ciężary  P  i  Q.  Więc  ta  równowaga  jest  oto/f /mi,  ponieważ 
istnieje  we  wszystkich  położeniach  figury  ruchomej.  Przemiesz- 
czenia ciężarów  P,  Q,  i  przekształcenia  równoległoboku  nie  zmie- 
niają równowagi;  ale  oczywiście  wfrfywaję  na  tężności  boków 
AD,  DC  i  na  parcia  jakie  punkta  stałe  O,  O'  wytrzymuję. 

301.  W  szali  RoberwiCa^  teraz  powszechnie  używanej  do  wa- 
żenią,  punkta  stałe  0^  O'  sę  we  środku  boków  poziomych  AB,  DC, 
a  ciężary  P  i  Q,  zamiast  być  zawieszone  na  ramionach  EU  i  FK, 


>^-'V!? 


kład§  się  na  talerzykach  stale  połęczonych  z  bokami  pionowemi 
AD  i  BC.  W  tym  przyrządzie  równanie  równowagi  wymaga  żeby 
było  P  =  Q;  co  jest  właśnie  przeznaczeniom  dobrej  szali.  Ale 
trzeba  jeszcze  żeby  szala  była  czuła  i  tarcie  najmniejsze  możebne. 
Otrzymuje  się  potrzebna  czułość  szali,  jeśli  środek  ciężkości  każ- 
dego z  dwóch  drążków  AB  i  DC,  ustawionych  poziomo,  przypa- 
da na  pionowej  00'  cokolwiek  niżej  punktów  O  i  O' ;  bo  wtedy 
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ciętary  łych  di^ tków  przywodzą  je  na  półcienia  poziome,  ogn- 
niraajęc  przekaztatcenia  równoległoboku  pod  działaniem  nie- 
równych  cięłarów  położonych  na  talerzykach.  Nakoniec,  dla 
zmniejszenia  tarcia,  wszystkie  części  ruchome  szaU,  zamiast  na 
osiach,  powinny  się  obracać  na  krawędziach  ostrych  graoiasto- 
nów  trójkętnych. 


RÓWNOWAGA  I  RUCH  K(»X)WROTU  Z  TARCIEM. 

302.  Kołowrót  składa  się  z  walca  zakończonego  z  obydwóch 
stron  dwoma  malemi  walcami  czyli  czopami,  i  z  kola  na  nim 
osadzonego  solidarnie.  Czopy  O  i  O"   raaj^  z  walcem  spoina 


oś  i  opierają  się  kałdyj  na  powierzchni  wewnętrznej  pótwalca, 
zwanego  panwig,  wyrobionego  w  podporach  stałych.  Machina 
obraca  się  około  swojej  osi  figury  ruchem  ślizgania  czopów 
w  panwiach.  Sita  porus^ajęca  P  jest  styczna  do  koła  A ;  oporem 
do  przezwyciężenia  jest  ciało  Q  przywiązane  do  skrajoości 
sznura  który,  nawijając  się  na  walec,  zbliża  je  do  kołowrotu. 
Zwykle  kołowrót  ełniy  do  windowania  ciężarów;  w  tym  ogól- 
nym przypadku  jego  oś  jest  pozioma,  a  sita  poruszaj^a  działa 
najczęściej  przez  dwie  korby  na  przemian  równolegle,  osadzone 
na  czopach  walca,  albo  przez  kołki  wbite  w  dzwona  koła  soli- 
darnego z  walcem ;  a  niekiedy  za  pomoc§  dręika  wkładanego 
W  utwory  na  ten  cel  wydręłone  w  walcu.  Alłm  jeszcze  ta  siła 
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jest  Styczna  do  koła,  na  którego  szczeble  wstępuje  robotnik  i 
własnym  ciętarem  przeważa ;  jak  się  to  dzieje  w  wydobywaniu 
kamieni  z  kopalni.  Daliśmy  jui  równanie  ruchu  kołowroŁo 
w  n^  229,  ale  bez  tarcia;  bo  tam  chodziło  nam  tylko  o  przy- 
kład ruchu  ciała  bryłowego  około  osi  stałej.  Wskaiemy  tutaj 
równanie  równowagi  i  równanie  ruchu  kołowrotu  z  tarciem 
czopów  na  panwiacb^  jako  przykład  machin  w  stanie  równo* 
wagi  i  machin  w  stanie  ruchu. 

303.  RÓWNOWAGA  KOŁOWROTU  Z  TARGIEM.  Nie  moina  t\(ierdzić 
a  priori  że  stan  ruchu  nie  zmienia  oddziaływań  punktów  stałych; 
a  trzebaby  znać  naprzód  te  oddziaływania  aby  wiedzieć  jakie 
wprowadzić  tarcie  do  równań  równowagi.  W  niewiadomości 
fizycznego  stanu  rzeczy,  przypuszczamy  poprosluże  równowaga 
której  równania  szukamy  jest  w  chwili  zerwania  się,  i  bierzemy 
tarcie  jakieby  miało  miejsce  przy  zaczęciu  ruchu  w  danym  kie- 
runku. Tyni  sposobem  mamy  do  rozwiązywania  wyraźne  zaga- 
dnienie, któreby  inaczej  było  niewyznaczone. 

« 

Przypuszczając  kołowrót  symetryczny  względem  osi  obrotu, 
oznaczamy  przez  p  promień  jego  koła  do  którego  styczennie 
jest  przyłożona  siła  P,  i  przez  g  promień  walca  do  którego 
także  styczennie  jest  przyłożony  ciężar  Q ;  a  nazywamy  p  pro- 
mień każdego  z  dwóch  równych  czopów.  Promień  p  jest  cokol- 
wiek mniejszy  od  promienia  panwi,  dlatego  żeby  czop  mógł  się 
w  niej  obracać  bez  zawady,  i  miał  z  ni^  zetknięcie  wedle  je- 
dnej tylko  krawędzi.  Z  parcia  czopu  na  panwię  wynika  tarcie, 
które  siła  majęca  sprawić  ruch  kołowrotu  zniszczyć  powinna. 
Dla  wyrachowania  tego  tarcia,  możemy  naj  pierwej  przenieść, 
równolegle  do  ich  kierunku,  siły  P  i  Q,  każde  do  jednego  z  pun- 
któw osi,  wprowadzając  tylko  dwojany  (P,  —  P),  (Q, — Q).  Te 
dwojany  nie  pr§  osi  na  jej  podpory,  dlatego  że  ta  oś  kołowrotu, 
będąca  z  założenia  osi^  symetryi  figury,  jest  jego  osi§  ^ówn^ 
bezwładności.  Poczem,  rozkładamy  sity  P,  Q  i  ciężar  ts  ko* 
łowrotu  na  składowe   oP,  |}Q,  fs,  i  aP,  P'Q,  yis    przyłożone 
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odpowiednio  do  osi  dwóch  "czopów^  biorąc 

Uważajmy  teraz  czop  O  do  którego  s^  przyłożone  w  jednym 
punkcie  jego  osi,  siły  aP,  (3Q,  ycj.  Figura  przedstawia  przecię- 
cie proste  czopu  i  panwi^  uczynione  przez  płasczyznę  prostopadła 


do. osi,  w  założeniu  że  czop  obraca  się  w  stronę  wskazana  przez 
st)rzałę.  Oczywiście  w  stanie  spoczynku  zetknięcie  czopu  z  pan- 
wi§  przypada  w  punkcie  najniższym  nio*  Ale,  w  chwili  gdy  się 
ruch  ma  zaczęć,  siły  działające  na  kołowrót  przypierają  czop  O, 
naprzykład,  do  panwi  która  na  niego  oddziaływa  nawzajem. 
Oddziaływanie  panwi  jest  normalne  N,  i  styczenne  T=/'N  które 
stanowi  tarcie  skierowane  w  stronę  przeciwna  powstającego 
ruchu.  Owoż,  wynikowa  tych  dwóch  sił  prostokątnych,  wyra- 
żająca oddziaływanie  panwi,  równa  się  N  yT+Y*;  jeśli  więc 
nazwiemy  R  wynikowe  sił  które  sprawiają  parcie  czopu  O  na 
panwię,  będzie 

Zatem  tarcie  czopu  O  w  panwi  przedstawią  się,  co  do  wiel- 
kości i  kierunku^  przez 

-==^  =  Rwsty; 

* 

gdzie  f  znaczy  k^t  tarcia  przy  zaczęciu  ruchu.  Ta  właśnie  silą 
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tarcia  przemieszcza  punkt  m^  i  podnosi  go  do  połotenia  m, 
w  stronę  toczenia  się  czopu. 

Tak  samo,  nazywając  R'  wynikowe  sił  które  prę  na  czop  O', 
tarcie  tego  czopu  wyrazi  się  przez  R'wsŁf ,  w  przypuszczeniu  ie 
k§t  tarcia  jest  ten  sam  dla  obydwóch  czopów;  co  zwykle  ma 
miejsce. 

To  ustaliwszy,  widzimy  że  kołowrót  jest  poddany  pięcia 
siłom  P,  Q^  Uy  Rwstf,  R^wst^;  więc^  żeby  zostawał  w  spo- 
czynku albo  się  obracał  jednostajnie  około  swojej  osi  symetryi, 
trzeba  i  dość  jest  żeby  summa  momentów  tych  sił  względem  osi 
była  zero ;  co  daje  równanie 

(1)  P/)  =  Qy  +  (R  +  ROpwsty. 

Siły  R  i  R'  wyrażają  się  w  funkcyi  sił  P,  Q,  nr.  Jakoż,  czy- 
nięc  |3Q  4-  yt7  =  S,  mamy  dla  czopu  O 

(2)  R*  =  «2P«  +  S«+  2aPSdos(P,  Q) ; 
czyni§c  podobnie  P'0  -{-  ^'ct  =  S',  będzie  dla  czopu  O' 

(3)  R'«  =  «'*P«  +  S**  +  2«'PS'dos(P,  0). 

Jeśli  więc,  w  równaniu  (1)^  zastąpimy  summę  R  -f-  R'  pn^ 
jej  wartość,  będzie  można,  znając  kierunek  siły  P,  znaleźć  wiel- 
kość  potrzebna  do  zrównoważenia  oporu  Q.  Ale  ilości  R  i  R' 
sa  pierwiastnikami  w  których  siła  P  wchodzi  w  kwadracie;  za- 
tem, gdyby  zniesiono  te  pierwiastniki,  mianoby  dla  wyznaczenia 
niewiadomej  P  równanie  Ui^  stopnia,  którego  pierwiastki, 
w  rzadkich  tylko  i  bardzo  szczególnych  przypadkach,  metodami 
elementarnemi  wyrachować  się  daję. 

Zamiast  rugowania,  otrzymuje  się  wartość  niewiadomej  P 
metoda  przybliień  po  sobie  idących,  często  używane  w  zastoso- 
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Waniach.  I  tak^  w  równaniu  (1)  zaniedbajemy  najpierwej  tarcie 
i  znajdujemy  wartoić  P|  przybliion§  przez  niedostatek. 


p 

która  pokazuje  ie,  gdyby  nie  było  tarcia  w  kołowrocie,  siła  mia 
łaby  się  do  oporu  jako  promień  walca  do  promienia  koła. 

Dla  większej  ścisłości,  wprowadza  się  do  rachunku  cięiarsznu- 
ra,  na  którym  jest  zawieszone  ciało  O*  i  grubość  tego  sznura ; 
oznaczajęc  przez  Q  summę  ciężarów  ciała  i  sznura,  a  przez  q 
summę  promieni  walca  i  sznura.  Otrzymana  tym  sposobem 
pierwsza  przybliżona  wartość  Pi  niewiadomej  P,  poniesiona 
do  równań  (2)  i  (3)  daje  wartości  przybliżone  dla  R  i  R';  a  te 
ostatnie  podstawione  w  równaniu  (1)  wyznaczają  drug^,  więcej 
przybliżona,  wartość  P^  niewiadomej  P.  Wartość  P2  posłuży 
do  wyrachowania  trzeciej  wartości  przybliżonej  Pj;  i  tak  dalej. 
Zwykle  P2  i  P3  różni-  się  bardzo  mało,  i  można  uważać  Pj  za 
wartość  dostatecznie  przybliżona  niewiadomej  P.  Zresztą,  nie 
trzeba  posuwać  daleko  rachunku  przybliżeń,  bo  wartości  f  i  c, 
wpisane  w  tablicach,  nie  s§  dokładne  tylko  przybliżone. 

30^.  Cała  praca  tarcia  obydwóch  czopów  na  panwiach,  po 
jednym  zupełnym  obrocie  wsdu,  równa  się  wieloczynowi 
(R  -{-  R')pwstc.!2ir,  który  pokazuje  że  ta  pracń  bierna  maleje  ze 
zmniejszeniem  promienia  p  czopów.  Ale  to  zmniejszenie  jest 
ograniczone,  dlatego  że  czopy  powinny  wytrzymywać  obcięże- 
nie,  pochodzące  z  siły  poruszającej  P,  z  ciężaru  windowanego  Q 
i  z  ciężaru  u  kołowrotu.  Biorąc  czopy  żelazne  można  im  dać 
małe  rozmiary;  gdyby  jednak  zmniejszono  czopy  poza  pewn§ 
granicę,  powiększonoby  spółczynnik  f  tarcia  z  przyczyny  wy- 
pędzonego łatwo  smarowidła,  i  tym  sposobem  straconoby  wię- 
cej niż  zyskano.  Sama  praktyka  nastręcza ifv  każdym  przypadku 
najkorzystniejsze  rozwiązanie. 
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305.  RozwifzaDie  zagadnienia  równowagi  kołowrotu  uproszca 
się  w  przypadka  dość  ogólnym  w  którym  obie  siły  P  i  Q  s^ 
pionowe.  Albowiem  wtedy  parcia  jakich  doznają  panwie 
dwóch  czopów  wyrażają  się  przez 

R  =  «P  +  PQ  +  yCT, 


co  daje 


•  R'=«'P+/ł'0+/cr; 


R  +  ft'  =  p+Q+a. 


Przez  podstawienie  tej  wartością  równanie  momentów  daje 
równanie  równowagi  kołowrotu 

(k)  P/?  =  Q?  +  (P  +  Q4-cr)?wstc; 

zkąd 

(5)  p  =  Q?  +  (Q+^)pwst(p  ^ 

p  —  pWStf 

Formuła  pokazuje  że  siła  P^  większa  od  ^ ,   rośnie  z  tar- 

P 

ciem;  co  samo  z  siebie  widoczne. 

Za  pomocą  formuły  (5)  można  łatwo  porównać  pracę  poru- 
szającą z  pracą  użyteczną.  Jakoż^  po  jednym  obrocie  wału, 
stosunek  dwóch  prac  wyraża  się  przez 

Q.2ir;  p  — pWSl^ 

Druga  strona  jest  niewątpliwie  większa  od  jedności ;  więc 
w  kołowrocie  praca  poruszająca  jest  zawsze  większa  od  pracy 
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użytecznej,  i  kołowrót  jest  tern  korzystniejsEy  pod  względem 
pracy  użytecznej  im  ma  większy  opór  do  pokonania. 

Jeśli  ciężar  Q  ma  się  spuszczać  ruchem  jednostajnym,  a  siła 
P  jest  użyta  do  wstrzymywania  go  żeby  nie  brał  ruchu  przy- 
spieszonego, trzeba  uważać  P  jako  opór  a  zaś  Q  jako  siłę  poru- 
szajęcą,  ponieważ  ta  ostatnia  musi  przezwyciężać  tarcie.  Wtedy 
równanie  momentów  będzie 


zk^d 

(6) 


Qj=Pp  +  (P  +  Q-|.ny)pW8tc 


p_Qg--(Q-f  o)pwsty 

/>-f  pWStip  ' 


Ta  formuła  dowodzi  że  wielkość  siły  P  jest  mniejsza  od  war- 
tości  =^   któryby  miała  gdyby  nie  było  tarcia.  W  tym  przy^ 

padku  tarcie  dopomaga  sile  P.  Jeśliby  więc  machina  była  prze- 
znaczona jedynie  dospuszczania  ciężarów  ruchem  jednostajnym, 
byłoby  korzystnie  dać  jej  czopom  przyzwoicie  wielki  promieii, 
aby  otrzymać  dostateczne  tarcie  i  tym  sposobem  oszczędzić 
siły  P. 

106.  W  przypadku  gdy  siła  windująca  ciężar  Q  działa  z  dołu 
do  góry,  ł>ędzie 

R-f  R'  =  0  +  nj  — P. 
i  następnie 

P/>  =  Q?  +  (Q4-^-P)pW8ty; 

więc 

(7)  p_Qy+(Q+CT)pwsty 

p-hpwst^ 
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Ta  wartość  siły  P,  oczywiście  mniejsza  od  wartości  wyma* 
ganej  przez  formułę  (5)^  jest  większa  od   -^* 

Ale,  jeśli  siła  P^  działająca  z  dołu  do  góry,  wstrzymuje  cię  - 
iar  Q  który  się  spuszcza  ruchem  jednostajnym,  wtedy 

/g)  p  _  Qy  — (Q  +  cr)pwst(p  ^ 

^  \p  —  pWSty 

a  ta  wartość  jest  mniejsza  od  -^. 

307.  Uwaga.  Gdy  siła  poruszająca  kołowrotu  nie  jest  styczna 
do  jego  koła,  to  się  rozkłada  na  trzy  siły  prostokątne^  1®  na 
styczenn^  do  koła  która  sprawia  ruch,  2*  na  normalna  która 
prze  jego  oś,  i  S'  na  równoległa  do  tej  osi.  Ostatnią  wolno  za- 
stąpić przez  siłę  działającą  wzdłuż  osi  i  przez  dwojan.  Owoi, 
można  obrócić  dwojan  tak  żeby  obie  jego  siły  przechodziły  przez 
punkta  oparcia  czopów;  więc  siła  równoległa  do  osi  kołowrotu 
powiększa  tylko  tarcie  jego  czopów  na  panwiach  wzdłuż  i  w  po- 
przek. 'Ztąd  wynika  że  największy  skutek  użyteczny  sprawia 
sama  tylko  siła  śtyczenna. 

308.  Ruch  kołowrotu  z  targiem.  Szukajmy  teraz  uslawy  ruchu 
kołowrotu^  wprowadzając  do  rachunku  tarcie  czopów  na  pan- 
wiach.  Ciężar  sznurów,  za  pośrednictwem  których  ciężary  P  i  O 
działają^  jest  ciągle  zmienny  tak  w  częściach  nawiniętych  na 
walcu  jak  wiszących.  W  praktyce,  obok  innych  przybliżeń, 
można  wziąć  średni  ciężar  sznurów  i  uważać  go  za  stateczny. 
Ale,  ponieważ  całe  sznury  mają  ciężary  bardzo  małe  w  poró- 
wnaniu z  ciężarami  P  i  Q,  nie  będziemy  na  nie  zważali  w  tern 
zagadnieniu,  i,  przypuszczając  oba  sznury  dostatecznie  giętkie, 
nazwiemy  T  i  T'  ich  tężności  które  wyrachujemy. 

To  ustaliwszy,  możemy  uważać  kołowrót  jako  układ  bryłowy 
poruszający  się  około  osi  stałej,  pod  działaniem  sił  T,  T,  o 
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(ciężar  kołowrotu),  i  oddziaływań  obydwócli  panwi  na  czopy. 
Owoi^  środek  ciężkości  kołowrotu  zostaje  nieruchomy;  więc 
wynikowa  oddziaływań  jest  równa  wynikowej  sił  T,T,ts  i 
do  niej  przeciwnie  równoległa^  ta  zaś  ostatnia  jest  summ^ 
T  -j-  T*  -|-  o.  Ztcd  wnosimy  ie  tarcie,  styczne  do  czopów^  ró- 
wna się  ilości 

(T+T'+ny)wstc 

w  której  ^  znaczy  k^t  tarcia  podczas  ruchu. 

Więc,  biorąc  summę  momentów  wszystkich  sił,  względem 
osi  obrotu,  mamy  (207) 

^^mr^ = Tp  -  Tg  -  (T + r  +  cF)pW8tf . 

Ale  wiemy  że  tężności  T,  T,  jako  siły  stracone,  są  dane  przez 
równania 

(9)         T  =  P-£p^,        (10)        r  =  Q  +  ^j^, 

które  zresztą  wyrażają  równania  ruchu  ciężarów  P  i  Q  uważa- 
nych osobno. 

Podstawiając  wartości  T  i  T,  otngf  mujemy  szukane  równanie 

.    .        &»_    {Pp-Qg-(P  +  Q+cy)pwstyi^ 
^    ^         dt      ^i:mr«+P/)«-f-Qy«  — (P/>^Qj')pwsty' 

które  pokazuje  że  ogólnie  ruch  kołowrotu  jest  jednostajnie 
przyspieszony. 

Jeśli  w  równaniu  (11)  uczynimy  7-= O,  znajdziemy  równa- 

dł 

nie  {h)  równowagi  kołowrotu^  otrzymane  wyżej  (305). 
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Znąjęc  przyspieszenie  k§towe  -^,  możemy  podstawić  jego 

wartość  w  równaniach  (9),  (10),  i  wyznaczyć  tężaości  T,  T.  Nie 
wykonywajęc  nawet  rachunku,  widzimy  zaraz  2e, 


jeśli  j^>^»      Mzie      T>P      a      T'<0; 


przeciwnie,  jeśli       ^<0      M^e      T<P      a      r>0. 


Więc  zawsze  tężność  «Enura  przez  który  działa  ciężar  poru- 
szający jest  mniejsza  od  tego  ciężaru,  a  zaś  tężność  sznura  na 
którym  wisi  ciężar  windowany  jest  większa  od  niego.  Te  dwie 

tężności  nie  s^  równe  odpowiedajęcyro  ciężarom  tylko  wtedy 

d^ 
kiedy  -p=:0,   to  jest  kiedy  kołowrót  ma  ruch' jednostajny 

albo  zostaje  w  spoczynku. 

309.  Kabestan.  Kołowrót  majęcy  oś  pionowa  nazywa  się 
kabestanemy  którego  używają  zazwyczaj  w  portach.  Przez  część 
górne  walca  tego  kołowrotu  przechodzi  na  wylot  poziomy  dró- 
żek, do  klórego  krańców  przykładają  się  poziome  siły;  a  zaś 
powróz  przywiązany  do  oporu  ciągnie  go,  nawijając  się  z  jednej 
strony  na  walec  a  odwijając  z  drugiej;  ma  się  rozumieć  że  ka^- 
bestan  jest  mocno  do  ziemi  przytwierdzony  żeby  nie  ust§pił 
oddziaływaniu  oporu. 

Teorya  kabestanu  jest  ta  sama  co  kołowrotu,  z  t$  tylko  róż- 
nicę że  ciężar  walca  z  drukiem  opiera  się  na  powierzchni  po- 
ziomej na  której  sprawia  tarcie.  Oto  jak  się  może  wyrachować 
moment  tego  tarcia,  który  wchodzi  do  równania  równowagi 
kabestanu. 

Niech  będzie  8  siła  wyrażająca  ciężar  walca  pionowego  któ- 
rego kraniec  obraca  się  na  powierzchni  koła  0^  mającego  pro* 
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mień  R.  PrzypuBzczaj^c  że  działanie  s9y  S  rozdziela  się  jedno- 


'i 


s 


stajnie  na  całej  powierzchni  koła  O,  parcie  jakiego  doznaje 
nieskończenie  mała  cz§stka  rdrdB  tej  powierzchni  ma  za  miarę 


•U^ 


rdrM, 


a  tarcie  odpowiedaj§ce  tej  czystce  wyraża  się  przez 

Owoż,  moment  tego  tarcia  '^względem  osi  walca  jest  oczy- 
wiście 


irR*^  ' 


więc  będziemy  mieli  moment  całego  tarcia,  odpowiedajęcego 
powierzchni  na  której  się  obraca  kraniec  (albo  czop)  walca, 
całkując  powyższe  wyrażenie  od  r=:Oażdor=U,  i  od  0=0 
do  O  =  2ir   Co  daje 


I  d6j  r-rfr =|/SR. 
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Jeśli  płasczyzna  zetknięcia  na  której  trze  czop  walca  jest 
powierzchnia  obr^czkow^,  zawarta  między  dwoma  okręgami 
promieni  Ro  i  R,  będzie 


/•s 


ir 


(R» 


BLOK  GZTŁI  KRĄŻEK. 

310.  Nazywa  się  blokiem  kręg  kołowy  R  mogęcy  się  obracać 
na  swojej  osi  O  figury,  utrzymanej  w  OMdńe  0G«  Obwód  kręgu 
jest  wyżłobiony,  i  w  jego  wydręienie  wchodzi  sznur  AKB  pod- 


fig.  1. 


fig.  2. 


pasujęcy  pewny  łuk.  Sam  kręg  albo  jest  przytwierdzony  do 
walca  z  którym  się  obraca  jako  kołowrót,  na  dwóch  czopach 
opartych  na  panwiach  wyrobionych  w  osadzie;  albo  ten  sam 
kręg  obraca  się  na  walcu,  stale  do  osady  przymocowanym,  który 
przechodzi  przez  tak  zwane  oko  bioku^  to  jest  przez  otwór  do- 
statnio wydrężony  w  jego  środku.  Blok  nazywa  się  stałym  {fig.  i) 
gdy  jego  osada  jest  zawieszona  na  punkcie  stałym  G;  albo  ru*. 
chomym  (fig.  2),  gdy  ta  o^ada  razem  z  nim  się  porusza*  W  bloku 
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stałym^  do  jedaej  skrajności  sznura  jest  prtjłoiona  styczennie 
'  siła  poruszająca  P,  a  do  drugiej  także  styczennie,  sita  opiera- 
jąca się  Q;  \v  bloku  ruchomym  siła  P  jest  przyłożona  styczen- 
nie, do  jednej  części  sznura  którego  druga  część  jest  utkwiona 
w  punkcie  stałym  D;  a  ciężar  Q,  stanowiący  opór,  jest  zawie- 
szony na  tiaku  G  osady. 

Blok  stały.  Jeśli  sznur  jest  bardzo  giętki,  blok  stały  z  czo- 
pami może  być  uważany  jako  szczególny  przypadek  kołowrotu 
w  którym  p  =  ;  i*R  =  R'.  Więc,  nazywając  r  promień  kręgu 
powiększony  promieniem  sznura,  mamy  równanie 

Pr  =  Qr-4-2Rpwsty, 

w  którem  SR  jest  wynikowa  sił  P,  Q  i  ciężaru  cj  bloku. 
Zwykle  siły  P  i  Q  sg  pionowe;  wtedy 

f  2R  =  Pł-}-0  +  CT. 

Zatem  równanie  ruchu  jednostajnego  albo  równowagi  bloku 
stałego  jest 

(12)         .      Pr  ±=  Qr  +  (P  -f  Q  4-  T7)p  wsty. 

9  znaczy  tu  k^t  tarcia  w  ruchu  jednostajnym,  a  p  jest  pro- 
mieniem równych  czopów  bloku.  Ale,  jeśli  blok  obraca  się  na 
osi  połęczonej  stale  z  osad§,  wtedy  p  oznacza  promień  oka 
bloku;  w  tym  przypadku,  zetknięcie  między  okiem  i  osie  wal- 
cowa niezmienną  odbywa  się  w  części  wyższej  tego  oka,  ze 
strony  siły  poruszającej. 

511.  Sztywność  sznurów.  Ody  na  bloku,  albo  na  toczącym 
się  walcu,  jest  przewieszony  sznur  pod  działaniem  sił  P  i  Q, 
przyłożonych  do  jego  skrajności,  doświadczenie  pokazuje  ie> 
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podczas  ruchu  jednostajnego  albo  w  cfawili  jego  zaczęcia^  jeśli 
sznur  nie  jest  dostatecznie  ciepki  i  bardzo  giętki,  siła  porusza-* 


j§ca  P  jest  większa  od  siły  opierającej  się  Q,  ilością  która  prze- 
wyższa powiększenie  wynikające  z  tarcia  bloku.  To  zjawisko  jesl 
skutkiem  sztywności  sznura.  Część  BQ  sznura,  na  którą  działa 
opór  Q,  nie  przylega  dokładnie  do  krążka  w  punkcie  B;  sztyw- 
ność sznura  oddala  ją  od  osi,  aby  nadać  zmienności  krzywizny 
większą  rozciągłość.  Co  powiększa  moment  oporu  Q.  Dla  tej 
samej  przyczyny  część  sznura  AP^  do  której  jest  przyłożona 
siła  P^  nie  traci  raptem  w  punkcie  A  krzywizny  którą  wzięła 
na  krążku*  i  sztywność  zbliża  ją  do  osi.  Ztąd  pochodzi  praca 
bierna  użyta  na  pokonanie  sztywności,  która  tłumaczy  dlaczego 
musi  być  P  >  Q  w  ruchu  jednostajnym  bloku,  choćby  nawet 
nie  istniało  tarcie. 

Ati/omi,  z  wielu  doświadczeń  uczynionych  w  tym  przedmio- 
cie^ wniósł  że^  nie  zważając  na  tarcie  osi  bloku  można,  z  dosta- 
tecznem  przybliżeniem,  wyrazić  przewyżkę  P — Q  przez  formułę 


w  kiórej  r  znaczy  promień  bloku  powiększony  promieniem 
sznura,  a  spółczynniki  a  i  h  oznaczają  dwie  ilości  niezależne  od 
O  i  r,  ale  zmienne  z  średnicą  sznura,  i  z  jego  stanem  fizycznym. 
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Oto  kilka  wartości  tycb  spółczyaników  które  wyrachował  Na- 
vier. 

średnica  wartość  a         wartość  6 

Sznur  biały  z  30  splotów         0°>,020  0^222  0,0097 

«         a        15  O,  OU  0,064  0,0055 

a        c(  6  O,  009  0,011  0,002& 

sznur  smaro- 
wany smoł^  30  O,  024  0,350  0,0126 

«         «        15  O,  017  0,106  0,0061 

«         €  6  O,  010  0,021  0,0026. 

312.  Jeśli  weźmiemy  pod  racłłunek  sztywność  sznura,  uwa- 
żając źe,  na  mocy  powyźszćj  formuły  UtUomba,  trzeba  dodać 

przewyżkę      "t"  ^    do  siły  opierającej  się  O,  i  temsamem  po- 

1 

większyćjej  moment  względem  osi  bloku  ilościgi  s(^4"*Q)^ 

będziemy  mieli,  dla  ruchu  jednostajnego  albo  równowagi  bloku 
stałego  pod  działaniem  sił  pionowych,  ogólne  równanie 

(13)  .Pr=rQr  +  i(a  +  6Q)4-(P  +  Q  +  ar)eWst^; 

zkęd 

i  1  ' 

-  a  +  op  wsty  +  (>•  +  ó  *  +  P  wst(»)Q. 

(14)  ?  =  t J 

r  —  pwstę 

Ta  wartość  dowodzi  że  siła  P,  zawsze  większa  od  ciężaru  Q, 
rośnie  z  tarciem  i  z  promieniem  czopów  albo  oka  bloku. 

Ostatnia  formuła,  przedstawiona  w  kształcie  ogólnym 

P  =  a  +  PQ 

który  nam  wkrótce  będzie  użyteczny,  pokazuje  że,  pod  wzglę- 
mcRAmiA.  u*  ^40 
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dem  oszczędności  tak  siły  poruszającej  jako  pracy  poruszajęcej, 
blok  stały  jest  tern  korzystniejszy  im  ciężar  do  podniesienia  jest 
większy. 

Przypuszczając  że  nie  ma  tarcia  osi  ani  sztywności  sznura, 
byłoby  P  =  Q.  To  dowodzi  że  blok  stały  służy  głównie  do  zmiany 
kierunku  siły  poruszającej  nie  do  jej  oszczędzania. 

Gdyby  ciężar  Q  nie  wznosił  się  ale  opaddt,  a  siła  P  była 
użyta  do  zachowania  ruchu  jednostajnego,  wtedy  Q  byłoby 
siłą  poruszającą  a  zaś  P  siłą  opierającą  się.  Dość  więc,  w  ró- 
wnaniu (13)  przemienić  między  sobą  siły  P  i  Q ;  co  daje 

(r  —  pwsty)Q  —  ^  a  —  tjp  wsty 
(15)        P  = '—j 

r4-pwsty4--6 

W  tym  przypadku  tarcie  czopów  i  sztywność  sznura  poma- 
gają sile  poruszającej,  i  ta  siła  ma  wartość  mniejszą  niżby  miała 
gdyby  nie  było  ani  tarcia  czopów,  ani  sztywności  sznurów. 

313.  Blok  ruchomy.  Niech  będzie  blok  ruchomy  obracający 
się  około  osi  poziomej  przytwierdzonej  do  osady  {fig.  2).  Przy- 
padek najużyteczniejszy  do  uważania  jest  ten  W  którym  sznury 
AP  i  BD  są  pionowe,  a  te  sznury  są  zwykle  cienkie  i  tak  giętkie 
że  można  zaniedbać  ich  sztywność.  Biorąc  ten  przypadek  wi- 
dzimy że^  gdy  blok  wznosi  się  pionowo,  siły  do  niego  przyło- 
żone są  w  równowadze,  i  tak  samo  siły  przyłożone  do  osady 
czynią  sobie  równowagę. 

Owoż,  osada  jest  pod  działaniem  trzech  sił,  które  są :  ciężar  Q 

ciała  przyczepionego  do  osady,  ciężar  xs  samej  osady,  i  oddzia- 
ływanie R  bloku.  Ponieważ  te  trzy  siły  są  w  równowadze* 
trzeba  żeby  oddziaływanie  R  było  pionowe  tak  jak  dwie  siły 

Q  i  GT,  i  równało  się  ich  summie;  co  daje 

R  =  0-f  nJ. 
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Uwaiajmy  teraz  r6wQ0wagę  sit  przyłożonych  do  bloku;  te 
siły  s^ :  siła  poniszajęca  P,  tężność  T  sznura  BD,  ciężar  rs 
bloku,  i  nakoniec  oddziaływanie  R  osady  na  blok.  Te  cztery 
siły  8§  pionowe;  trzeba  więc  dla  równowagi,  żeby  ich  summa 
algebryczna  była  zero.  Co  daje 

P  +  T  — er  — R  =  0,        zk§d        T  =  R  +  ct-P, 
albo^  na  mocy  poprzedzającego  równania, 

T=Q4-CT  +  cj  — P. 

r 

Oznaczmy  przez  r  promień  bloku  powiększony  promieniem 
sznura^  a  przez  p  promień  oka  bloku,  i  weźmy  mornenta  czte- 
rech sił  P,  T,  R,  CT,  względem  idealnej  osi  O,  przechodzącej 
przez  środek  oka  bloku^  około  której  ten  blok  się  obraca.  Zwa- 
żają że  moment  ciężaru  ts  bloku  jest  zero  względem  osi  O,  i 
majęc  wzgl§d  ua  stronę  w  które  każda  z  sił  nadaje  dążność  do 
obrotu^  znajdujemy 

Pr  —  Tr  —  Rpwstę  =  0; 

więc,  podstawiajęc  za  T  i  R  ich  wartości,  mamy  równanie 
momentów 

(16)      Pr  —  (Q  +  cy  4-  CT  —  P)r  —  (Q  +  ^)p  wsly  =  0. 
Zkęd 

Ta  wartość  pokazuje  że  siła  poruszajęca  P  przewyższa  po- 
łowę całego  obciążenia  Q  + '^  4*  ^J  a  gdyby  nie  istniało  tar- 
cie byłoby 
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Zęby  porównać  pracę  siły  poruszającej  P  z  pracą  siły  opie- 
raj^ej  sig  Q,  trzeba  uwaiać  ±e,  gdy  blok  wzniesie  się  na  wy- 
sokość h,  kaida  z  dwóch  długowi  AP  i  BD  skród  się  ilościf  A; 
a  ponieważ  cała  długość  sznura  zostaje  U  sama,  tneba  dla  zró- 
wnania £eby  skrajność  sznura,  do  której  jest  przyłożona  sita 
poruszająca,  przydłużyła  się  ilością  'źh.  Jeśli  więc  praca  siły  Q 
jest  QA  praca  siły  P  będzie  P.2A.  Co  daje 

P.2A .    ,  p wsty   ,   rsr-j-hif-^-pwsla) 

QA   -'^"     r      "f"  oT 

Ten  stosunek  jest  większy  od  jeduościr  >  dowodzi  ie  w  bloku 
ruchomym  praca  siły  poruszającej  przewyższa  zawsze  pracę  siły 
opierającej  się,  choćby  nawet  nie  było  tarcia. 
314.  WmŁOKBĄżEK.  Nazywa  się  wielokrążkiem  machina  skła- 
dająca się  z  dwóch  układów  krąfcków  równych. 
W  pierwszym  krążki  są  nawleczone  na  jednej  osi  A, 
przytwierdzonej  do  osady  slalcj  która  jest  zawie- 
szona na  punkcie  niezmiennym  O;  w  drugim  ukła- 
dzie krążki,  w  lej  samej  liczbie  co  w  pierwszym, 
są  nawleczone  tak^e  na  jednej  osi  B,  ale  U  oś  jest    - 
przymocowana  do  osady  ruchomej  u  której  wisi 
Ciętar   Q    do    podniesienia.    Sznur    przywiązany 
w  punkcie  G  osady  st^ej,  owija  pierwszy  kratek 
osady  ruchomej  i  przechodzi  na  pierwszy  krąiek 
osady  stałej;  idzie  potem  na  drugi  krążek  osady 
ruchomej  i  powraca  owijając  drugi  krążek  osady 
stałej;  i  tak  następnie  przechodzi  przez  wszystkie 
I  krążki.  Do  skrajności  tego  sznura  jest  przyłożona 

siła  poruszająca  P.  Ta  fitą,  byle  tylko  była  styczna 
do  ostatniego  krążka,  może  oczywiście  mieć  kiem* 
nek  jakikolwiek,  który  nie  wpływa  na  obciążenie 
osady  górnej  i  punktu  stałego  O,  ani  na  tężności 
sznurów  utrzymujących  osadę   dolną.  Przypuszczając  te  dwie 
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osady  przyzwoicie  odległe  od  siebie,  wolno  uważać  sznury  jako 
równoległe  między  sob^. 

Nazwijmy  Tj,  T2,  Ts,...Tii  tężności  wszystliłcb  sznurów  za- 
wartych między  krokami.  Ponieważ  te  sznury  mniej  więcej 
pionowe  utrzyrauj§  ciężar  Q,  do  którego  możemy  wliczyć  cię- 
żar osady  dolnej,  trzeba  dla  równowagi  żeby  było 

(17)  Ti  +  T2  +  T3....Tn=Q. 

Owoż,  na  mocy  formuły  (16)  przedstawionej  w  kszt^dcie  ogól- 
nym P  ==: a 4" P Q>  mamy  cięgrównań 


T3=r«  +  PT2, 

T4  =  a+(3T3, 

P  =«-f-pTn; 


(18) 


jeśli  więc,  między  równaniami  (17)  i  (18)  wyrugujemy  niewia- 
dome tężności  T|,  Tg,'  T3...T„,  wyznaczymy  siłę  P.  W  tym  celu 
mnożymy  równania  (18),  pierwsze  przez  p*-S  drugie  przez  (J*^, 
trzecie  przez  |}""^...  ostatnie  przez  1,  i  dodając  otrzymujemy 

Poczem,  dodajemy  stronami  te  same  równania  (18),  i  zważa- 
jąc na  równanie  (17),  znajdujemy 

P4-Q_Ti  =  n«-f-|J0i. 
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Teraz  dla  wyrugowania  niewiadomej  Ti,  pomnótoiy  ostatnie 
równanie  przez  p**,  i  odciągnijmy  od  niego  przedostatnie^  bę- 
dziemy mieli  równanie  ruchu  jednostajnego  wielokrążka 

((J-- i)P  =  (n(J- ^  C^i) «  +  ((3 -  1)8»Q; 
zk$d 

Formuła  pokazuje  ie  wielokręiek  jest  tern  korzystniejszy  im 
ciężary  do  podniesienia  sc  mocniejsze. 

Gdyby  nie  było  tarcia  kraików  na  osi,  ani  sztywności  sznurów, 
mielibyśmy  a  =  O  i  (ł  =  i ;  coby  ddo 


P=9. 

n 


Można  wprost  otrzymać  tę  formułę.  Jakoż^  gdy  osada  rucbo« 
ma  wznosi  się  do  wysokości  hy  każdy  sznurek  skraca  się  tę  sarnę 
długościę  h;  a  ponieważ  długość  całego  sznura  zostaje  sta- 
teczna, trzeba  żeby  punkt  przyłożenia  siły  poruszajf  cej  P  zniżył 
się  wieloczynem  nh,  to  jest  długościę  h  wzięte  tyle  razy  ile  jest 
sznurków  między  krezkami.  Więc  praca  opierajęca  się  wyraża 
się  przez  QA  a  praca  poruszajęca  przez  Pnh;  a  że  nie  ma  tarcia^ 
summa  algebryczna  tych  dwóch  prac  musi  być  zero.  Co  daje 
równanie 

PnA  — QA  =  0,  zkad         P  =  5. 

n 

W  wielkich  machinach,  obok  różnego  rodzaju  tarć  które 
przeważne  graję  rolę,  sztywność  sznurów  może  być  zaniedbana, 
i  dlatego  rzadko  się  j^  wprowadza  do  rachunku  skutków  tych 
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machin.  Ale  w  machinach  mniejszych  ronniarów,  albo  w  przy- 
padkach  szczegółowych  jako  obecny^; sztywność  znaczny  wpływ 
wywiera  na  rucb.  i  nie  wolno  jej  pomijać. 

TARCIE  SZNURÓW,  ALBO  PASÓW  RZEMfENNIGH, 
Hk  WALCACH  STAŁYCH 

3i5.  Tarcie  sznurów  albo  pasów,  okręconych  na  walcach 
stiAycht  jest  równie  ważnym  jak  ciekawym  przedmiotem  Me- 
chaniki zastosowanej,  o  którym  nieźle  będzie  kilka  słów  powie- 
dzieć. Nazwijmy  P  i  Q  siły^  poruszajgcę-  i  opierającą  się,  przy- 


łożone do  obydwóch  skrajności  sznura  obejmującego  walec 
stały  0^  i  przypuśćmy  że  te  siły  nadają  sznurowi  dążność  do 
ruchu  w  stronę  wskazaną  przez  strzały.  Ponieważ  tarcie  jest 
proporcyonalne  do  parcia  normalnego,  szukajmy  najpierwej 
tego  parcia.  Aby  je  wyznaczyć  możemy,  bez  względu  na  sztyw- 
ność, uważać  sznur  jakoby  złożony  z  cząstek  bryłowych,  nie- 
skończenie małych,  ślizgających  na  walcu  pod  wpływem  tęż- 
ności  pochodzących  z  działania  sił  P  i  Q.  Niech  będzie  T 
tężność  sznura  w  punkcie  M,  T  -{-  cfT  tężność  w  punkcie  są- 
siednim M' ;  kierunki  tych  dwóch  tężności  spotykają  się  w  pun- 
kcie I.  Owoż,  parcie  normalne  na  walec  jest  wynikową  tężności 
T  i  T  -j-  ^;  więc,  jeśli  nazwiemy  dr  kąt  spółtyczności,  parcie 
którego  szukamy  wyrazi  się  przez 

(2T  +  dT)wstJ(/T; 
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a,  zaniedbując  nieskończenie  mdlę  rzędów  wyiszych  od  pier< 
wszego^  wartość  tego  parcia  przywodzi  się  do 


Trfr. 


Zatem  nieskończenie  małe  tarcie  w  punkcie  H  będzie 

To  tarcie,  w  ruchu  jednostajnym  ślizgania  sznura  na  walcu^ 
jest  zniszczone  przez  tężność  (fT  nieskończenie  małej  czystki 
tego  sznura;  mamy  więc  równanie 


dr  =  p:dx ; 


całkując  je  otrzymujemy 


logT  =  A  +  «'^- 
zk^d 

iT  =  C/'         albo         T  =  Ce^". 

C  znaczy  stateczne  dowolna,  a  r  jest  summ§  k^tów  spół- 
tyczności^  która  się  równa  katowi  a  utworzonemu  przez  nor- 
malne w  dwóch  skrajnych  punktach  zetknięć  sznura  z  walcem. 

Jeśli  teraz  weźmiemy  całkę^  od  punktu  w  którym  tętność 
równa  się  oporowi  Q,  ai  do  punktu  w  którym  tężność  jest  ró- 
wna sile  poruszającej  P,  będziemy  mieli  formułę 

P  =  Q  A 

która  pokazuje  że  stosunek  siły  poruszającej  P  do  oporu  Q  jest 
funkcyą  wykładniczą  k§ta  «.  Ten  stosunek  rośnie  Imrdzo  szybko 


WUDOMOŚĆ  O  MACHINACH.  633 

Z  k§tem  ot ;  tak  że  trzeba  niezmiernej  siły  P  aby  módz  posu- 
wać sznur  kilka  razy  okręcony  na  walcu^  choćby  nawet  opór  Q 
nie  był  bardzo  wielki.  Następujący  przykład  lepiej  to  wyjaśni. 

W  sznurach  suchych^  nawiniętych  na  walcu  drewnianym, 
spólczynnik  tarcia  f-=>  0,13;  zk§d 


e'^  =  l,50...    e*'^=2.26...    <?*^^=  5,11...    e^^=  11,55... 


Więc,  bior§c  Q=  lOO^f,  będzie 

Pz=100e"*'**^=150,  P=100(?*^®**^=226,  P=100e^'®'*^=1155. 

316.  Posługując  się  tarciem  sznurów  na  walcach^  można  łstwo 
spuszczać  po  schodach  pdne  beczki  do  piwnicy.  Przepasuje  się 
beczkę  sznurem,  i,  utkwiwszy  kraniec  jednej  jego  części,  okręca 
się  dwa  albo  trzy  razy  drugą  część  około  stałego  walca,  na  przy- 
kład około  haku ;  poczem,  trzymając  w  ręku  część  sznura  l>ę- 
dącą  poza  hakiem,  popuszcza  się  ją  zwolna ;  a  beczka  schodzi 
stopniowo  ai  do  samego  dołu  schodów. 

317.  Używa  się  podobnego  tarcia,  gdy  trzeba  zatrzymać  pły- 
nący statek.  Mając  już  przywiązany  jeden  koniec  liny  do  słupa 
wbitego  w  ziemię,  flis  okręca  szybko  drugą  część]  tej  liny,  gdy 
jest  jeszcze  wietka,  około  słupa  umocowanego  na  statku ;  po- 
czem,  trzymając  w  ręku  część  liny  będącą  poza  okręceniem 
popuszcza  ją  zwolna;  lina  ślizga  się  na  słupie,  i  jej  tarcie  wy- 
czerpuje do  szczętu  prędkość  statku. 

Niech  będzie  Q  ciężar  naładowanego  statku;  t;  prędkość 
którą  umorzyć  chcemy;  T  tężność  liny  między  dwoma  słu- 
pami, Xl  tężność  części  poza  okręceniem  równa  wysileniu 
flisa;  /  droga  przebieżona  przez  statek  od  chwili  w  której  pręd- 
kość jest  I?  aż  do  chwili  jej  zniszczenia. 
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Równanie  pracy,  bez  względu  na  słaby  opór  wody  przeciw 
ruchowi  statku^  jest 

a  tarcie  ślizgania  liny  na  słupie  statku  daje 

T  =  T,  A 
Zt§d  wynika 

PnBypuszczajęc  Q  =  5000001^^,  t;=0%50  /'=0,13,  ia  =  6ir 
zk§d /*=  11,55;    mamy 

iT,  =551,... 

Dajmy  na  to  że  Ti  =:25*i«r,  będzie  /  «=  22"^.  A  ponieważ  ruch 
statku  jest  jednostajnie  opóiuiony  i  kończy  się  prędkością  zero, 
aby  znaleźć  czas  przebieżenia  odległości  /  ==  22*^^  dość  podzie- 
lić tę  odległość  przez  średnia  prędkość,  to  jest  przez  0",25 ;  co 
daje  czas  i'  28*. 

Tęiność  liny  w  tym  przykładzie  jest  T  =  288*^^,7.  Największa 
tężność,  jakę  może  wytrzymać  lina  bez  zerwania  się,  dochodzi 
do  31^^  na  1  millimetr  kwadratowy  przecięcia  prosŁega 

ŚRUBA  Z  GWINTEM  KWADRATOWYM. 

318.  Wyobraźmy  sobie  walec  obrotowy,  i  niech  Jcwadrat, 
którego  płasczyzna  przechodzi  przez  jego  oś,  obraca  się  około 
tej  linii  tak  żeby  jeden  z  boków  zostawał  ciągle  na  walca  i  jego 
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ponkta  opisywały  pa  nim  helice.  Wszystkie  punkta  kwadratu 
opisze  helice  maj§ce  ten  sam  kroky  ale  promień  ogólnie  rbtnyi 
a  sam  kwadrat  utworzy  na  około  walca  część  stercz§c§  któr^ 
nazwano  gwintem  kwadratowym.  Walec  okryty  tym  gwintem, 
stanowi  irubę  z  gwintem  kwadratowym.  Są  śruby  z  gwintem 
trójkątnym  utworzonym  przez  trójkąt  równoboczny^  w  których 
krok  helic  jest  równy  podstawie  trójkąta. 

Jest  druga  sztuka  bryłowa,  zwana  mutra,  maj§ca  wydr^nie 
z  gwintem  heiicowym  w  które  wchodzi  śruba  tego  samego 
kształtu,  i  może  się  w  niej  poruszać  podwójnym  ruchem,  wlro^ 
wania  około  jej  osi  i  przeniesienia  wzdłuż  tej  linii.  Nawzajem, 
jeśli  śruba  jest  stała,  mutra  może  się  posuwać  wzdłuż  osi  śruby 
i  zarazem  się  na  niej  obracać,  to  jest  mieć  ruch  helicowy. 

Dla  utkwienia  myśli,  przypuszczamy,  że  mutra  jest  stała  a 
śruba  ruchoma.  Niech  ł>ędzie  00'  oś  pionowa  śruby  z  gwintem 


kwadratowym.  Siła  poruszająca  P  jest  pozioma  i  przyłożona  pros- 
topadle w  punkcie  A  do  drążka  poziomego,  który  przechodzi 
przez  głowę  śruby.  Można  przenieść  tę  siłę  równolegle,  do 
punktu  O  osi,  wprowadzając  tylko  dwojan  (P,  —  P)  mający 
moment  PR.  Tym  sposol>em  będzie  dwojan  poruszający  (P,-— P) 
który  sprawia  ruch  wirowy  śruby,  i  siła  P  przyłożona  do  osi 
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Śruby  O  a  przez  ni§  zniszczona ;  co  sprawia  parcie  na  oś  OCK. 
Mo2:na  także  wprost  przyłożyć  do  śruby  sam  tylko  dwojan 
(P^  —  P)  mający  moment  2PR9  przyldadaj§c  symetrycznie  do 
skrajności  drężka  dwie  siły  równe  P  i  P'.  Zostaniemy  w  pier- 
wszem  założeniu^  biorąc  do  przezwyciężenia  opór  Q  działający 
w  kierunku  00'  osi  śruby,  i  będziemy  szukali  równowagi  mię- 
dzy siłami  P,  Q  i  oddziaływaniami  rozwipięterni  w  zetknięciu 
gwintu  z  mutr§. 

Nie  przeinaczajęc  zagadnienia^  wolno  przypuścić  że  zetknięcie 
między  śrubf  i  mutr^  odbywa  się  wzdłuż  jednej  helicy  średniej, 
leżęcej  w  równej  odległości  od  walca  śruby  i  od  walca  stycz- 
nego do  kończyn  gwintu.  Niech  będzie  CD  ta  helica  średnia^ 


i  KM=r  promień  jednego  z  jej  punktów  zetknięcia  M  z  mutrę. 
W  założeniu  że  śruba  ma  dężność  do  ruchu  wznoszęcego  się, 
poprowadźmy  normalne  MN  do  powierzchni  helicoidalnej,  i 
styczne  MT  do  helicy  w  stronę  tarcia.  Ponieważ  gwint  jest  kwa- 
dratowy, te  dwie  linie  leżę  na  płasczyznie  stycznej  do  walca  na 
którym  się  znajduje  helica  średnia.  Owoż^  w  chwili  gdy  się 
ruch  ma  zaczęć,  oddziaływanie  mutry  na  helicę  w  punkcie  M 
rozkłada  się  na  normalne  N  w  kierunku  MN  i  na  styczenne  /N, 
czyli  tarcie,  w  kierunku  MT.  Siły  N  i  /"N  czynię  oczywiście  ten 
sam  kęt  1  z  pionowe  MV  i  z  poziome  MH^  które  leżę  na  płas- 
czyznie stycznej  do  walca  helicy  średniej  w  punkcie  M.  Roz- 
łóżmy te  siły,  każde  na  dwie,  wedle  kierunków  MV  i  MB. 
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Składowe  siły  N  będ^  Ndost  wedle  MY,  i  Nwstt  wedle  MH; 
tak  samo  składowe  siły  /*N  będ^  — fvłsii  wedle  MV  i  fNdosi 
wedle  MH.  Będziemy  więc  niieli  : 

wedle  pionowej   MV    siłę    N(dos«  —  /"wsti), 

i  wedle  poziomej  MH    siłę    N{wstt  +  /<'osO. 

• 
Gzyni§c  podobny  rozkład  oddziaływań  mutry  we  wszystkich 

punktach  helicy  średniej,  znajdziemy  w  każdym  dwie  siły,  jedn^ 

równoległa  do  osi  00'  drugę  prostopadła  do  tej  linii. 

Możemy  teraz  łatwo  napisać  równania  równowagi  wszystkich 
sił  działających  na  śrubę.  Jakoż,  równanie  rzutów  tych  sił  na 
osi  00'  śruby  jest  summ^  algebryczn^  zero 

(dosi  —  /"wslO^N  —  0  =  0, 

a  równanie  momentów  tych  samych  sił  względem  osi  00'  wy- 
raża się  także  przez  summę  algebrycznę  zero 

(wsti  +  /"dosiy^N  —  Pil  =0 ; 

więc,  jeśli  wyrugujemy  niewiadoma  summę  TIN,  będziemy 
mieli 

PR  ^  wst t  +  fdos  i  _  Sty  f  +  /• 
Or       dosi  —  ^wsti       1  —  /"sty  t ' 

równanie  ruchu  jednostajnego  śruby  która,  wznosząc  się  pod 
działaniem  siły  P  albo  raczej  pod  działaniem  dwójami  (P,  —  P), 
podnosi  ciężar  Q. 

Zastępując  w  tern  równaniu  f  przez  styy,  otrzymujemy  for- 
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mułę  bardzo  prosta  i  dogodna 

(i>  ™  =  sty(.+c), 

która  pokazuje  że  mołebność  ruchu  beiicowegOj  o  którym 
mowa,  wymaga  żeby  było 


Moment  PR  byłby  nieskończenie  wielki  gdyby  było  i-f  ?=^; 

wtedy  śruba  mająca  gwint  bardzo  nachylony,  byłaby  taka  że 
żadna  siła  nie  mogłaby  przezwyciężyć  tarcia  wynikającego 
z  ciężaru  Q. 

Między  ilościami  t,  r  i  krokiem  h  helicy  (*)  jest  związek 


Slyi  =  - — 


Jeśli  w  formule  stronicy  557  weźmiemy  a  =  —  t^  będzie 


Q  =  sly(«-fy), 


a  jeśli  w  równaniu  (i)  uczynimy  r  =  R^  będzie  także 

Q=8ty(t  +  f). 

To  dowodzi  że  równanie  ruchu  jednostajnego  śruby  podno- 


(*)  Zobacz  hd\c%  w  naszej  Geometry!,  Tvyd.  2^  Paryż,  1869. 
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sz^cej  ciężar  jest  równaniem  ślizgania  jednostajnego  na  płas- 
czyznie  pochyłej,  gdy  się  bierze  siłę  PR  do  windowania  cię- 
żaru Qf*  wzdłuż  linii  największej  spadzistości. 

Równanie  (1)  przedstawia  jeszcze  ruch  jednostajny  śruby 
która,  zniżajęc  się  pod  działaniem  dwojanu  (P,  —  P)  mają- 
cego moment  dodatny  PR,  przezwycięża  opór  Q  skierowany 
w  stronę  (yO.  Albowiem  wted^f  składowe  N  i  fH,  oddziaływania 
mutry,  zmieniają  znaki  i  tworzę^  pierwsza  z  pionowa  MV  druga 

PR 
z  pozioma  MH,  kąt  i  -f  ir;  a  stosunek  ^c-   ten  sam  zostaje. 

319.  Gdyby  nie  było  tarcia  mielibyśmy  w  obydwóch  przy- 
padkach, czyniąc,  ^  =  O,  równanie  równowagi  śruby 

?5  -  8tv,-        albo        f  -  -L 
__styi        aiDo        Q-2;;5' 

• 

Ostatni  wynik  otrzymuje  się  łatwo  przez  zasadę  pracy  przy- 
sposobionej. Jakoż,  niech  będzie  M  przemieszczenie  kątowe 
śruby  które  pociąga  za  sobą  jej  przemieszczenie  Unijne  d/u 
Praca  przysposobiona  siły  poruszającej  P,  odpowiedająca  wi- 
rowaniu śruby  około  jej  osi,  jest  równa  wieloczynowi  PR.efO 
momentu  tej  siły  około  osi  przez  kąt  (f8,  a  zaś  praca  siły  opie- 
rającej się  Q  jest  odjemna  i  równa  wieloczynowi  —  Qdk;  więc, 
na  mocy  ogólnego  twierdzenia  równowagi,  będzie 

PRd9-QrfA  =  0,        ikąd        ^  =  ^- 

Owoż,  po  jednym  całym  obrocie,  wirowanie  śruby  wyraża 
się  przez  2it,  a  jej  przemieszczenie  przez  krok  A;  *  te  prze- 
mieszczeniajkątowe  i  linijne  śruby,  jakąkolwiek  mają  wielkość, 

dh         h 

są  oczywiście  proporcyonalne  między  sobą ;  co  daje  ^=^  r-- 
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Mamy  więc  ostatecznie 


Q        2irR 

To  równanie,  otrzymane  niezależnie  od  kształtu  gwintów 
śruby^  jest  ogólne  i  przedstawia  równowagę  śraby  z  gwintem 
jakimkolwiek,  ale  bez  tarcia. 

Przykład.  Gdyby  wzięto   /'=0,12   i  styi=0,04  byłoby: 


zamiast 


PR 

--=  0,16...        z  tarciem, 
\ir 


PR 

-—  =3  Sty  2  =  0,04...         bez  tarcia. 


320.  Przypadek  szczególny.  Szukajmy  pod  jakim  warunkiem, 
mimo  wysilenia  P,  śruba  mogłaby  nabyć  dążności  do  ruchu 
w  stronę  oporu  Q.  Aby  znaleźć  ten  warunek^  dość  jest  w  for- 
mule (1)   zmienić  znak  k^ta  tarcia  ^ ;  co  daje 

(2)  p=8ty(.-,p). 

Ale  dężność  śruby  do  takiego  ruchu  wtedy  tylko  jestmoiebna 
kiedy  i>f.  W  tym  przypadku,  żeby  mutra  ruchoma  na  śrubie 
nie  odkręcała  się^  wkładają  drugą  mutrę  która  wstrzymuje 
ruch  pierwszej. 

Formuła  (2)  zgodzi  się  z  otrzymaną  na  stronicy  558,  jeśli 
w  tej  ostatniej  będzie  wzięty  kąt  a  =  —  t. 

Gdy  siły  P  i  Q  są  obie  poruszające,  to  jest  jeśli  obie  nadają 
śrubie  dążność  do  ruchu  w  tę  samą  stronę,  trzeba  wtedy,  dla 
wyznaczenia  równania  równowagi,  zmienić  zarazem  znak  kąta 
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tarcia  ^  i  znak  mooieniu  PR  w  formule  (1),  która  się  stanie 


(3)  ^  =  8ty(,  -  0. 


Formuły  (2)  i  (3)  pobizują  że,  gdy  t  =  ^  a  siła  P  działać 
przeslaje,  śruba  zostawiona  sobie  samej  nie  będzie  się  odkrę- 
cała; bo  oddziaływanie  ciśniętego  ciała  nie  może  jej  dawać  ru- 
chu wirowego.  Na  tej  zasadzie  opiera  się  prassa  śfmbowa 

3*21.  Praca    użyteczna.   Po  jednym  całym  obrocie  śruby 
w  jej  ruchu  jednostajnym,  praca  użyteczna  wyraża  się  prze 
QA==  Q.*2irrsty «  (318),  a  praca  poruszająca  przez  PR.2w  :  sto- 
sunek pierwszej  do  drugiej,  mierz^icy  pracę  użyteczne  wzglę- 
dną do  formuły  (1),  jest 

,.v  Ti^ Qr.2tcstyf  _       styt 

^^  T«~    PR.27r    "**sty(t  +  (p)* 

Ten  stosunek  staje  się  zerem  dla  t=r=0  i  dla  t  =  ^  —  f; 

więc,  między  lemi  dwiema  granicami,  istnieje  wartość  dla  i  . 
która  go  czyni  maxitnum.  Aby  znaleźć  tę  wartość,  weźmy  po- 
cłiodnę  względem  t  z  funkcyi  (&),  i  zrównajmy  ją  do  zera;  bę- 
dziemy mieli 

* "^ =0. 


MMMa^rtM 


dos^f  Sty  (i  -}- «?)      dos'^(«  -)-  <p)sty*(i  -|-  <?) 
albo 

wst2(i  +  c)  —  wst2i  =  O ; 
co  wymaga  żeby  było 

2(i-f.c)  =  ,c^2/. 

MECHANIKA.  U.  ^  k< 
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Więc 


Z      2 


Podstawiając  tę  wartość  w  formule  (4),  olrzymujemy  szukane 
maxiinum. 


Ml  - 1^ 


Ii  =  _lił ii  -^styH^  -  t 


RÓWNOWAGA  KLINA. 

0 

322.  Klin  jestto  graniaston  trójkątny  służący  zwykle  do  łu- 
pania ciał^  a  ogólniej. do  rozdzielania  dwóch  ciał  między  które 
się  go  wpiowadza.  Niech  będzie  ABC  przecięcie  proste  tego  gra- 
niastonu.  Klin  ABC  wchodzi  krawędzie  C,  zwan§  oUrzem^  mię- 
dzy dwa  ciała  £  i  F  które  ma  rozpychać;  ściana  AB  przeciwna 
oslrzu  jest  ghwa  klina,  na  któr^  działa  normalnie  siła  P;  a 
ciała  E  i  F,  każde  pod  wpływem  jednej  z  dwóch  sit  równo- 
ległych Q,  wywierają  na  idann  boczne  AC  i  BC  oddziaływania 
równe  i  przeciwne  parcion>  klina. 


Klin  zwykle  u2:ywany  jest  równoramienny,  AG  =  BG  zk^tem 
G  =  2a,  i  ciała  E,  Y"  są  tej  samej  natury.  Przypuszczajęc  to 
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wszystko^  będziemy  szukali  warunków  równowagi  między  si- 
łami P  i  Q,  w  chwili  w  której  ma  się  zacząć  ruch  ślizgania 
klina.  A  ponieważ  układ  jest  utworzony  z  dwóch  ciał  tożsamych 
w  zetknięciu  z  klinem,  dość  będzie,  uważając  te  ciała  po  kolei, 
wyrazić  równowagę  w  każdem  z  nich  osobno. 

Weźmy  najpierwej  klin,  i  uważajmy  przede  wszystkiem  że 
siły  Q  przeciwnie  równoległe,  działające  na  ciała  E  i  P,  są 
równe;  bo  inaczej  cały  układ  mógłby  się  poruszać  w  slrone 
większej  z  tych  dwóch  sił.  Poczem,  niech  będą  N  i  /"N  skła- 
dowe, normalna  i  styczenna,  oddziaływania  jakie  ciało  E  wy- 
wiera na  ścianę  AC  klina;  ?s'  i  fN'  składowe,  także  prostokątne, 
oddziaływania  ciała  F  na  ścianę  BC.  To  ustaliwszy,  widzimy 
łatwo  że  klin  jest  w  równowadze  pod  działaniem  sił  P,  N,  /*N,i 
W,  f^\  Te  pięć  sił,  bez  względu  na  ciężar  klina  który  się  mo- 
że liczyć  do  ?f  dają  dwa  następujące  równania  rzutów  na 
osiach  poziomej  i  pionowej,  które  jasno  figura  pokazuje. 

Ndosa  —  /N  wsta  —  N'dosa  -f  /N^wsta  =  o 

p  —  Nwsta  —  /"NdoSa  —  N' WSta  — /"N^doSa  =  0. 

z  pierwszego  równania  wynika  N'=N;  zatem  drugie  sUijc  się 
(!)•  P  —  2N(wsta  -\-  fóosd)  =  0. 

Wyraźmy  teraz  równowagę  ciała  B.  To  ciało  pod  wpływem 
siły  Q  opiera  się  parciom  klina,  których  składowe  są  równe  i 
wprost  przeciwne  oddziaływaniom  N  i  fS,  Więc,  bez  względu 
na  ciężar  ciała  E,  mamv  równanie  równowagi 

(2)  Q  —  Ndosa  4-  ^N  wsl«  =  0. 

Rugując  N  między  rówoaniami  (1)  i  (2),  otrzymujemy  »zu 


64/i  AOZDZIAŁ  VJIT« 

kane  równanie  równowagi  klina 

P 2(wstflt  -f-  Ądosot) 2  styg+Z* 

Q         dosa  —  /"wsta  1  — /sty« 

•albo 

(3)  P  =  2Qsly(«  +  9). 

Dla  cokolwiek  większej  wartości  siły  P,  klin  przeniknie  mię- 
dzy dwa  ciała  E  i  F.  Ale,  jeśli  a  -f-  9  =  ^ł    siła  potrzebna  do 

wiucia  klina  będzie  P  =  oo.  Wtedy,  ponieważ  zawsze  f<j^ 

k^t  G  =  2a  będzie  rozwarty,  i  klin  wbijany  nawet  z  wielkę 
siłę  P  nie  wciśnie  się  między  dwa  ciała  £  i  F,  parte  kaźdc 
jedne  siłę  Q  choćby  ona  była  bardzo  mała. 

Gdyt)y  tarcie  nie  istniało^  byłoby 

P  =  2Qstya. 

Przykład  fz=:Oj\0  slya  =  0,05;  będzie 

p 

j.  =  0,30         z  tarciem, 


p 

^=:0,10         bez  tarcia, 


To  pokazuje  jak  wielki  wpływ  wywiera  tarcie  w  tego  rodzaju 
machinach. 

323.  Jeśli  ciała. E  i  F  nie  sę  poddane  żadnej  sile  Q,  a  tylko 
przeciwstawię  opory  normalne  N  ścianom  klina^  i  sprawiaję 
tarcia  /N  wzdłuż  tych  ścian,  wtenczas  między  siłę  P  i  oporem 
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N  zostaje  równanie  (1),  które  bierze  kształt  prosty 

(4)  P  =  2^Tl^'ń. 

dosę 

Ta  formuła  dowodzi  źe,  jakikolwiek  jest  opór  normalny  N, 
siła  P  może  go  zawsze  pokonać,  i  z  natężeniem  tern  mniejszem 
im  klin  będzie  ostrzejszy. 

Gdyby  nie  było  tarcia,  formuła  (4)  stałaby  się 


-  =  2w8t«. 


Owoż,  trójkąt  prostok§tny  ACD  daje 


.  ,        AD       AB  . 
^^^*«=AĆ  =  2AG^ 


więc  byłoby 


P_AB 

N~AĆ' 


to  jest,  siła  P  miałaby  się  do  oporu  N  jako  głowa  klina  do  ściany 
boczne;. 

326.  Może  się  zdarzyć  że  klin,  pod  wpływem  parć  bocznych  Q 
wysuwa  się  mimo  siły  poruszającej  P  w  stronę  przeciwna  jej 
działania.  Aby  znaleźć  warunek  możcbności  tego  ruchu^  dość 
jesl  zmienić  w  formule  (3)  znak  spółczynnika  f  tarcia;  dlatego 
że  wtedy  siła  styczenna  /N,  czyli  tarcie,  zmienia  stronę  dzia* 
łania,  a  siła  normalna  N  zostaje  ta  sama.  Powinno  więc  być 
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Ale^  jakkolwiek  mała  jest  siła  P,  parcia  Q  nie  mog^  wy- 
pychać klina  tylko  wtedy  kiedy  się  zadość  staje  drugiemu  wa- 
runkowi 

a  >  ©1 

to  Je^t,  kiedy  k^t  C  klina  jest  większy  od  3^. 

Szukajmy  nakonieo  jaki  jest  warunek  koniecmy  ieby  siła  P, 
działająca  w  stronę  przeciwne  wbijania,  wysuwała  klin  mimo 
tarcia  sprawionego  przez  siły  Q.  W  tym  szczególnym  przy- 
padku, P  i  Q  są  siłami  póruszająccmi;  więc,  aby  wiedzieć 
czy  taki  ruch  klina  jest  moźebny,  trzeba  w  formule  (3)  zmienić 
zarazem  znak  kala  tarcia  ^  i  znak  siły  P.  Go  daje 

(6)  P  =  2Q8ty(9 -.  «). 

Ale  to  równanie  nie  wystarcza,  i  trzeba  jeszcze  ieby  było 

Więc,  na  mocy  tego  co  poprzedza,  gdy  a  <  9  albo  «  =  ?, 
a  siła  P  działać  przestaje,  klin  raz  wbity  pozostanie  nieruchomy 
mimo  ciśnień  bocznych  Q,  albo  tylko  mimo  oporów  N  gdy 
nic  ma  sił  Q. 

Klin  może  służyć  do  sprawiania  wielkich*  clSnreiS  bocznych, 
i  stanowić  tak  zwane  prassy  klinowe,  używane  na  przykład  do 
wybijania  oleju;  etc. 

TARCIE  I  PRACA  TARCIA  W  ZAZĘBIANI  ACH. 

325.  Widzieliśmy  w Cynemalyce  (1 09  i  HO), że  wzazębianiach 
dwóch  kół  O,  O',  łuk  ślizgania  punktu  zetknięcia  M  jednego 
zebu  z  drugim,  przez  czas  dt^  ma  za  miarę 


(s+wy*- 
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Zatem,  nazywając  N  parcie  jakie  koło  O'  wywiera  na  koło  O 
wedle  spóloej  normalnej  MA  =sp,  w  punkcie  setkmęcia  M 
profilów  dwócb  yębów,  nieskończenie  mała  praca  tarcia  tych 
zębów  będzie 


[k + w)f^p^' 


Aby  wyznaczyć  siłę  normalna  N,  uważajmy  że  siła  3tyczen- 
na  Q,  działająca  na  koło  O'  .i  stanowiąca  opór,  czyni  równowag^ 
parciu  normalnemu  N  i  tarciu  /*\  które  z  niego  wynika  w  kie- 
runku stycznej  spólnej  w  punkcie  M  dwócb  profilów.  Więc, 
oznaczając  przez  0  kąt  MAO',  mamy  równania  momentów  tych 
siły  względem  001  stałej  koła  0\ 


zkąd 


QR'  =  NB' wste  +  /Tł(H'dosO  -^  p) ; 


N=  Q 


wst9-j-r(dose— ^j 

Podstawiając  tę  wartość  w  wyrażeniu  pracy  tarcia,  otrzymu- 
jemy 


(k+i) 


fOpds 


WSte+rfdose  — |y\ 


Taka  jest  wartość  pracy  tarcia,  przez  czas  nieskońozenie 
mały  dt,  w  którym  jakikolwiek  punkt  okręgu  jednego  z  dwóch 
kół  pierwotnych  opisuje  łuk  ds^  i  w  chwili  w  której  odległość 
punktu  zetknięcia  profilu  dwóch  zębów  od  punktu  zetknięcia 
kół  pierwotnych  jest  p. 

Chcąc  mieć  całą  pracę  tarcia  odpowiedąjąeą  prR^mieazwtniu 
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skończonemu^  na  przykład  jednemu  krokowi,  to  jest  odległości 
dwóch  zębów  po  sobie  id^^cych,  trzebaby  zcałkować  to  wyra- 
żenie od  O  do  długości  kroku  a  zazębiania.  Całka  otrzymuje  się 
przez  przybliżenie  sposobem  następującym.  Uważamy  że  dłu- 
gość AM  =  p  bardzo  mało  się  różni  od  łuku  AD  =  «  koła  O', 
i  tern  mniej  im  punkt  zetknięcia  M  jest  bliżej  Unii  środków  00'. 

Nadto,  w  mianowniku  iloraz  ^,  jest  bardzo  mały;  zaniedbując 
gO;  będzie 

(10S<p 

Owoż,  k§t  9  ma  wartość  przyzwoicie  mał§  w  zazębianiach 
dobrze  posmarowanych,  a,  summa  9  -|-  9  niewiele  się  różni  od 
k§ta  prostego;  można  więc  z  dostatecznem  przybliżeniem  uwa  - 

żać  stosunek      ^  jako  równy  jedności. 

Biorąc  te  wartości  przybliżone,  i  oznaczając  przez  T^  pracę 
tarcia  dla  jednego  kroku,  znajdujemy 

^^  =  (R  +  R'yQp'^  =  (R  +  Wy<5T- 

Ale  Qa  wyraża  pracę  oporu  Q  na  jeden  krok  przemieszczenia, 
i  to  jest  właśnie  praca  utyłecznai  nazwijmy  ją  T„,  będziemy 
mieli  formułę  pracy  tarcia  w  zazębianiach  zewnętrznych  walco- 
wych  po  przemieszczeniu  na  jeden  ki*ok, 


f 


\K  ^  w)  2 


Tu. 


Zamiast  promieni  R  i  R'  kół  pierwotnych  można  wprowa- 
dzić liczby  zębów.  Jakoż^  jeśli  n  i  n'  są  liczbami  zębów  dwóch 
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kół;  będzie 


2irR       2irR' 

a  = ==  — T> 

n  n 


zk^d 

Ij-I  — Ml  J.i\ 
R  "^  H'  ""  a  \n   •   n']  ' 

Wii^c,  gdy  układ  dwóch  kół  zębatych  ^zrobił  jedeo  krok^  praca 
tarcia  ma  za  miarę 


T;=.rr.(i+i) 


Praca  poruszająca  T,  przewyższa  pracę  uiylec^n^  T^  prac^ 
tarcia  T^;  mamy  więc 

T,  =  T.{i +  ./(!  +  !,));• 
zkęd  stosunek 

f 


który  jest  tem  bii>.szy  jedności  im  dwa  koła  raaj§  więcej  zębów. 
Go  dowodzi  korzyści  powiększania  liczby  zębów  kół. 

Otrzymane  formuły  będ^  się  slosowały  do  zazębiań  we- 
wnętrznych, jeśli  w  nich  zmienimy  znaki  jednego  z  dwóch  pro- 
mieni, i  te'iisamcm  znak  liczby  odpowiedaj^cych  ąębów.  Będzie 
wtedy 
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326.  Zazębiania  stożkowe.  Nazywając  r  i  r'  promienie  dwóch 
kół  mających  zęby  stożkowe,  a  i  a'  połowy  kątów  dwóch  stoż- 
ków które  im  odpowiedąją,  wiemy  (115)  że  wartość  nieskoń- 
czenie małego  łuku  ślizgania  punktu  zetknięcia  w  zazębianiu 
stożkowem  równa  się 


(doSoi  I    dosat'\     , 


Więc,  na  mocy  powyższych  rozumowań,  pojmujemy  łatwo 
że  w  zazcbianiach  stożkowych  praca  tarcia  wyraża  się  przez 


m        1     /.  /dosa  ,   dos'ff\~, 


HYDROSTATYKA 


327.  Nazywnj§  aię  płynami  ciała  złocone  %  csi§ftlek  nieam ter- 
nie ruchomych,  każda  względem  swoich  sąsiednich;  tąkiemi  «§ 
woda,  powietrze,  i  t.  p.  Gdy  posuwamy  jsdne  na  drugich  różne 
części  massy  płynnej,  nie  doznajemy  żadnego  tarcia  podohnego 
do  tego  jakio  się  rpzwija  w  ślizganiu  ciał  bryłowych.  Ta  nie- 
obecność tarcia  w  przemieszczaniu  się  cząstek  płynnych  między 
sobą  stanowi  ich  płynność  (lo$honatc.  Zaiste,  ciecze  i  gazy  istnie- 
jące w  naturze  są  mniej  więcej  lepkie,  nie  posiadają  samoiście 
doskonałej  płynności,  która  jest  tylko  stanem  ideahiym;  ale  się 
od  niej  tak  mało  oddalają,  zwłaszcza  gdy  się  znajdują  w  równo- 
wadze samoistej  albo  względnej,  ie  wyniki  otrzymane  jako  na- 
stępstwo doskonałej  płynności  i  sprawdzone  doświadczeniem, 
są  prawie  zupełnie  zgodne  z  rzeczywistym  stanem  płynów  natu- 
ralnych. W  ruchu  założenie  płynności  doskonałej  może  czasem 
prowadzić  do  wniosków  mało  zgodnych  z  doświadczeniem;  bo 
części  massy  płynnej,  poruszające  się  z  różną  prędkością,  roz- 
wijają między  sobą  pewne,  słabe  wprawdzie,  ale  istotne  tarcie, 
którego  nie  zawsze  zaniedbywać  wolno. 

Płyny  dzielą  się  na  ciecze  i  na  gazy.  Pierwsze  nazywają  się  także 
płynami  nieścUUwemi,  dlatego  że  przez  długi  czas  nie  potrafiono 
wykonać  dostatecznie  wielkiego  parcia  aby  zmniejszyć  ich  ob- 
jętość. Dopiero  w  ostatnich  czasach  przekonano  się  że  nie  pa 
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płyaów  nieściśliwych;  wszystkie  znane  ciecze  s§  ściśliwe,  cho- 
ciaż w  bardzo  słabym  stopniu;  woda  pod  parciem  jednej  atmo- 
sfery zmniejsza  zaledwie  o  —  swoj^  objętość.  Gazy,  przeciwnie 

cieczom^  zmniejszają  łatwo  swoję  objętość;  można  albowiem, 
bez  znacznej  trudności,  przywieśdź  objętość  gazu  dó  połowy,  do 
trzeciej  albo  czwartej  części  tego  czem  była  najpierwej.  A  jeśli 
potem  siła  ściskająca  objętość  działać  przestaje,  gaz  powraca 
sam  z  siebie  do  pierwotnej  objętości.  Dla  tej  przyczyny  daj§ 
gazom  x\2ams\io  płynów  sprętysłych.  Gazy,  i  wszystkie  pary  które 
do  nich  liczyć  należy,  s^  płynami  rozpf^ętUwemi,  to  jej»t  ciidami 
lotnemi,  których  cz§stki  oddalają  się  jedna  od  drugiej  jak  gdyby 
się  nawzajem  odpychały. 

Mechanika  rozumowa  ciał  płynnych,  tak  jako  ciał  bryłowych, 
składa  się  z  dwóch  oddzielnych  części,  z  których  jedna  zawie* 
rająca  teoryę  równowagi  płynów  jest  nazwana  Hydrostaiyka,  a 
druga  zawierająca  teoryę  ruchu  płynów  została  mianowana 
Hydrodynamika,  Jest  jeszcze,  oddawna  znana  pod  nazwiskiem 
Hydrauliki^  umiejętność  praktyczna  ruchu  płynów.  Hydraulika 
nie  jest  umiejętnością  rozumowa  ale  doświadczenną.  Ona  daje 
ustawy  ruchu  płynów  wywiedzione  z  doświadczeń,  i  tym  spo- 
sobem obchodzi  trudności  Hydrodynamiki,  których  dot^d 
analiza  przezwyciężyć  nie  mogła.  Hydraulika  stanowi  ważn^,  i  w 
życiu  ludzkiem  bardzo  użyteczna,  gałęź  Mechaniki  zastosowanej. 

B28.  Płyn  pod  działaniem  sił  jakichkolwiek,  zamknięty  w  ha- 
czyniu,  wywiera  na  jego  ściany  parcie  które  działa  z  wewnątrz 
na  zewnątrz;  albowiem,  jeśli  się  zrobi  otwór  w  ścianie  naczynia, 
płyn  się  z  niego  zaraz  wymyka.  To  parcie,  ogólnie  zmienne 
w  różnych  punktach  jednej  ściany,  jest  normalne  w  stanie  ró- 
wnowagi płynu  do  nitskoriczenie  małej  cz^slki  na  któr^  się 
wywiera.  Jakoż,  przypuśćmy  że  wycięto  w  ścianie  naczynia  nie- 
zmiernie mały  otwór  płaski  maj§cy  miarę  ca,  i  wystawmy  sobie 
mały  tłok  mogący  się  poruszać  w  walcu  prostopadłym  do  lej 
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płaskiej  cz^tki ;  oczywiście  dość  będzie  przyłożyć  do  tłoku  przy- 
zwoita siłę,  normalna  do  jego  podstawy  w,  aby  utrzymać  płyn 
\y  równowadze.  Pojmuje  się  łatwo  źe  płyn  wywiera  także  parcie 
równe  i  przeciwne  temu  jakiego  doznaje  od  ścian  naczynia 
w  którem  jest  zamknięty. 

Dla  wymierzenia  parcia  wywartego  na  nieskończenie  niałę 
czystkę  w,  w  punkcie  M  powierzchni  jakiejkolwiek,  trzeba  sobie 
wyobrazid powierzchnię  płaska  która  ponosi  w  całej  swojej  roz- 
ciągłości to  samo  parcie  co  czystka  m,  i  wziąć  tę  powierzchnię 
za  jedność;  wtedy,  jeśli  p  wyraża  całe  parcie  jakie  ona  wytrzy- 
nmje,  wieloczyn  pta  będzie  przedstawiał  normalne  parcie  na 
nieskończenie  małe  czystkę  »  danej  powierzchni.  Nazywając  P 
to  parcie  na  »,  będzie 

p 

P=pw,  zk§d  p  =  -. 


p 
Iloraz  -,  zwany  często  parciem  w  punkcie  M,  wyraża  wła- 

ściwie  parcie  odniesione  do  jedności  powierzchni  przez  ten 
punkt  przechodzącej. 
* 
32D  Przesyłanie  parć  w  płynach.  I""  Jeśli  płyn  (ciecz  albo 
gaz)  zamknięty  w  powłoce,  zostaje  w  równowadze  pod  działa- 
niem samych  tylka  sii  wewnętrznych,  a  za  pomocą  tłoku,  albo 
inaczej,  wywafto  parcie  na  powłokę,  to  parcie  będzie  przesiane 
zarówno  na  wszystkie  strony  massy  płynnej.  Równość  przesy- 
łania  parć  jest  następstwem  płynności  doskonałej;  stwierdzona 
doświadczeniem  na  płynach  mniej  więcej  doskonałych,  zależy 
ona  na  tej  ważnej  ustawie  : 

Parcie  odniesione  do  jeaności  powierzchni  ma  tę  sama  wartość 
w  kaidym  punkcie  wziętym  na  powiece  płynu,  albo  wewnątrz  jego 
massy. 


554 


HYDnOSTATYKA. 


Galileusz,  autor  zasady  prędkości  przysposobionych,  dowodzi 
ża  jej  pomocą  różnych  twierdzeń  Statyki  i  Hydrostatyki^  Des- 
KART  i  Paskal  posługują  się  tą  zasadą  w  Hydrostatyce.  Lagba7<ge 
u4ył  jej  do  okazania  równości  przesyłania  parć;  za  nimi  poszli 
Delaunay  i  BouR.  Ale  to  dowodzenie  zostawia  wiele  do  życze- 
nia! Maglaurin  i  Euler,  a  za  nimi  Poisson  i  duuamel,  uważają 
równość  przesyłania  parć  w  płynach  jako  czyn  nabyty  doświad- 
czeniem. Podzielając  ten  sposób  widzenia^  objaśnimy  go  nasię- 
pującemi  uwagami  Poissona. 


Niech  będzie  naczynie  graniastonne  proste,  i  postawione  na 
płasczyznie  poziomej,  w  którem  ABCD  przedstawia  przecięcie 
pionowe.  Przypuśćmy  to  naczynie  napełnione  wodą  aż  do  EF, 
i  niech  tłok  poziomy  zamyka  je  szczelnie.  Dla  uproszczenia  kwe- 
styi,  uwaźnjmy  wodę  za  płyn  bez  ciężkości,  nie  wywierający 
żćHlnego  parcia  na  ściany  naczynia;  na  tłoku  połóżmy  ciężar  P, 
licząc  w  to  ciężar  samego  tłoku.  Widzimy  oczywiście  że  pod-  . 
stawa  graniirstońu  Wytrzymuje  takie  samo  parcie  jak  gdyby  cię- 
żar P  był  jednostajnie  rozdzielony  na  jej  całej  rozciągłości. 
Wszystkie  punkta  podstawy  doznają  parć. pianowych  równych 
między  5obą,  a  parcie  na  cząstkę  a  tej  podstawy  Jest  propor^ 
cyonalne  do  «;  lo  zaś  parni^,  równowarte  sile  pionowej  przy- 

łożonej  do  środka  ciężkości  powierzchni  «,  wyraża  się  przez  -?; 

w  czem  a  zsaczy  powierzchnię  całej  podstawy  graniaslonu,  i 
lemsamem  powierzchnię  podstawy  tłoku  w  zetknięciu  z  cieczą. 
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OvfO'l,  ustawa  wyżej  wysłowiona  zasadza  się  na  tern  że  par- 
cie, jakie  ciężar  P  wywiera  na  część  górn§  wody^  jest  przesłane 
za  pośrednictwem  płynu  nietylko  na  podstawę  naczynia;  ale 
jeszcze  na  jego  iciany  boczne;  także  wszystkie  punkta  naczynia 
s^  zarówno  parte  w  kierunkach  prostopadłych  do  ścian ;  więc 
powierzchnia  «,  wzięta  na  jednej  ze  ścian  bccznycb  grania- 

stonu,  doznaje  takiego  samego  parcia   —  jak  gdyby  stanowiła 

U 

część  podstawy  poziomej. 

Ogólnie,  niech  naczynie,  mające  kształt  jakiegokolwiek  wie- 
lościanu  zamkniętego  i  stale  przywiązanego,  będzie  napełnione 
ciecze  bez  ciężkości.  Jeśli  odjęto  jedn^  ścianę,  i  zaślepiono  tło- 
kiem do  którego  przyłożono  siłę  P  normalna  do  powierzchni 
cieczy  dotykającej,  ciecz  i  naczynie  zostaną  w  spoczynku,  i, 
według  ustawy  któr§  objaśniamy,  parcie,  jakie  siła  P  wywiera 
na  powierzchnię  przyległe,  będzie  przesłane  za  pośrednictwem 
cieczy  na  wszystkie  ściany  wielościanu.  Więc  wszystkie  punkta. 
naczynia,  liczęc  w  to  punkta  podstawy  tłoku,  będ^  zarówno 
parte  z  wewnętrz  na  zewnętrz,  w  kierunkach  prostopadłych  do 
ścian;  tak  że  parcie  na  powierzchnię  or,  wzięta  na  jednej  ścianie, 

Pa 

albo  na  podstawie  tłoku,  wyrazi  się  zawsze  przez  — 

Te  wyniki  rozcięgajęsię  do  przypadku  w  którym  powierzchnia 
parta  nie  jest  płaska;  dość  tylko  rozłożyć  ję  na  częstki  nieskoń- 
czenie małe,  które  móg§  być  uważane  jako  ściany  płaskie  wie- 
lościanu infmitezymalnego;  a  jeśli  »  oznacza  powierzchnię  jed- 

p 
nej  z  tych  czystek,  —  będzie  wyrażało  parcie  normalne  jakiego 

ona  doznaje. 

Ustawa  równości  przesyłania  parć  na  wszystkie  strony  stosuje 
się  do  płynów  sprężystych  tak  jako  do  cieczy.  Płyny  sprężyste 
wywierają  na  naczynia,  w  których  sę  zamknięte,  parcia  równe 
we  wszystkich  punktach  ścian,  i  skierowane  z  wewnątrz  na 
zewnętrz  wedle  normalnych  do  tych  ścian ;  tak  że  parcie  odnie* 
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słone  do  jedności  powierzchni  jest  to  samo  w  całej  rozciągłości 
naczynia. 

2^  Jeśli  płyn  jesl  pod  działaniem  siły  poruszającej  z  której 
wynika  parcie  ci  na  cząstkę  a,  wtedy  to  parcie  nie  jest  już  sta- 
teczne jako  w  przypadicu  samych  tylko  sił  wewnętrznych;  ale 
przeciwnie  zmienia  się  z  położeniem  cząstki  a,  która  tym  spo- 
sobem jest 'parta  przez  m-j-puy;  ry  oznacza  wartość  odpowie- 
dającą  położeniu  cząstki  «.    . 

Własność  przesyłania  parć  na  wszystkie  strony  stosuje  się 
także  do  cząstek  wewnętrznych  massy  płynnej.  Jakoż,  jeśli  ró- 
wnowaga ma  miejsce,  to  się  jej  nie  naruszy  przypuszczając  że 
część  massy  płynnej  stała  się  bryłą.  Owoż  ta  bryła  zostaje  nie- 
ruchoma, ponieważ  płyn  jest  w  równowadze;  więc  jej  ściany 
doznają  ze  wszystkich  stron  parć  równych  które  się  niszczą  na- 
wzajem. Można  tym  sposobem  łatwo  pojąć  że  parcia,  jakie  wy- 
trzymuje  płasczyzna  zanurzona  w  płynie  w  równowadze,  są 
równe  i  wprost  przeciwne. 

330.  Gdy  płyn  w  równowadze  zmienia  kształt  zachowując 
objętość,  praca  rozwinięta  przez  parcia  zewnętrzne  jest  zero. 


Jakoż,  wyobraźmy  sobie  że  w  powłokę^  w  której  płyn  jesl 
zamknięty,  powtykano  rurki  wielkości  jakiejkolwiek,  kommu- 
nikujące  z  płynem,  i  w  nich  umieszczono  ruchome  tłoki  które 
je  zamykają  dokładnie.  Płyn  zostanie  w  spoczynku  jeśli  siły, 
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działające  z  zewnąirz  na  wewnątrz,  wywierają  na  tiofci  parcia 
normalne  równe  dla  jedności  powierzchni  ich  podstaw.  Cbcemyi 
zmienić  kształt  płynu  nie  zmieniając  jego  objętości?  dość  będzie 
wsunąć  jedne  tłoki  a  wysunąć  drugie,  tak  żeby  zmniejszenie 
objętości  wyrównywdo  jej  powiększeniu.  Nazwijmy  P,  V,  P^,... 
parcia  zewnętrzne  działające  na  Uoki,  normalnie  do  ich  pod- 
staw a,  a'y  (fy...;  i  niech  będą  /,  /',  T.. .  drogi  przebieione  przez 
tłoki  wsuwające  się  albo  wysuwające.  Przypuszczając  ie  pierwszy 
tłok,  wytrzymujący  parcie  P,  został  wsunięty  wewnątrz  massy 
płynnej  w  którą  wchodzi  rurka,  praca  rozwinięta^  przez  par- 
cie P  działające  w  stronę  przebieganej  drogi,  będzie  dodatna 
i  równa  wieloczynowi  P/ ;  a  jeśli  drugi  tłok  ponoszący  parcie  P' 
został  wysunięty  na'  zewnątrz  massy  płynnej,  to  praca  rozwi- 
nięta, przez  parcie  P'  działające  w  stronę  przeciwną  przebie- 
żonej  drogi,  będzie  odjemna  i  wyrazi  się  przez  —  Ff.  Tak  samo 
o  innych  pracach.  Teraz,  ponieważ  objętość  płynu  zostaje  nie- 
zmienna, mamy  równanie 

a/_aT  +  aT,...  =  0; 

ale  parcie  odniesione  do  jedności  powierzchni  jest  stateczne,  oo 
daje 


a'      a 


więc,  rugując  a,  a\  a*,...  otrzymujemy 

P/--p'/'-fKr-|._...=0. 

c.  b,  d*  d, 

331.  RÓWNOŚĆ  PARCIA  NA  WSZT9TKIB  STRONY.  Na  około. jednego 
jakiegokolwiek  punktu  massy  płynnej  w  równowadze,  parcie 
odniesione  do  jedności  powierzchni  jest  to  samo  na  wszystkie 
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strony.  Jakoż,  wyobraźmy  sobie  w  massie  płynnej  nieskończenie 
mały  g^antaston  trójkątny  prosty  ABGA'B'C',  niajęcy  za  pod- 
stawę trój  kęt  prostokątny  przy  A ;  oznaczmy  przez  a,  b^  c  boki 
podstawy  a  przez  A  wysokoić  graniastonu^  i  weźmy  jego  trzy 
krawędzie  prostokątne  AA't  AB,  AC   za  osie  spółrzędnych. 


Ponieważ  płyn  zostaje  w  spoczynku^  siły  wewnętrzne  i  ze- 
wnętrzne s^  w  równowadze ;  można  tedy,  bez  naruszenia  w  ni- 
czem  istniejącej  równowagi^  przypuścić  że  graniaston  płynny 
stał  się  bryłę.  Ale,  w  tym  stanie^  warunkiem  koniecznym  i  do- 
statecznym równowagi  graniastonu  jest  żeby  parcia,  jakie  siły 
wewnętrzne  i  zewnętrzne  wywierają  na  powierzchnie  jego  ścian^ 
.niszczyły  się  między  sobę;  więc  tizeba  i  dość  jest  żeby  rzuty 
wszystkich  parć,  na  każdej  z  trzech  osi  spółrzędnych,  czyniły 
summę  algebrycznę  zero.  Owoż,  uważajęc  te  rzuty  na  osi  OZ, 
widzimy  że  :  i""  parcia  na  podstawy  ABC  i  A'B'C^  będęc  pro- 
stopadłe do  osi  OZ,  maję  rzuty  zero  na  tej  linii.  2*^  jeśli  ozna- 
czymy przez  p  parcie  odniesione  do  jedności  powierzchnia  parcie 
zewnętrzne  wywarte  normalnie  na  ścianę  BCCB'  wyrazi  się  przez 
ak{{  -Ą-  o)pa,  i  jego  składowa  równoległa  do  osi  OZ  będzie 

-^  ah[i  4-  «Kdos  B  =  — -  cA(l  +  Jjpa ; 


«  znaczy  ilość  nieskończenie  małe. 

Podobnie^  parcia  na  ściany  ABB'A'  i  ACCA'  sę  €h{\  Ą-  ype  i 
bh{i  +|i]pft;  nut  ostatniego  na  osi  OZ  jesŁ  zero.  S"*  Nakoniec, 
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działanie  wszysikieta  razom  czystek  płynu^  zamkniętych'  w  gra- 
niasŁonie,  jest  proporcyonalnedo  całej  ich  massy  -  bchp;  zatem/ 

nazywając  X,  Y^  Z  składowe  parcia  wywartego  przez  jedność 
massy  graniastonu  płynnego,  składowa  parcia  tej  massy  równo- 
legła do  osi  OZ  będzie  i  AcApZ(l  +  C). 

Mamy  więc  równanie 


2 

albo 


UchfZ{i+Z)  +  ch{\+y)pc-ch(ii-a)pa  =  0 


i*pZ(l+C)4-(i+y)^-(l  +  «)/'*  =  0} 


zkęd,  przechodzęc  do  granic,  wynika 

Pc-^Pa  —  O. 

Tak  samo,  biorąc  Bummę  fzatów  paro  [na  oii  OY9  znale  * 
zionoby 

pb  —  Pa  =  0. 
Więc 

Pa^^Pb^^Pc 

Te  równania  dowodzę  twierdzenia  znanego  pod  naswiakiem 
ZASADY  PaskałA;  którc  się  tak  wysłowią  : 

Płyn  w  riwnowadxe  wywiera  na  nieskońtsenie  mała  eig$tkf 
plaska  parcie  niezakine  od  jej  orientacyi, 

RÓWNANIA  EÓWNOWAGl  PŁYNÓW. 

332.  Będziemy  teraz  szukali  warunków  równoAYagi  massy 
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płyiinej^  poddanej  działaniu  sił  jakichkolwiek  wewnętrznycłi  i 
zewnętrznych. 


Niech  będ§  0X,  OY^  OZ  trzy  osie  prostokątne^  ostatnia  OZ 
w  kierunku  ciężkości.  Wybraliśmy  ten  kierunek  dlatego  te 
będziemy  się  szczególniej  zajmowali  własnościami  płynów  cięż- 
kich. Między  dwoma  punktami  płynu  nieskończenie  s^siedniemi 
Tn{x,  y,  z)  i  m'{x  -f-  da:,  y  -{■  dy,  z  -f  dz),  budujemy  równo- 
ległościan  mabcdefm'  mający  krawędzie  równoległe  do  osi  spół- 
rzędnych.  Oznaczamy  przez  p  parcie  odniesione  do  jedności 
powierzchni,  które  ma  miejsce  w  punkcie  m ;  przez  p  gęstość 
W  tym  punkcie.  Parcie  p\  zmienne  od  jednego  punktu  do 
drugiego  massy  płynnej,  jest  funkcyą  spółrzędnych  Xy  y,  z 
punktu  971.  W  ciałach  jednorodnych  gęstość  jest  ta  sama  we 
wszystkich  punktach ;  w  ciałach  różnorodnych,  gęstość  zmienia 
się  z  parciem  i  z  temperatura,  wedle  pewnej  ustawy  zależącej 
od  natury  płynu.  Ale  parcie  i  temperatura  są  funkcyami  spół- 
rzędnych  punktu  uważanego;  zatem  gęstość  pjest  ogólnie  funk- 
cyą  tych  spółrzędnych.  Jeśli  więc  nazwiemy  X,  Y^  Z  skła- 
dowe przyspieszenia  wynikowej  sił  zewnętrznych,  które  działają 
na  cząstkę  dm  płynu  zawartego  w  równoległościanie  mm\  o 
nieskończenie  małych  rozmiarach  rfx,  dy,  dz\  składowemi  siły 
poruszającej  cząstkę  dm  będą  Hdm,  Ydm^  Zdm,   albo 

X^dxdydz,         y^xdydz^  Z^xdydz. 


Mówi  się  zwyczajnie  że  X,  Y,Z  są  składowemi  siły  odniesionej 
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do  jednoici  massy  i  działającej  w  punkcie  mającym  spółrzę- 
dne  Xf  y,  z. 

To  ustaliwszy^  przypuśćmy  że  płyn  zawarty  w  nieskończenie 
małym  równoległościanie  mm!  stał  się  bryłę^  przez  co  nie  naru- 
szamy w  niczem  przedistniej^cej  równowagi;  ale  teraz  widzimy 
jasno  że^  dla  utrzymania  równowagi  płynu,  trzeba  i  dość  jest 
żeby  składowe  równoległe  do  trzech  osi  spółrzędnych  wszys- 
tkich sił  tak  zewnętrznych  jako  wewnętrznych  nizsczyły  się 
między  sob9.  Owoż^  temi  składowemi  s^  sity  poruszające 
X(/m,  Y(/m^  Zdm^  i  parcia  płynu  otaczającego  równoległościan 
wywarte  normalnie  na  każdą  jego  ścianę. 

Uważajmy  najpierwej  parcia  pionowe  które  cisną  na  ściany  po- 
ziome mabc  i  m'ecf.  Te  dwa  parcia  są  skierowane  w  strony  prze- 
ciwne; pierwsze  działa  w  stronę  z^  dodatnych  i  wyraża  siępnez 
pdxdy,  drugie  pcha  w  stronę  z^  odjemnych  i  przedstawia  się 

przez  —  (/?  -h  7^  dz)dxdy\  ich  wynikowa^  równoległa  do  osi  OZ, 
jest 

—  J.dxdydz, 

A  już  powiedzieliśmy  że  składową  siły  poruszającej,  równo- 
ległą do  osi  OZt  jest 

Zcdxdyz, 

Więc,  biorąc  summę  algebryczną  składowych  równole^ch 
do  osi  OZ^  olrzymujemy  pierwsze  równanie  różniczkowe  równo- 
wagi 


albo  prościej 


—  ^dxdyd%  +  Zpdxdydz  =  O 
dz 


^P  —  .7 


(H(2 
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Rozumując  podobnie,  i  bacsf  e  łe,  na  moey  lasady  Pa$kala 
trzy  ściany  maj§ce  spoiny  wierzchołek  m  doznaje  w  pim  tego 
samego  parcia  p^  znajduje  się  dwa  inne  równania  odpowiada- 
jfce  oaipm  OY  i  OZ.  Mamy  zatem  naa^p^j^y  układ 


^  = 


dx 


fX, 


dl 


3e« 


PY, 


li 


^  =  pZ. 


Takie  s^  trzy  ogólne  warunki  którym  zadość  czynić  powinien 
wszelki  płyn,  aby  mógł  zostawać,  w  równowadze  pod  działa- 
niem sił  jakichkolwiek. 

333.  Powyższe  dowodzenie  Eulera,  oparte  na  zasadzie  Paskala^ 
i  zwykle  dawane  w  dziełach  Mechaniki  rozumowej  dla  jego  pro- 
stoty, ulega  pewnym  zarzutom.  Dlatego  przynosimy  jeszcze  inne 
dowodzenie  podane  przez  Cauchy^  majęce  niezaprzeczalna 
ścisłość  i  cenng  zaletę  w  tem  że  nie  potrzebuje  zasady  Paskala, 
która  będzie  jego  następstwem. 


Przezpunkt  M(x^  y,  z)  massy  płynnej,  poprowadźmy  jakakol- 
wiek płasczyznę  i  na  niej  około  t^o  punktu  weźmy  nieskończenie 
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mal^  czystkę  m  ;  na  podstawie  •*  sbudujmy  nieakoiiczenie  beozu- 
pły  graniaston,  albo  walec,  równoległy  do  osi  pionowej.  OZ, 
i  dajmy  mu  drug^  jakakolwiek  podstawę  mo*  Podstawy  i»  i.  aao 
maj^  rzut  spoiny  a  na  płasczyznie  poziomej  XY.  Przypuśdn^y 
teraz  ie  nasz  graniaston  płynny  stał  się  bryłą,  przez  co  równo- 
waga przedistniej§ca  w  niczera  się  nie  zmieniła ;  ieby  się  więc 
utrzymywała^  trzeba  i  dość  jest  żeby  siły  zewnętrzne  i  parcia 
płynu  niszczyły  się  nawzajem;  zatem  ich  rzuty  na  każdej  z  trzech 
osi  spółrzędnych  powinny  czynić  summę  algebry cznę  zero. 

Owoż,  parcie  płynu  w  równowadze  na  śefany  boczne  grania- 
stonu  jest  do  nich  normalne  (328),  i  temsamem  prostopadłe  do 
osi  OZ;  więc  jego  rzut  na  tej  osi  jest  zero.  Nadto^  parcia  na 
podstawy  w  i  oh)  są  /;i#  i  /^owoT  ich  rzuty  na  osi  OZ  wyrażają 
się  przez 

— />»  dos(/),  2)  =  —  pa,       Po««odos(po, «) = Pa«, 

.  i  czynią  summę  algebryczną 

Nakoniec,  siła  zewnętrzna  działająca  w  punkcie  (ar,  y,  z)  ma 
rzut  Zfiodz  na  osi  OZ;  padz  znaczy  massę  nieskończenie  małej 
cząstki  adz  na  jakie  się  rozkłada]  graniaston  płynny;  co  daje 
summę  rzutów  sił  zewnętrznych 


apZdz. 


Mamy  więc  równanie 


(Po  — />)a  +  /  OfZd^  =  O,        zkąd       P=^P9-\-  I  pZrf^^ 

Widzimy  tu  fte  parcie  /»  na  »  jest  to  samo  na  wszystkie 
strony^  poniewat  nacłiytonie  podstawy  •*  graniaaloiiu  ptynnego 
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nie  wchodzi  do  równania  równowagi.  Co  sprawdza  zasadę  Pot- 
kała. 

Jeśli  zróżniczkujemy  ostatnie  równanie  względem  z,  uwąiaj^c 
że  parcie  ;7otOdpowiedaJ9ce  rzędnej  z=2o9  j^^t  stateczne^  będzie 

Znalezionoby  tak  samo  dwa  inne  równania  równowagi 

Te  trzy  równania  wyrażają  pochodne  cząstkowe  parcia  p^ 
zk§d  wynika 

(1)  dp  —  p(Xc/ar  -f  Yrfy  +  Zrfz). 

Formuła  (1)  daje  przyrost  parcia,  gdy  się  przechodzi  od  punktu 

(x,y , z)  massy  płynnej  do  punktu  sęsiedniego  (jr-f^^y+^yj^^^)* 
i  pokazuje  że  dla  równowagi  trzeba  żeby  wyrażenie 

p(X<ir  -f-  Yrfy  -f  Zdz) 

było  różniczkę  dokładne  funkcyi  spółrzędnych  x,  y^  z,  uwa- 
żanych jako  zmienne  niezależne.  Zatem  warunki  konieczne 
równowagi  płynu  sę 

^(pX)^rf(pY)  d(^_d{gZ)^         d(pY)_rf(pZ) 

rfy  dx   '  dz  dx  ^  dz  dy 

Łatwo  się  pojmuje  że  te  warunki  nie  sę  doetateczne,  Jakoi, 
jeśli  maję  miejsce^  będzie  można  zcałkować  równanie  (1),  i 
otrzymać  p  w  funkcyi  spółrzędnych  x,  y,  z,  Ale,  żeby  płyn 
mógł  być  w  równowadze,  trzeba  oczywiście  żeby  posiadał 
w  każdym  punkcie  gęstość  p  takę  jakiej  potrzebuje  do  wytny- 
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mania  parcia  p  odpowiedaj§cego  temu  punkto\^i.  W  cieczach 
ostatniemu  warunkowi  staje  się  zawsze  zadość;  bo  ciecze  s^ 
prawie  nieściśliwe^  i  płyn  z  dane  gęstością  może  ponosić  parcie 
z  jakiemkolwiek  natężeniem.  Rzeczy  dzieje  się  inaczej  w  gazach, 
które,  z  daną  gęstością,  mogą  tylko  wytrzymać  parcie  wyzna- 
czone. 

Całkując  równanie  (i),  otrzymuje  się  wynik 

(2)  p  =  f(x,  y,z)  +  C 

ze  stateczną  dowolną  G,  którą  się  wyznaczy  za  pomocą  wiado- 
mego parcia  w  jednym  jakimkolwiek  punkcie  massy  płynnej. 
Jeśli  płyn  w  równowadze  jest  cieczą  zawartą  w  naczyniu 
otwartem,  i  znana  jest  powierzchnia  wolna  tej  cieczy,  wyznacza 
się  stateczne  dowolną  C  przez  wiadome  parcie  atmosfery  na  tę 
powierzchnię.  Wtedy,  aby  mieć  parcie  w  punkcie  (ar,  y)  po- 
wierzchni wolnej,  trzeba  wyrugować  z  między  równaniem  tej 
powierzchni  i  równaniem  (2). 

334.  Powierzchnia  poziomu.  Nazywa  się  powierzchnia  poziomu 
płynu  w  równowadze  taka  powierzchnia,  której  wszystkie  pun- 
kta  doznają  tego  samego  parcia.  Formuła  (1)  pokazuje  że  równa- 
nie różniczkowe  powierzchni  jest 

(3)  Xdx  +  Yrfy  +  Z&  =  0. 

Jeśli  pierwsza  strona  tego  równania  jest  różniczką  dokładną 
funkcyi  ?  spółrzędnych  a:,  y,  z,  ogólne  równanie  powierzchni, 
poziomu  będzie 

gdzie    C  jest  stateczną   dowolną,  którą  się  wyznacza  pisząc 
równanie  powierzchni  poziomu  przechodzącej  przez  punkt  dany. 
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A  jeśli  Xdx  -f-  Y^y  Ą-  Zdz  nie  jest  rółniozk^  dokładn^^  wtedy 
równanie  powierzchni  poziomu  będzie  całkę  równania 

p(Xrfa?4-Yrfy  +  Z&)  =  0, 

które  jest  różniczkę  dokładne  gdy  istnieje  równowaga.  Ta  oałka 
jest  dana  przez  formułę  (8),  która  bierce  kMtałt 

gdsie  a  znaczy  stateczne  dowolng,  Zmieniajęo  sposobem  cią- 
głym ilość  dowolne  a,  otrzymuje  się  niepr^rwany  szereg  po* 
wierzchni  poziomu,  które  rozdzielają  massę  płynne  na  nieskoń- 
czenie cienkie  warstwy  poziomu. 

Równanie  (3)  wyraża  że  siła  zewnętrzna  P  działająca  na  płyn 
jest  normalna  do  powierzchni  poziomu  w  każdym  punkcie  SL 
Jakoż,  weźmy  punkt  sąsiedni  jakikolwiek  M',  i  niech  hęiiie 
MM'  =  ds ;  równanie  (3)  daje 

V£+V£+lr.=''    "'««  ■"<"(>•.'")='>• 

Ztęd  wynika  że,  gdy  wszystkie  siły  działające  na  płyn  s§  pio- 
nowe, jako  na  przykład  w  płynach  ciężkich,  powierzchnia  po- 
zioma jest  płasczyzną  poziomą. 

Jeśli  wszystkie  siły  zewnętrzne  działające  na  płyn  są  skiero- 
wane ku  jednemu  środkowi  stałemu,  i  zależą  tylko  od  odległości 
od  tego  punktu,  powierzchnia  pozioma  jest  oczy  wijJcie  sferyczna. 

W  cieczach  może  się  zdarzyć  że  nie  ma  parcia  zewnętrznego. 
Ale  zazwyczaj  ciecze  są  poddane  parciu  atmosferycznemu,  które 
jest  prawie  stateczne  we  wszystkich  punktach  powierzchni  wol- 
nej, i  ta  ostatnia  jest  powierzchnią  poziomu. 

.    W  {dynach  sprężystych  rzec;  ma  się  inaciej.  Parcie  na  pc^ 
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wierzchnie  woln§  gazu  nie  może  nigdy  być  zero.  Albowiem, 
w  tych  płynach  lotnych/ między  parciem  p  \  gęstością  p  jest^ 
według  ustawy  Mariota^  związek 

w  którym  sp<}łczynnik  k  jest  ilością  ^iateinn^  zaleł^of  od  tempe- 
ratury. Zęby  więc  nie  było  parcia  w  jakiej  części  płynu  sprę- 
żystego, musiałoby  w  niej  być  p  =  0.  Go  tłumaczy  koniecznosSó 
trzymania  gazów  w  naczyniach  zewsząd  zamkniętych. 

Nazwisko  powierzchni  poziomu^  któregośmy  w  różnych  oko- 
licznościach użyli,  pochodzi  z  Hydrostatyki.  Powierzchnia  wolna 
wody  stojącej  jest  rzeczywiście  powierzchnia  poziomu;  bo  wy- 
trzymuje w  każdym  punkcie  to  samo  parcie  atmosfery  spokoj- 
nej, a  ciężkość,  jedyna  siła  zewnętrzna,  jest  normalna  do  tej 
powierzchni. 

335.  W  przypadku  szczególnym  gdy  Xdx  +  Yrfy  -|"  2^*  J®** 
różniczka  dokładna  pewnej  funkcyi  <p  spółrzędn^ch  rr,  y,  z, 
równanie  (1)  staje  się 

dp  =  prf^p; 

wtedy  p  jest  funkcyc  z  <p.  Żeby  tego  ściśle  dowieśdź,  uważajmy 
że  ilości  />  i  p  s§,  wedle  równania  obie  funkcyami  tych  samych 
spółrzędnych  x,  y,  z\  rugując  między  niemi  jedn^  ze  zmien- 
nych, na  przykład  x,  będzie 

F(p,?,  y,  2)  =  0. 

Ztąd,  biorąc  pochodne  względem  każdej  ze  trzech  zmień* 
nych,  Xy  y,  z,  otrzymujemy 

dp.(ix  '^  dę  dx        ' 
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dy  "^  dp  dy'^  d9   dy"^    ' 

rfF   ,   rfF  ^  I   rfF  *p_^ 
rfz    '   ^/p   dz       d<^    di 

Ale  wiemy  że    J?  =  pX,  ^  =  eY,  ^  ■sspZ,  a  mamy  leraz 

X=:j?,     Y=-?,      Z  =  ^;     przez    podstawienie    tych 
wartości  ostatnie  równania  bior§  kształt 


(; 


dz  ^\dp  *  +  dc  j&       "• 


Owoł,  -^  nie  jest  zero,  na  mocy  pierwszego  z  trzech  po- 
przedzających równań;  musi  zatem  być 


• 

dp  '^df      ^' 

CO  wymaga  teby  było 

dF 

dy~ 

dz 

Więc  funkcya 

¥  nie 

• 

zawiera  wydatnie  zmiennych 

^,  y. 

^, 

i  mamy 

« 

F(p,c)  — 0; 

zk^ 

P  =  /(ł)- 
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To  ustaliwszy,  widzimy  jeszcze  że  p  jest  takie  funkcyę  z  <p; 
jakoż,  ostatnie  równanie  daje 

Zt§d  wnosimy  że,  w  przypadku  w  którym  Xdx'}'Ydy-{'Zdx 
jest  różniczka  funkcyi  ?  spółrzędnych,  ponieważ  wtedy 
?(x,  y,  2)  =  C,  pnrcie  i  gęstość  s^  stateczne  w  każdym  punkcie 
powierzchni  poziomu.  Więc,  w  tern  założeniu,  można  uważać 
wszelki  płyn  w  równowadze  jako  złożony  z  nieskończonej  liczby 
warstew  jednorodnych  nieskończenie  szczupłych,  oddzielonych 
jedne  od  drugich  przez  powierzchnie  poziomu. 

W  tym  samym  przypadku,  w  płynach  sprężystych  można  ogól- 
nie wyznaczyć  parcie  i  gęstość  na  każdym  punkcie  powierzchni 
poziomu.  Jakoż,  względność  p  =  Arp,  w  której  spółczynnik  k 

zależy  od  temperatury,  daje  p=^;  zatem,  przypuszczając  tern- 
peraturę  jednostajne  w  całej  massie  gazu,  mamy 

Zkęd  całkujęc  otrzymujemy 

f 
(5)  p  =  Cc*; 


poczem 

(6)  P=?A 


1 
k 


C  jest  stateczna  dowoln§,  która  przedstawia  parcie  w  każdym 
punkcie  powierzchni  poziomu  ?  =  0. 

Gdy  temperatura  nie  jest  jednostajna  w  massie  gazistej,  spół- 
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czynnik  k  nie  jest  stateczny;  ale  równanie 

dp rfc 

P         ^ 

pokazuje  ie  wledy  k  jest  funkcy§  z  «>•  Jeśli  będzie  można  zcał- 
kowflić  to  równanie^  otrzyma  się  zawsze  p  i  ^  wfankcyi  z  ?. 
Zt§d  wynika  ie^  w  przypadku  o  którym  mowa,  temperatara  jest 
stateczna  we  wszystkich  punktach  tej  samej  powieraschni  po- 
ziomu. 

Atmosfera  ziemsra.  Uważajmy  atmosferę,  która  otacza  zie- 
mię ze  wszystkich  stron ;  przypuszczając  że  ziemia  jest  sfer^  i 
nie  ma  ruchu  wirowego.  W  tern  założeniu,  siła  poruszająca 
.  cz§stkęj  m[Xt  y,  z)  atmosrery  jest  skierowana  ku  środkowi  O 

ziemi,  i  wyraża  się  przez   i^;  czyniąc  Oi?t  =  r.  Go  daje 
.  Mamy  zatem 


d9  =  ^dr, 


ikąd 


«  =  —  5  -4-  stat. 
r 


Więc,  w  przypuszczeniu  któreśmy  zrobili,  parcie  p  i  gęstość  ^ 
byłyby  stateczne  we  wszystkich  punktach  jednej  powierzchni 
poziomu  atmosfery  ziemskiej*  Zt§d  wynika  że  atmosfera  skła- 
dałaby się  z  warstew  sferycznych  spółśrodkowych  z  ziemia,  ma- 
jęcych  parcie  stateczne  i  gęstość  stateczna.  Co  wymaga  żeby 
temperatura  była  ta  sama  Wszędzie,  w  równej  odległości  od  po- 
wierzchni ziemi.  Waratiek  niemożebnyi  bo  słońce  nie  ognewa 


UYDROSTATY&A.  6'^  1 

jednostajnie  wszyslkich  punktów  tej  samej  warstwy  sferycznej^ 
Więc  massa  atmosfery  nie  może  zostawać  w  równowadze,  gdyby 
nawet  ziemia  była  nieruchoma.  W  rzeczywistości  atmosfera 
ziemska  nigdy  nie  jest  w  równowadze.  Słońce  sprawia  różne 
ciepłOi  stosownie  do  szerokości  geograficznej,  w  punktach  tej 
samej  warstwy  atmosferycznej ;  zt^d  wynikają  pr§dy  powietrza^ 
i  to  jest  jedną  z  przyczyn  wiatrów. 

PŁTNY   GIĘŹK1£. 

336.  Parcie  v  jednyn  punkcie.  Niech  będzie  massa  płynna 
nie  bardzo  wielka,  aby  wolno  było  uważać  ciężar  każdego  z  jej 
punktów  materyalnych  m{x,  y,  z)  jako  posiadający  kierunek 
stateczny.  Biorąc  oś  OZ  wedle  pionowej  miejsca  i  w  stronę 
ciężkością  mamy 

X  =  0,        Y  =  0,        Z  =  g; 
będzie  zatem 

(1)  dp=ig^dz. 

Powierzchnie  poziomu  sątupłasczyznami  poziomem!,  gdzrd^. 
Całkując  równanie  (1)  otrzymujemy 


=/>o4-jf  yp** 


Statecznapo  oznacza  parcie  odpowiedające  płasczyzniepoziomu 
wziętej  za  płasczyznę  xy.  Odległość  dwóch  płasczyzn  pozio- 
mych^ przechodzących  przez  dwa  punkta  płynu^  nazywa  się 
różnicą  poziomu  tych  punktów. 

Jakiekolwiek  są  ilości  g  i  p  względne  do  punktu  m(x^  y,  z), 
cdka  drugiej  strony  równania  wyraża  ciężar  graniastonu  płyn- 
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nego^  majęcego  jedność  powierzchni  za  podstawę  i  rzednę  z  za 
wysokość.  Ten  ciężar  powiększony  parciem  po  stanowi  parcie 
w  punkcie  m{x^  y,  z). 

Jeśli  płyn  jest  ciecz§^  będzie 

(3)  P=Po  +  g^z. 

Ta  formuła  pokazuje  że  punkt  m  cieczy  wytrzymuje  tern  rooc^ 
niejsze  parcie  im  jest  głębiej  zanurzony. 

Gdy    pp=^0  będzie    a  =  — ,    wtedy  rzędna  z  nazywa  się 

wysokością  parcia  p, 

337.  Parcie  ceeczy  na  dno  naczynia.  Oznaczmy  przez  b  pod- 
stawę poziomą  naczynia  otwartego  jakiegokolwiek,  w  którem 
ciecz  zawarta  wznosi  się  do  wysokości  k.  Parcie  jakie,  pod- 
stawa b  ponosi  wyraża  się  przez 

P  =  Po  +  ź^pW- 

Widzimy  więc  że,  nie  licząc  parcia  atmosfery,  jakikolwiek 
jest  kształt  naczynia  parcie  na  jego  dno  równa  się  ciężarowi 
słupa  cieczy,  mającego  to  dno  za  podstawę  i  wzniesienie  cieczy 
za  wysokość. 

Ten  bardzo  ważny  wynik  dowodzi  że  parcie  na  dno  naciynia 
nie  zależy  od  massy  cieczy  w  niem  zawartej.  W  naczyniach 
różnego  kształtu  i  objętości,  coraz  szerszych  albo  coraz  węższych 
ku  górzC;  ale  mających  dna  równowarte  i  napełnionych  tą  samą 
cieczą  do  równej  wysokości,  parcie  na  dno  jest  zupełnie  takie 
samo  jak  gdyby  te  naczynia  były  walcami  pionowemi.  Łatwo 
sprawdzić  doświadczeniem  tę  ciekawą  własność.  Albowiem, 
wsadziwszy  w  część  wyższą  naczynia  zamkniętego,  pełnego  na 
przykład  wody.  otwartą  rurkę  pionową,  nawet  bardzo  cienką 
byle  dość  długą,  i  nalewając  ją  wodą  do  przyzwoitej  wyso- 
kości, można  rozsadzić  to  naczynie  jakkolwiek  byłoby  mocne. 
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Parcie  cieczy  na  dno  naczynia  i  jej  ciężar  sę  to  dwie  rzeczy 
zwykle  różne,  i  tylko  wtenczas  tożsame  kiedy  naczynie  zawie- 
rajęce ciecz  jest  graniastonem,  albo  walcem  pionowym.  We 
wszystkich  innych  przypadkach  parcie  cieczy  jest  większe  albo 

m 

mniejsze  od  jej  ciężaru,  według  jak  objętość  tej  cieczy  jest 
mniejsza  albo  większa  od  objętości  graniastonu  pionowego,  wy- 
stawionego na  tej  samej  co  ciecz  podstawie. 

338.  Ciecze  mieszane.  Jeśli  do  jednego  naczynia  wlano  dwie 
ciecze  różnej  gęstości,  ale  które  się  z  sob§  nie  mieszają,  jako 
na  przykład  oliwa  i  woda,  te  ciecze  ułoż§  się  do  równowagi 
tak,  że  lżejsza  będzie  pływała  na  cięższej.  Ich  powierzchnią  prze- 
działu  będzie  płasczyzna  pozioma,  dlatego  że  w  każdym  pun- 
kcie powierzchni  poziomu  gęstość  musi  być  ta  sama;  coby  nie 
miało  miejsca,  gdyby  ta  sama  płasczyzna  poziomu  mogła  spo- 
tykać obie  ciecze.  Nazwijmy  b  dno  naczynia,  A  i  h!  wysokości 
dwóch  cieczy,  p  i  p'  ich  gęstości.  Wynika  z  tego  co  poprzedza, 
i  na  mocy  zasady  przesyłania  parcia  równego  na  wszystkie  strony 
płynu  w  równowadze,  że  całe  parcie,  jakiego  doznaje  dno  na* 
czynią  od  obydwóch  razem  cieczy  jednorodnych  i  od  atmosfery, 
wyraża  się  przez 

Ta  teorya  może  się  zogólnić.  Jakiekolwiek  s%  ciecze  i  w  ja- 
kiejkolwiek liczbie  leią  warstwami  jedna  na  drugiej,  parcie  na 
dno  naczynia  albo  na  płasczyznę  poziomą,  nie  licząc  w  to  atmo- 
sfery, równa  się  zawsze  ciężarowi  kolumny  ciekłej  graniaston- 
nej,  albo  walcowej,  mającej  za  podstawę  dno  naczynia  a  za 
wysokość  summę  wysokości  wszystkich  cieczy.  A  ponieważ  te 
własności  mają  miejsce  jakkolwiek  cienkie  są  warstwy  cieczy 
jednorodnych,  ztąd  wnosimy  że  istnieją  jeszcze  w  cieczy  której 
gęstość  i  nawet  ciężar  zmienia  się  ciągle  z  wysokością,  to  jest 
w  cieczy  r6inorodnej\  Czegośmy  zresztą  już  wyżej  (835)  do- 
wiedli. 

■BCBimiA.  Ot  —43 
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Teorycznie  równowaga  różnych  cieczy  w  jednem  naczyniu 
może  istnieć;  gdy  warstwy  poziome  tych  cieczy  nakładają  się 
jedna  na  drug^  w  porządku  rosnącym  ich  gęstości;  bo  poło- 
żenie najniższe  możebne  środka  ciężkości  nie  jest  warunkiem 
niezbędnie  potrzebnym  do  równowagi  (150).  Tylko  w  tym  przy- 
padku równowaga  jest  niestała  i  najmniejsze  wstrząśnięcie  zaraz 
ją  zrywa.  Nalewając  z  pewną  ostrożnością  ciecz  cięższą  na  lżej- 
szą, nietrudno  widzieć  że  najsłabsze  poruszenie  naczynia  może 
zmącić  ten  sztuczny  układ. 

Gdy  się  uważa  rozległe  massy  wody,  jako  morza,  łatwo  się 
pojmuje  że  powierzchnie  poziomu  nie  są  już,  i  nie  mogą  być, 
płasczyznami  poziomemi;  ponieważ  ciężkość  nie  ma  tego  samego 
kierunku  we  wszystkich  ich  punktach.  Ale  te  powierzchnie,  nie 
przestając  być  normalne  do  kierunku  ciężkości,  mają  kształt 
sferyczny;  a  przynajmniej  tak  je  sobie  wyobrażamy  nie  zważa- 
jąc, ma  się  rozumieć,  na  ruch  wirowy  ziemi  i  na  jej  niezupełną 
sferyczność.  Parcie,  rozwinięte  w  jednym  jakimkolwiek  punkcie 
warstew  wód  morskich,  rośnie  prawie  proporcyonalnie  do  głę- 
bokości; tak  że  dla  niektórych  punktów  leżących  blisko  dna 
morskiego,  w  pewnych  krainach,  to  parcie  może  niezawodnie 
przechodzić  kilka  set  atmosfer  1  Pod  tak  ogromnemi  siłami 
wody  morskie  muszą  być  niezmiernie  ściśnięte,  i  ich  gęstość, 
daleko  większa  niż  na  powierzchni,  zmienia  się  zapewne  wedle 
sobie  właściwej  ustawy. 

■ 

339.  Naczynia  spółkująge.  Dotąd  ciecze  o  których  mówiliśmy 
zajmowały  jedno  naczynie;  będziemy  je  teraz  uważali  zawarte 
w  dwóch  naczyniach  spótkujących,  to  jest  w  naczyniach  mają^ 
cych  spoiny  kanał  dolny. 

Przypuśćmy  najpierwej  że  ta  sama  ciecz,  nalana  do  dwóch 
naczyń  spółkujących,  wznosi  się  w  nich  ponad  kanał  spoiny  K 
aż  do  płasczyzn  poziomych  AB>  A'B',  i  poprowadźmy  do  po- 
wierzchni niższej  tego  kanału  płasczyznę  styczną  poziomą  EKF. 
Oczywiście  pod  płasczyzną  EKF  ciecz  znajduje  się  w  kaźdem 
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naczyniu  w  tych  samych  warunkach  jak  gdyby  to  naczynie 
istniało  samo  jedno,  z  odpowiedającem  parciem  na  płasczyznę 


£K  albo  KF.  Nie  mniej  jest  widoc^e  że  ponad  płasczyzn§  ERF 
powierzchnie  wolne  AB  i  A'B'  cieczy  w  dwóch  nacipyniach  są 
na  jednej  płasczyznie  poziomej ;  albowiem,  dwa  naczynia  spół- 
kuj§ce  stanowią  rzeczywiście  jedno  tylko  naczynie  szczególnego 
kształtu,  a  wiemy  że  parcie  wywarte  na  powierzchnię  poziomu 
nie  zależy  bynajmniej  od  kształtu  naczynia  wktórem  się  ciecz 
mieści.  Więc  płasczyzna  pozioma  EF,  i  wszelka  inna  pozioma 
nad  nią  poprowadzona,  jest  równo  parta  przez  ciecz  ponndle- 
żącą;  co  wymaga  koniecznie  żeby  wysokość  cieczy  nad  płas- 
czyzna EF  była  wszędzie  ta  sama. 

Wiedząc  o  tem,  wyobraźmy  sobie  że  na  powierzchnie  wolne 
AB  i  A'B',  które  stanowią  tę  samą  płasczyznę  poziomą,  nalano 
dwie  różne  ciecze,  wznoszące  się  jedna  do  GD  druga  do  CD', 
Trzeba  dla  równowagi  żeby  te  dwie  nowe  ciecze  wywierały 
parcia  równe  na  odpowiedające  jedności  powierzchni  AB  i  A'B'. 
Więc,  nazywając  p  i  p'  gęstości,  k  i  h!  wysokości  dwóch  cie- 
czy, powinno  być 


ghii=gh\'\        zkąd       ;j?  =- 


Proporcya  pokazuje  że,  gdy  dwie  ciecze  czynią  sobie  równo- 
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wagę  w  dwóch  naczyniach  spółkujęcych,  wysokości  do  jakich 
się  wznoszą  s^  w  stosunku  odwrotnym  gęstości. 

Zogólniaj§c  to  co  poprzedza  powiadamy :  gdyby  wlano  jaka- 
kolwiek liczbę  różnych  cieczy  w  dwa  naczynia  spółkuj^ce^ 
trzebaby  dla  równowagi  żeby  summa  wieloczynów  gęstości 
przez  wysokości  warstew  była  ta  sama  w  obydwóch  naczyniach. 

*  Ale  taka  równowaga  jest  niestała  w  tern  że  ciecze  cięższe  d§ż§ 
zawsze  do  dna,  i  z  czasem  sprawiają  w  obydwóch  naczyniach 
spółkuj^cych  jednakowa  mieszaninę.  S(i  ciecze  które  się  z  soł)§ 
nie  ł§cz^;  takie  układają  się  do  równowagi  warstwami  ponad- 
leżącemi  w  porządku  malejących  gęstości  :  s^  inne  które  się 
ściśle  ł^cz^  i  stanowią  jedno  nierozdzielne  ciało.  Lej§c  powoli 
alkohol  zafarbowany  na  powierzchnię  wody  w  szklance,  można 
łatwo  widzieć  wydatną  płasczyznę  przedziału  dwóch  cieczy; 
ale,  jeśli  pręcikiem  zamącimy  całą  massę,  zrobi  się  zaraz  ścisła 
mieszanina  dwóch  cieczy  które  się  już  więcej  nie  rozdzielą.  A  co 
jeszcze  osobliwsze^  ta  mieszanina  alkoholu  z  wodą  ma  objętość 
mniejszą  od  summy  objętości  dwóch  ciał.  Zapewne  cząstki  skła- 
dowe jednego  z  tych  ciał  wchodzą  w  przestwory  cząstek  skła- 
dowych drugiego.  Gazy  przedstawiają  podobne  zjawisko;  nie- 
tylko  że,  raz  zmieszane,  już  się  nie  rozstają,  ale  jeszcze  nalane 
jeden  na  drugi,  nawet  lżejszy  na  cięższy,  tworzą  zawsze,  po  nie- 
jakim czasie^  jedną  i  tę  samą  mieszaninę  w  każdej  części  na- 
czynia. 

Naczynia  spółkującetłumaczą  tak  zwane  lewary^  i  studnie  ar- 
tezyjskie; a  na  zasadzie  przesyłania  parć  równych  na  wszystkie 
strony  i  na  teoryi  naczyń  spółkujących,  opiera  się  teorya  prassy 
hydraulicznej, 

MIARA  WYSOKOŚCI  ZA  POMOCĄ  BAROMETRU. 

340.  Znajomość  parć  w  punktach  atmosfery  mogłaby  służyć 
do  wyznaczenia  wysokości  tych  punktów  ponad  potziomem  mo- 
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raa,  gdyby  wiedziano  wedle  jakiej  ustawy  nnieniaj^  się  parcia 
od  jednego  punktu  do  drugiego.  Ale  atmosfera,  wzięta  w  całej 
swojej  massie,  nie  jest  nigdy  w  spoczynku,  z  wielorakich  przy- 
czyn o  których  jużeśmy  wspominali ;  dlatego  ustawa  zmienności 
parć  nie  mogła  dot^d  być  ustalona.  Jednakie  można  mieć  przy- 
bliżona ustawę  parć  za  pomoce  wysokości  barometrycznych,  i 
tym  sposobem  wymierzać  wysokości  gór,  wykonywać  geode* 
zyjne  poziomowania.  O  tym  ważnym  przedmiocie  ogólnie  przy- 
najmniej słów  kilka  powiemy. 

Wiadomo  z  Fizyki  łe,  nazywając  p  gęstość,  6  temperaturę, 
a  spółczynnik  rozszerzania  gazu,  k  jego  spółczynnik  stateczny 
i  p  parcie,  między  temi  ilościami  jest  zwif  zek 

Ta  formuła  stosuje  się  do  mieszani  ngazów^  albo  par  w  propor- 
cyach  statecznych.  Powietrze  jest  właśnie  mieszaniną,  złożoną 
głównie  z  kwasorodu  i  azotu,  niezmienną  w  różnych  wysokoś- 
ciach. Jest  w  niem rozpuszczona  para  wodna  w  małej  ilości;  ale, 
ponieważ  ta  ilość  pary  mającej  gęstość  mniejszą  niż  powietrze, 
pod  tem  samem  parciem,  zwiększa  się  z  temperaturą,  gęstość 
całej  mieszaniny  która  stanowi  powietrze,  musi  się  zmniejszać 
cokolwiek  więcej  niż  to  wskazuje  ostatnia  formuła.  Dlatego  daje 
się  spółczynnikowi  a  wartość  0,00/!i,  większą  od  średniej 
a  =  0,00367,  którą  zwykle  biorą  za  spółczynnik  rozszerzania 
gazów,  chociaż  ten  spółczynnik  nie  jest  ściśle  jednakowy  dla 
wszystkich. 

Niech  będą  teraz  dwa  punkta  Mo  i  M  atmosfery,  wzniesione 
na  wysokość  Zo  i  ^  ponad  poziom  morski  :  nazwijmy  ;d^,  p^,  % 
i  p,  p,  9  parcie,  gęstość  i  temperaturę  na  tych  punktach;  oznacz- 
my przez  g  przyspieszenie  ciężkości  w  punkcie  w  którym  pio- 
nowa od  Zq  spotyka  powierzchnię  morza,  przez  r  promień  ziemi 
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W  tym  puDkcie.  Nie  zważając  na  ruch  ziemi,  wyrażamy  przy- 
spieszenie ciężkości  w  punkcie  M  przez      ^      . 

(r  -}-  Z) 

To  ustaliwszy^  i  przypuszczając  równowagę  w  części  atmo- 
sfery obejmującej  punkta  Mo,  M^  trzeba  w  ogólnem  równaniu 
równowagi  płynów  uczynić 


X  =  0,        Y=0,        Z=-r^.>        P  = 


CO  daje  dla  punktu  M,  który  możemy  uważać  za  jakikolwiek^ 


dp=      ^^  ^^ 


A{i+«e)'(r-f  zy^' 


z  i  8  S9  dwie  zmienne;  ale,  chociaż  oczywiście  temperatura  6 
zmienia  się  z  wysokością  z,  nie  popełnia  się  znacznego  błędu 
z  przyczyny  małości  a,  bior§c  za  9  wartość  stateczną  równ§ 

Średniej  temperaturze  ^"1"      dwóch  punktów  Mo  i  M.  Tym 

sposobem  powyższe  równanie  daje  się  całkować.  Wykonywając 
całkowanie  od  Zo  do  z,  w  przypuszczeniu  że  Mo  jest  stacyą 
niższą  a  M  stacy§  wyższą,  będzie 

p        A(l+a0)(r  +  zo)(r  +  z)' 

oznaczając  przez  L  logarytm  neperyański. 

Jeśli  nazwiemy  Z  różnicę  z  — «  Zo  wzniesień  dwóch  stacyj 
M»  Mo,  i  uczynimy 

r4-Zo=R, 
zkąd 
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będziemy  inieli  da  wyznaczenia  C  formułę 
(1)  g     _  *R(1  +  0.6)  ^ ;?» 

którą  znacznie' uprościć  można. 

Jakoż^  parcia  po  i  p  są^  proporcyonalne  do  odpowiedających 
wysokości  kolumn  barometrycznych,  takich  jakieby  były  gdyby 
iiierkuryusz  miał  tę  samą  temperaturę,  na  przykład  0^,  na  oby- 
dwóch sŁacyach.  Oznaczmy  przez  ^  i  A  tak  poprawione  wyso- 
kości barometryczne;  przez  ^o  i  9'  przyspieszenia  ciężkości  na 
Mo  i  M;  przez  D  gęstość  merkuryuszu  na  O';  będzie 

zkąd 

Po  _  A0/4   r  C\2 

Podstawiając  tę  wartość  w  formule  (i),  i  praemieniając  loga- 
rytm  neperyański  na  zwyczajny,  to  jest  kładąc  zwyczajny  po- 
dzielony przez  moduł  M  =  0»/i3A29&5i  otrzymujemy 

Trzeba  jeszcze  zogólnić  formułę,  rugując  ilość  g,  której  war- 
tość 9,8088  służy  tylko  dla  równoleżnika  Paryża.  Owoż,  nazy- 
wając A  szerokość  geograficzną*  w  ostatnich  czasach  znaleziono 

g  =  9,83108^1  —  0,050057  dos^i 
=  9,806056(1  —0,002552  dos2X); 

wedle  tych  wyrachowań  i  wielokrotnie  sprawdzanych  doświad- 
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R 
czeńy  przypuszczając  stosunek  -  mało  różny  od  jednością  nioŁtia 

r 

położyć 

k  R«  18/i09 


jMr«       1— 0,002552dos2X 
co  daje  ostateczna  formułę 

Ramond^  po  wielu  obserwacyach  uczynionych  w  Pireneach 
gdzie  prawie  jest  2X  =  O,  przyszedł  do  formuły  prostej 

C  =  18393(1+ 06)  log^. 

Gdy  stosunek  ^  jest  bardzo  małym  ułamkiem,  można  go 
zaniedbać  przy  jedności ;  w  tym  przypadku  formuła  (2)  staje  się 

C=18409(l  +  ae)log^V 
wynik  bardzo  mało  różny  od  poprzedzającego. 

PARaE  aSCZY  NA  PCm^IERZCHNIZ  PŁASKA  ZANURZONA. 

to  *  to 

S&l.  Niech  t>ędzie  A  miara  powierzchni  płaskiej  zanurzonej 
w  cieczy.  Wiemy  że  wszystkie  punkta  po  wierzchni  A  wytrzymuję 
parcia  normalne  cieczy  w  równowadze^  i  parcie  jakiego  jej  po- 
wierzchnia wolna  doznaje;  ale  nie  będziemy  zważali  na  to  ostatnie^ 
bo  ono  jest  stateczne  i  w  razie  poŁi*zeby  łatwe  do  przywrócenia 
W  otrzymanych  wynikach.  Z  tem  zastrzeżeniem,  będ^emy  rozu- 
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iDowali  jak  gdyby  kaida  nieskończenie  mała  czystka  d«#  powierz- 
chni A  ponosiła  parcie  od  samej  tylko  cieczy;  to  zaś  parcie  wyrato 
się  przez  gpzdt^,  gdzie  z  znaczy  odległość  częstki  du  od  poziomu 
cieczy,  który  bierzemy  za  płasczyznę  spy.  Owoi^,  rzeczone  par^ 
cia,  będcce  siłami  normalnemi  do  płasczyzny  partej  A,  maj§ 

wynikowe  równ^  ich  summie  ^g^zdu;  więc,  oznaczając  przez 

P  tę  wynikowe,  przez  Zi  odległość  środka  ciężkości  powierzchni 
A  od  poziomu,  i  przypuszczając  ciecz  jednorodne,  mamy 

co  w  języku  zwyczajnym  tak  się  wysłowią : 

Całe  parcie f  jakie  ciecz  wywiera  na  powierzchnię  płaską  zanu- 
rzona^ jest  równe  ciętarowi  graniastonu  ciekłego^  majgcego  tę  po^ 
wierzchnie  za  podstawę  i  głębokość  (z^)  jej  środka  cięikości  za 
wysokość. 

Zt^d  wynika  że  parcie  P  jest  niezależne  od  orientacyi  płas- 
czyzny partej  A,  byle  tylko  jej  środek  ciężkości  zostawał  stały. 

Środek  paecu.  Wynikowa  P  parć  normalnych  do  płasczyzny  A 
przecinają  w  punkcie  który  nazwano  środkiem  parcia.  Ten  punkt 
schodzi  się  oczywiście  ze  środkiem  ciężkości  płasczyzny  ogra* 
niczonej  A,  gdy  ona  jest  pozioma;  ale,  jeśli  jest  nachylona, 
środek  parcia  pada  niżej  środka  ciężkości.  Jakoż,  przypuśćmy 
że  dano  położenie  poziome  płasczyznie  A,  obracajęc  j§  około 
osi  poziomej  która  na  niej  leży  i  przechodzi  przez  jej  środek 
ciężkości;  natężenie  parcia  P  nie  będzie  zmienione,  ale  wtedy 
środek  parcia  przypadnie  w  środku  ciężkości  płasczyzny  A. 
Owoż,  jeśli  przywrócimy  tę  płasczyznę  na  położenie  nachylone 
jakie  miała,  parcia  cząstkowe  na  jej  część  wyższ§  zostanę  zmniej- 
szone a  parcia  na  część  niższe  będą  powiększone ;  więc  wyni- 
kowa wszystkich  parć  przechodzi  pod  osi§  wirowania.  Co  do-^ 
wodzi  że  środek  parcia  leży  niżej  środka  ciężkości 
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Środek  parcia  wyznacza  się  przez  momenta  względem  trzech 
płasczyzn  spółrzędnych.  Aby  uprościć  poszukiwanie^  niech  hę* 
dzie  0X  przecięcie  płasczyzny  A  z  płasczyzn^  pozioma  cieczy^ 
O  punkt  osi  0X  wzięty  za  początek  spółrzędnych,  OZ  jego 


pionowa  id^ca  w  stronę  ciężkości  i  OY  pozioma  prostopadła 
do  0X ;  nakoniec  OT'  ślad  płasczyzny  A  na  płasczyznie  ty^  i 
y  kąt  YOY'  płasczyzny  A  z  poziomem  cieczy. 

Nazywając  x.2y  y^%  ^  spółrzędne  środka  parcia^  mamy  formuły 
sił  równoległych 


Gdy  jest  wiadome  położenie  płasczyzny  zanurzonej ,  otrzy- 
muje się  łatwo  środek  parcia  przez  dwie  spółrzędne  ar.  i  y'  od- 
niesione do  dwóch  osi  prostokątnych  0X  i  OY'  leżących  na  tej 
płasczyznie.  Albowiem  wtedy  można  wyrugować  Zy  uważając 
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ie  trójkąt  prostokątny  MPQ  daje 

z  =  y'wsty. 

Poczem^  jeśli  podzielimy  powierzchnię  płaska  A  na.  nieskoń- 
czenie w^ie  paski,  równoległe  do  osi  0X,  zk^d  wynika 

d^  =  dxdyy 

możemy,  przypuszczając  ciecz  jednorodną  i  wiedząc  że  parcie 
jest  tosamp  w  tej  samej  głębokości,  wykonać  całkowanie  wzglę- 
dem Xy  to  jest  wzdłuż  jednego  paska  dla  którego  y'  zostaje 
niezmienne.  Na  mocy  tych  założeń  i  podstawień,  odrzucając 
już  niepotrzebny  akcent  rzędnej  y\  znajdujemy  trzy  proste 
formuły 

P  =  ^P  wsty 2yrf«  =  g9  wsiy  /  {x"  —  x')ydy, 

P^2  =  g?  WSt y 2xyrf«  =;  -  flfp  wsty  /  (j?'^  ^  xf'^ydy, 
Py2=^PWsty^?/^(Ł>  =  ^PWSty  /  {x''-'X')y^dy. 

w  których  granice  całkowań  zależą  od  równania  obwodu  po- 
wierzchni A.  Nie  przydaliśmy  statecznej  dowolnej,  dlatego  że 
płasczyzna  zanurzona  A  doznaje  od  atmosfery  parć  równych  i 
przeciwnych  które  się  niszczą. 

Uważając  że  całka  ^ydw  jest  ałomentem  powierzchni  płas- 
kiej A  względem  osi  0X,  ą  całka  ^yVa)  jej  momentem  bez- 
władności względem  tej  samej  osi,  nietrudno  dowieśdź  nastę- 
pującego twierdzenia : 
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Środek  parcia  powierzchni  płaskiej  jest  środkiem  uderzettm^ 
w  wirowaniu  tej  powierzchni  około  osi  poziomą/  wedle  kłórej  Jej 
płasczyzna  przecina  poziom  cieczy. 

Jakoż,  nazywając  k  promień  wirowy  powierzchni  płaskiej  A 
około  osi  0X^  z  ostatnicłi  formuł  wywodzimy 

^'      ^ydw      kyx      y/ 

co  pokazuje  łe  środek  parcia  znajduje  się  na  osi  oscyllacyi  wa^Ię- 
dnej  do  osi  zawieszenia  0X.  Przenieśmy  teraz  oś  OY',  równo- 
legle do  niej  samej^  aż  spotka  środek  parcia  przecinając  oś  0X 
w  punkcfe  O';  jeśli'  odniesiemy  spółrzędne  do  nowego  układu 
osi  0'X,  0'Y,  ł)ędzie 

Px2  =  O,        zatem         ^ary  =  0. 

Owoż^  dla  punktów  płasczyzny  A^  wziętej  za  płasczyznę  xyy 
rzędne  z  s§  zero;  co  daje 

2a?«  =  0. 

Więc  oś  0X  jest  osi^  bezwładności  powierzchni  płaskiej  A 
względem  punktu  O'.  To  dowodzi-  że  środek  parcia  tej  po- 
wierzchni jest  jej  środkiem  uderzenia  (227). 

362.  Na  zastosowanie  uważajmy  {fig.pow.)  trapez  zanurzony 
ABDC  mający  podstawy  poziome.  Widzimy  łatwo  że  środek 
parcia  trapezu  leży  na  linii  łęczącej  środki  dwóch  podstaw; 
dość  więc,  do  wyznaczenia  tego  punktu  znaleźć  jedną  z  jego 
spółrzędnych,  na  przykład  y.  Owoż,  jeśli  oznaczymy  przez  a 
podstawę  wyższą  AB,  przez  b  podstawę  niższą  CD,  przez  h 
wysokość  trapezu,  przez   u   odległość  podstawy   EF  paska 
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{x''—af)dy  od  podstawy  AB,  i  przez  I,  odległość  HQ  tej  ostat- 
niej od  osi  0X  będzie 

y  =  M  +  /,  dy  =  du. 


(af  —  x')dy  =\a  —^-j^  ^du ; 


więc,  nazywając  uj  odległość  środka  parcia  od  podstawy  AB, 
mamy 

(«»+/) jr(tt-f-/)(«+^")rf«=jr(tt+o'(«+^«)d«. 

albo^  po  zcałkowaniu, 

2(w2+0  ( A(a+2A)+3/(a+6) }  =A«(a+3*)+&A/(a+2*)+6/»(a-h6). 

Zt«d 

^h  2/(Q-f  26)  +  A(a  +  3») 
^      2'^(a  +  2*)4-3/(a  +  A)" 

Jeśli  chcemy  wprowadzić  nachylenie  y  płasczyzny  trapezu  na 
poziom  cieczy  i  odległość  HL  =  c  jego  podstawy  wyższej  a  od 

tego  poziomu j  dość  zastąpić  /  przez  — p  w  ostatniej  formule;  | 

i  będzie 

_A  2c(fl -f «2ó)  +  h(a  +  3&)w8ty 
^      2  •  A(a  +  2ł)wsly  +  3c'{a  +  b) ' 

Gdy  podstawa  wyższa  a  jest  na  poziomie  wody,  wtedy  e=0, 
i  wartość  us  staje  się 

_A  a-|-3d 
'^-2'7+2A' 
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W  tein  położeniu  podstawy  środek  parcia  jest  niezależny  od 
nachylenia  płasczyzny  trapezu. 

Jeśli  trapez  jest  poziomy,  to  y  =  O,  i  mamy 

3(a  +  b)  ' 

Ten  wynik  pokazuje  źe  w  położeniu  pozioniem  trapezu  śro- 
dek parcia  schodzi  się  ze  środkiem  ciężkości;  co  naprzód  wia- 
dome. 

Jeśli  a  =  6,  trapez  jest  równoległobokiem;  bior§c  c  =  0 
otrzymujemy 

Nakoniec,  trapez  staje  się  trójkątem  jeśli  a  =0  albo  6  =  0. 
Przypuszczając  zarazem  e  =  0^  będzie 

1/2  =  --  albo  «2  =  s:; 

w  pierwszym  przypadku  wierzchołek  trójkąta  zanurzonego  leży 
na  powierzchni  wody,  w  drugim  jego  podstawa. 

3/i3.  Gdy  powierzchnia  zanurzona  w  cieczy  nie  jest  płaska, 
parcie  jakie  wytrzymuje  nie  jest  summ^  parć  cząstkowych;  bo 
one  nie  są,  już  równoległe,  i  ogólnie  nie  mają  wynikowej.  Ale 
te  parcia  jako  siły  mog§  się  zawsze  sprowadzić  do  jednej  siły  i 
dwojanu.  Jeśli  więc,  stosując  do  powierzchni  partej  równania 
równowagi  ciał  bryłowych,  znaleziono  że  wynikowa  przenie- 
sienia leży  na  płasczyznie  dwojanu  wynikowego,  powierzchnia 
zanurzona  ma  środek  parcia;  w  przeciwnym  przypadku  środek 
parcia  nie  istnieje. 

Niech  będą  0X,  OY  dwie  osie  prostokątne,  nakreślone  na 
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płasczyznie  poziomu,  i  OZ  pionowa  punktu  O,  tak  jak  je  wska- 
zuje figura  poniżej;  j^o  parcie  na  poziom;  X,  Y,  Z  rzuty  na 
osiach  0X,  OY,  OZ  wynikowej  przeniesienia  parć  cząstkowych, 
i  L,  M,  N  składowe  dwójami  wynikowego ;  a,  b,  c  rzuty  po- 
wierzchni partej,  na  płasczyznach  odpowiednio  prostopadłych 
do  tych  osi;  da,  dó,  dc  rzuty  nieskończenie  małej  czystki  (/» 
powierzchni,  na  tych  samych  płasczyznach  spółrzędnych;  na- 
koniec  t/a  i  «a,  Xb  i  Zb^  Xc  i  yc  spółrzędne  środków  ciężkości 
rzutów  a,  b,  c. 
Mamy 

X=  I  pda  =  p(/i'\'  g9  I  zda  =p^-\' g^Za, 

X=,  i  pdb  =pob  -f  g^bzb, 

Zj=  I  pdc=  PqC  +  g?  i  zdc, 

L  =  /  Piy^c  —  zdb)  =  po{cye  —  bzo)  -f  </?  /  {yzdc  —  zMb), 

M  =:  /  p(zda  —  xdc)  =  po{aZa  —  cxe]  +  ^?  I  {z^da  —  xzdc), 

N  =  I  p{xdb —yda)=:  po(bzi,  —  aya)  +  J    /  0'^^  —  y^^)  • 

Zęby  jedyna  wynikowa  istniała^  trzeba  i  dość  jest  żeby  jej 
kierunek  był  prostopadły  do  osi  dwojanu  wynikowego;  co  wy- 
maga żeby  było 

XL4-YM-|-ZiN  =  0; 
a  wiadomo  że  kierunek  wynikowej  przedstawiają  równania 

Zy-Yz  =  L, 
Xz  —  Zx  =  M, 
Yx  — Xy=N, 
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które  nie  s^  oddzielne,  i,  żeby  były  zgodne,  trzeba  właśnie  ieby 
powyższemu  warunkowi  stawało  się  zadość. 

Gdy  powierzchnia  zanurzona  ma  płasczyznę  symetryi  pio- 
nowa, to  ma  środek  parcia;  bo  wtedy  wszystkie  parcia  przywo- 
dzą się  po  dwa  do  sił  leżących  na  tej  płasczyznie. 

Zastosujmy  to  do  półsferza  (*].  Niech  będzie  XOZ  płasczyzna 
pionowa  przechodząca  przez  środek  C  sfery  promienia  R^  h  rzę- 
dna tego  środka^  y  nachylenie  płasczyzny  podstawy  kołowej  AB 
półsferza  na  płasczyznę  poziomu,  OY  przecięcie  się  tych  dwóch 
płasczyzn.  Wziąwszy  oś  OZ  w  kierunku  ciężkości,  bierzemy  oś 
0X  w  kierunku  przeciwnym  zwyczajnemu^  aby  tym  sposobem 
zachować  znaki  i  notacye  momentów. 


Ponieważ  6  =  0,  mamy  tylko  do  uważania  trzy  formuły 


X  =  pofl  +  g^azu 
Z  =  PoC  +  gAzdc 

M  =  Po{aZa  —  cze)  +  ffp  /  «'da  —  ?P  /  ^2^^- 
Owoż,  rzuty  półsferza  na  płasczyznach  yz  i  xy  są  rzutami 


{*)  Przykład  wzięty  z  dzi<da  Troili  de  Micanigue  gMrale  par  Rbsau 
Parls,  i87A.  Kurs  wykładaDy  w  szkofe  polilechnlcmej. 
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koła  AB  które  zamyka  tę  powierzchnię;  będzie  zatem 

Z  =  itR%dosy  +  ?P  i  ^^ 

1 

WSly  ./  J 

Trzeba  teraz  znaleźć  trzy  całki.  Pierwsza  i  zdc  wyrai;a  ob- 
jętość zawarta  między  powierzchnię  półsferza  i  walcem  rzutują- 
cym poziomo  podstawę  AB;  jej  wartość  jest 

fzdc  =  I  irR»  +  icR^Adosy. 

Całka  /  xzdc  przedstawia  moment,  względem  OY,  powyż- 
szej objętości  półsferza  i  walca  ściętego.  Aby  otrzymać  jej  war- 
tość, uważajmy  te,  nazywajęc  G  środek  ciężkości  półsferza^ 
mamy 

co=|r. 

Owoż  odcięta  Xi  tego  środka  0^  ze  zmienionym  znakiem^  jest 


—  Xi  =  OCdoSy  —  CG  WSty  rs  Adoty  —  j  H  WStyJ 

o 

zatem  moment  półsferza  względem  osi  OY  wyraża  się  przez 

—  |lcll3(Ad0ty— ?Rwsty). 
o  o 


Podobnie  moment  walca  ściętego^  względem  tej  samej  osi  OY^ 

MRCHAN1KA*  n«—  4& 
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przedstawia  się  przee 

Będzie  więc 

Cxzdc  =  i  irR*wsty  -  ?  irR^A  doty  -  itR%^  ^^. 

Nakoniec  całka    fzhłc  jest  momentem  bezwładności,  oko- 
ło OY,  r/utu  koła  AB  na  płasczyznie  y«,  i  równa  się  (187  i  206) 

Cz^de  » irRVst  y(^  wst^  +  A>\  • 
Podstawiając  te  wartości  całek,  otrzymujemy 
=  ifRVodosy  +  ?  itR»+irR«*dosy ;, 

M  =55?^  Po  4-  ?Pi^R'(t  ^^^'y  +  A^wsty ^Cwsty 
WSty  \ft  ^ 


+  |BAdot,+  A.^) 


Znaj§c  X,  Z  i  M,  mamy  dwa  równania 

Xlł  ■«  Zo^  s:  M> 

(xj  +  Adol,)*  +  («j  —  A)«  =  R. 

tóre  wyznaczaj?  spółrzędne  środka  parcia  wywartego  na  po- 
wierzchnie  półsferza. 
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PAKCIE  n.YMU  CIĘŻKIEGO  W  RÓWNOWADZE 
NA  POWlERZGUNię  CIAŁA. 

3^^.  Zasada  Arghimbdesa.  Niech  będzie  ciało  bryłowe  zu- 
pełtiie  zanurzone  w  cieczy  albo  w  jakimkolwiek  płynie  w  równo- 
wadze. Weźmy  nieskończenie  małe  częstkę  »  powierzchni  tego 
ciała  w  jakimkolwiek  punkcie  m,  i  nazwijmy,  jako  zwykle  p 


o 


X 


parcie  w  tym  punkcie,  odniesione  do  jedności  powierzchni. 
Ponieważ  płyn  jest  w  równowadze,  parcie  na  czystkę  »  będzie 
do  niej  normalne  i  wyrazi  się  przez  p«.  Jeśli  więc  oznaczymy 
przez  a,  |ł,  y  kąty  jakie  normalna  do  powierzchni  ciała  w  pun- 
kcie m  czyni  z  trzema  osiami  spółiT^dnych  prostokątnych,  i 
przez  a^  b,  c  rzuty  cząstki  a>  na  trzech  płasczyznach  odpowie- 
dnio prostopadłych  do  0X,  OY,  OZ;  składowe  parcia  />«,  ró- 
wnoległe do  tych  osi,  będą 

;)Mdosa  =  pa,        jp»dos(3  =  pJ,       /?wdosy=:pe. 

Nietrudno  widzieć  żt  .wszystkie  parcia  równoległe  do  osi  po- 
ziomych, 0X  albo  OY,  niszczą  się  po  dwa.  Jakoż,  uważajmy 
składowe  pa\  nieskończenie  szczupły  graniastonma  równoległy 
do  0X,  wycina  na  powierzchni  ciała  zanurzonego  nieskończenie 
małą  esąsikę  «*!,  której  rzutem  na  płasczyznie  yz  jest  a^  nut 
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czystki  fti;  nadtO;  parcie  płynu  na  czystkę  »i,  odniesione  do 
jedności  powierzchni,  jest  to  samo  p  co  na  częstkę  «>,  bo  obie 
czystki  w  i  »i  sę  w  tej  samej  głębokości.  Zt§d  wynika  ie  skła- 
dowa parcia  puti  równoległa  do  0X  ma  wielkość  pa;  a  ponie- 
waż kierunek  jej  działania  jest  wprost  przeciwny  temu  w  którym 
działa  składowa  parcia  w  punkcie  m,  także  równoległa  do  0X, 
te  dwie  składowe  równe  i  wprost  przeciwne  niszczę  się  między 
sob^.  Dowiedzionoby  podobnie  że  wszyslkie  składowe  parć 
równoległo  do  OY  niszczę  się  także  między  sob§.  Zostaję  więc 
tylko  składowe  pionowe. 

Aby  znaleźć  wynikowe  parć  pionowych,  na  częstce  »  wy- 
stawmy graniaston  pionowy;  ten  graniaston  wytnie  w  części 
wyższej  powierzchni  ciała  drugę  nieskoiiczenie  małe  częstkę  ••', 
której  rzut  na  płasczyznie  xy  miesza  się  z  rzutem  e  częstki  •#. 
Zatem,  jeśli  p'  oznacza  parcie  płynu  na  » ,  odniesione  do  jedno- 
ści powierzchni,  nieskończenie  cienki  graniaston  będzie  pod- 
dany parciu  pionowemu,  które  działa  z  dołu  do  góry  i  przedsta- 
wia się  (336)  przez 

c(p  —  p')  =  cl  I  g^dz  —  /  gmj=€j  g^di. 

To  więc  parcie,  jakakolwiek  jest  ciecz,  jednorodna  albo  do- 
żona  z  warstew  jednorodnych,  równa  się  ciężarowi  graniastonu 
cieczy  który  przechodzi  przez  przecięcia  bi  i  » .  Ztęd  wnosimy 
że  wszystkie  parcia  cieczy,  albo  płynu  jakiegokolwiek,  które 
cisnę  na  powierzchnię  ciała  zanurzonego,  składaję  się  w  jedne 
wynikowe  pionowe,  która  działa  w  stronę  przeciwne  ciężkości, 
jest  równa  ciężarowi  płynu  wypchniętego  i  przechodzi  przez 
środek  ciężkości  jego  massy.  Ta  wynikowa  nazywa  się  pcha- 
niem płynu. 

Taka  jest  zasada  odkryta  przez  Archimedesa. 

W  powyższem  dowodzeniu  przypuściliśmy  że  ciało  jest  zu« 
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pełnie  pogr^ione  w  cieczy,  albo  w  płynie  jakimkolwiek;  zasada 
Archimedesa  istnieje  i  wtedy  kiedy  ciało  w  części  tylko  jest  za- 
nurzone. Jakoż,  wyobraźmy  sobie  walec  pionowy  przechodzący 
przez  linię  przecięcia  powierzchni  ciata  z  pł^sczyzn^  poziomu. 
Ten  walec  rozdziela  ciało  nie  całkiem  zanurzone  na  dwie  części 
jedna  z  tych  części  ta  która  zostaje  na  zewnętrz  walca  jest  zupełnie 
pogręźona,  do  niej  więc  stosuje  się  poprzednie  rozumowanie 
druga  część  stanowi  walec  którego  podstawa  niższa,  sama  jedna 
w  zetknięciu  z  płynem  ponosi  jego  parcie  pionowe ;  podstawa 
zaś  wyższa  będąca  częścią  płasczyzny  poziomu  nie  ponosi  ża- 
dnego  parcia  od  płynu.  Ztęd  wynika  że  parcia  pionowe  wy 
warte  na  walec  są  summę  wyrażona  przez 


pc 


~^jj^' 


Nakoniec^  część  niezanurzona  ciała  nie  doznaje  żadnego  par* 
cia  od  płynu.  Więc,  jakakolwiek  jest  ciecz  albo  płyn  ciężki 
w  spoczynku,  ciało  w  nich  zupełnie  albo  częściowo  zanurzone, 
wytrzymuje  parcie  pionowe,  z  dołu  do  góry,  które  jest  siłę 
pchania  równe  ciężarowi  płynu  przemieszczonego,  i  przechodzi 
przez  środek  ciężkości  tego  płynu.  Tę  zasadę  Archimedesa  wy- 
rażają zwykle  mówięc :  Gdy  płyn  jest  w  równowadze,  ciało  w  nim 
zanurzone  traci  tyle  ze  swojego  ciężaru  ik  waty  płyn  przez  nie 
wypchnięty. 

Można  dowieśdź  a  priori  zasady  Archimedesa.  Uważajmy  jaką- 
kolwiek cząstkę  massy  płynu  w  równowadze;  ta  cząstka  jest 
także  w  równowadze,  i  oczywiście  będzie  w  niej  jeszcze  jeśli 
przypuścimy  myślą  że  się  stała  bryłą.  Ale  wtedy  wszystkie  parcia 
wywarte  na  powierzchnię  tej  bryły  przywodzą  się  do  jednej  wy- 
nikowej, równej  i  wprost  przeciwnej  jej  ciężarowi.  Jest  zaś  przez 
się  widoczne  że  te  parcia  będą  miały  tę  samą  wynikowe,  gdy 
za  massę  płynu,  która  się  stała  idealną  bryłą,  podstawimy  jakie- 
kolwiek ciało  bryłowe  tego  samego  kształtu.  Przychodzimy 
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więc  tym  prostym  i  jasnym  sposobem  do  wyżej  wysłowione 
zasady. 

Z  przyczyny  istnienia  zasady  Archimedesa,  która  się  stosuje 
tak  dobrze  do  ciałg^zistych  jako  do  ciekłych,  gdy  wały  my  jakie- 
kolwiek ciało  nie  otrzymujemy  nigdy  prawdziwego  ciężaru,  ale 
tylko  przewyżkę  tego  ciężaru  nad  ciężarem  płynuwypchniętego 
w  którym  wykonywamy  ważenie;  także,  nazywając  P  i  nr  te 
dwa  ciężary,  D  gęstość  prawdziwe,  i  p  gęstość  pozorna,  mamy 

j,— ^=-;    zkęd    P=p^- 

To  równanie  służy  zwykle  do  wyrachowania  gęstości  D  da- 
nego ciała,  gdy  jest  znany  ciężar  gatunkowy  powietrza;  na  niem 
opiera  się  teorya  szali  hydrostatycznej  i  areonietrów. 

ZU5,    RÓWNOWAGA    CIAŁA    BRYŁOWEGO     ZUPEŁNIE    ZANUEZONEGO. 

Jeśli  to  ciało  jest  tylko  pod  samem  działaniem  ciężkości  i  .płynu 
otaczającego,  trzeba  dla  równowagi  :  1®  żeby  jego  ciężar  był 
równy  ciężarowi  płynu  wypchniętego ;  2°  żeby  środek  ciężkości 
ciała  i  środek  ciężkości  płynu  wypchniętego  były  na  jednej  i  tej 
samej  pionowej. 

W  drugim  warunku  s§  dwa  ważne  szczegóły  do  rozróżnienia. 
Ponieważ  ciało  zaimi*zone  jest  bryłowe,  można,  nie  zmieniając 
nic  w  jego  stanie  równowagi  albo  ruchu,  zastąpić  siły  którym 
jest  poddane  przez  ich  odpowiedne  wynikowe.  Niech  będą : 
P  siła  pionowa  która  przedstawia  ciężar  ciała  zanurzonego  i 


przechodzi  przez  ego  środek  ciężkości  G,  O  parcie  wynikowe 
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także  pionowe  i  równe  sile  P,  ale  działajfce  w  stronę  prze- 
ciwna i  przyłożone  do  środka  ciężkości  U  płynu  wypchnię- 
tego. Dlatego  że  wynikowa  przeniesienia  sił  P  i  Q  jest  zero 
jakiekolwiek  położenie  pochyłe  w  płynie  danoby  ciału  bryło- 
wemu  bez  prędkości  początkowej,  środek  ciężkości  G  'ciała 
zostanie  nieruchomy;  ale,  z  przyczyny  działania  siły  Q,  ciało 
obróci  się  około  G  ku  położeniu  w  którem  H  jest  pionowo 
ponad  G.  Zt^d  wynikają  dwie  równowagi,  jedna  stała  druga 
niestała,  według  jak  G  jest  pionowo  pod  albo  nad  H. 

Jeśli  ciężar  ciała  zanurzonego  jest  większy  od  ciężaru  tej  sa- 
mej objętości  cieczy,  ciało  się  pogrąży  aż  do  dna  naczynia,  albo 
ogólniej,  aż  dojdzie  do  głębokości  w  której  ciężar  wypchniętej 
cieczy  jest  równy  jego  ciężarowi;  a  jeśli  przeciwnie  ciało  bry- 
łowe jest  lżejsze  od  cieczy,  to  się  w  niej  nie  zanurzy  zupełnie  i 
będzie  na  niej  pływało. 

CIAŁA  I^YWAJ^CE. 

« 

3^6.  RÓTVN0WA6A  GiAt  PŁYWAJAGYCU.  Zcby  ciało  pływajccc, 
to  jest  częściowo  tylko  zanurzone  w  cieczy,  było  w  równo- 
wadze, trzeba,  wedle  zasady  Archimedesa,  żeby  jego  ciężar  był 
równy  ciężarowi  cieczy  wypchniętej,  i  żeby  jego  środek  ciężko- 
ści był  na  jednej  pionowej  ze  środkiem  ciężkości  tej  cieczy  prze- 
mieszczonej. 

Owoż,  jeśli  ciało  i  ciecz  s§  jednorodne,  nazywając,  V  i  D,  vj,  d 
ich  objętości  i  gęstości  odpowiedaj§ce,^widzimy  że  pierwszemu 
warunkowi  staje  się  zadość,  gdy  jest 

VD  =  t;rf,         zkęd        -  =  - . 

Co  dowodzi  że  ciężary  ciała  pływającego  i  cieczy  wypchniętej 
przez  część  zanurzoną  powinny  być  odwrotnie  propotcyonalne 
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do  objętości  ich  figur.  Ztęcł  wynika  że  zagadnienie  ciała  pływa- 
jącego przywodzi  się  do  następującego  zagadnienia  Geometryi : 
Podzielić  ciało  płasczyzna  sieczna  na  dwie  części  mające  dany 
stosunek  objętością  tak  teby  ich  środki  ciężkości  byiy  na  jednej 
prostopadłej  do  tej  płasczyzny. 

Zagadnienie  rozwiązuje  się  zaraz  w  przypadku  ciała  pływa- 
jącego mającego  oś  symetryi  pionow§^  i  w  przypadku  grania- 
sŁonu  albo  walca  mającego  krawędzie  pionowe.  Dość  tylko  po- 
dzielić objętość  na  dwa  odcinki  mające  stosunek  dany^  płasczyzn§ 
prostopadłą  do  osi  albo  do  krawędzi  bocznych. 

Na  zastosowanie  będziemy  szukali  położenia  równoioagi  gra* 
niastonu  trójkątnego  prostego,  pływającego  na  cieczy  i  mającego 
krawędzie  poziome. 

Uważajmy  najpierwej  przypadek  w  którym  jedna  tylko  kra- 
wędź G  graniastonu  jest  zanurzona.  Ponieważ  objętości  grania- 


stonu  i  jego  części  zanurzonej  s§  proporcyonalne  do  powierzchni 
swoich  przecięć  prostych,  wyobrażając  sobie  przecięcie  proste 
ABC  graniastonu  widzimy  łatwo  że  cała  rzecz  zależy  na  popro- 
wadzeniu  linii  prostej  DE,  któraby  wyznaczyła  trójkąt  DEC  ma- 
jący z  trójkątem  ABC  wiadomy  stosunek  r  gęstości  graniastonu 
do  gęstości  cieczy,  tak  żeby  środki  ciężkości  H  i  6  tych  dwóch 
trójkątów  były  na  jednej  prostopadłej  do  DE. 
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» 

Niech  będ§  a,  by  c  boki  trójkąta  ABC,  k  ośrodkowa  CK 
boku  AB,  1  środek  boku  DE;  CD==a;  i  CC=y  części  zanu- 
rzone boków  a  i  6;  nakoniec^    kęt  KCB;=«  i  kąt  KCA=3:(J. 

Mamy  zaraz  związek 

(i)  xy  =  roft. 

Trzeba  teraz  wyrazić  ie  prosta  GH  równoległa  do  KI  jesl 
prostopadła  do  DE.  Owbt,  ieby  w  trójkącie  KDE  ośrodkowa  KI 
boku  DE  była  do  niego  prostopadła,  ten  trójkąt  powinien  być 
równoramienny,  KD=::KB;  znajdujemy  więc  drugie  równanie 

KD'  =  a?^  +  **  —  2tedos«  =  KE'  =  y«  +  *«  --  2*j/do83 
albo 
(2)  ofi  —  y^  —  2*(ardosa  —  y  dosp)  =  0. 

Rugując  y  między  (1)  i  (2),  otrzymujemy 

(S)         x^  —  2ka^dos  a  +  2rabkx  dos/ł  —  r^a***  =  0. 

To  równanie  Uf^  stopnia,  którego  ostatni  wyraz  jest  odjemny, 
ma  przynajmniej  dwa  pierwiastki  rzeczywiste,  jeden  dodatny 
drugi  odjemny.  Ostatni  nie  stosuje  się  do  .'zagadnienia,  dlatego 
że  linia  DE  musi  być  zawarta  w  trójkącie  ABC.  Gdy  kęty  a  i  p 
są  oba  ostre,  przypuszczając  źe  równanie  ma  wszystkie  cztery 
pierwiastki  rzeczywiste,  widzimy,  za  pomocą  prawidła  znaków 
Dekarła  (Descartes),  że  dwa  drugie  pierwiastki  są  dodatne.  Ale 
z  pierwiastków  dodatnych  ten  tylko  może  być  przyjęty  który, 
będąc  mniejszy  od  a,  daje  dla  y  wartość  mniejszą  od  b.  Istnieją 
więc  najwięcej  trzy  położenia  równowagi  graniastonu,  dla  któ- 
rych jeden  z  wierzchołków  jego  przecięcia  prostego  jest  całkiem 
pogrążony. 

To  zagadnienie  przywodzi  się  do  prowadzenia,  praez  punkt 
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dany  K,  normalnej  do  hiperboli  której  niemaltycznemi  są  CA 
i  GB.  Jakoż,  jeśli  w  trójkącie  ABC  nakreślono  różne  proste, 
jako  DE^  tworzące  z  ramionami  CA  i  CB  trójkąty  CDE  ró^ 
wnowarte,  środek  każdej  z  tych  prostych  będzie  się  znajdow^ 
na  hiperboli  mającej  CA  i  CB  za  niemaltyczne,  i  wkażdym  z  tych 
środków,  I,  prosta  odpowiedająca,  jako  DE,  będzie  styczną  do 
tej  krzywej.  A  że  prosta  KI  jest  prostopadła  do  DE,  cała  więc 
rzecz  przywodzi  się  do  prowadzenia  przez  punkt  K  normalnej 
do  hiperboli.  Owoż,  wiadomo  że  z  jednego  punktu  można  po- 
prowadzić cztery  normalne  do  tej  stożkowej ;  jedna  z  nich  należy 
do  drugiej  gałęzie  zawartej  w  kącie  który  jest  wierzchołkiem 
przeciwległy  kątowi  ACB;  więc  zagadnienie  równowagi^  któ* 
rem  sięzajmujemy^  może  mieć  tylko  trzy  rozwiązania  możebne. 
Co  jest  potwierdzeniem  wyniku  otrzymanego  wyżej. 

Gdy  trójkąt  ABC  jest  równoramienny,  czyli  gdy  a  =  4,  bę- 

dzie   a=  p  i  A^  = ;  wtedy  równania  (i)  i  (2)  stają  się 


xy  =  ra%         a:^  —  y«  =  — -_(x  — y). 


Uczyni  się  zadość  tym  równaniom,  biorąc  najpierwej 
(U)  x=y  =  ayir; 


wartość  możebna^  dlatego  że  r  <  1. 
Znosząc  czynnik  x  —  y,  mamy  dwa  równania 

xy  =  ra^       i        a?+y= — — -  , 
w  których  wartości  ar  i  y  są  pierwiastkami  równania 


^ 7i —  X'\-ra^=z  0. 
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Te  wartości  będ^  rteczywiste  i  nierówne^  rzaczjwiste  i  równe^ 
albo  urojone,  według  jak  będsie 

(6)  (4a2  — cy  =  16rfl*. 

Ale  trzeba]  e5/xze  żeby  wartości  dla  x  i  y  były  mniejsze  od  a. 
Zagadnienie  ma  dwa  rozwiązania,  jeśli  staje  się  zadość  nastę* 
puj§cemu  podwójnemu  warunkowi 

W  przypadku  pierwiastków  równych  będzie 

co  jest  wartością  (6). 

Nakoniec,  gdy  trójkąt  ABC  jest  równoboczny,  istnieje  zawsze 
pierwsze  rozwiązanie 

a  równanie  (5)  daje  drugie 


ar=|(3  4.V9  — 16r), 

Będzie  więc  trzy  położenia  równowagi  graniastonu^  jeśli  r 
mieści  się  miedzy  -   i   -  -ł — . 
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Przypadek  w  klórymby  dwa  wierzchołki  A  i  B  były  zanu* 
rzone  a  trzeci  G  zewnętrz,  przywodzi  się  do  poprzedzającego. 
Jako2,  w  tem  położeniu  graniaslonu  mamy 

czwór.  ABDE_tr6j.  ABC  _  trój.  CDE     ,    ,^^_,      ,.      ,.„ 
j: =—^^ f—:^  ,  zk§d  CDE«  (1-r)  ABC; 

a  jeśli  środki  ciężkości  czworoboku  ABDE  i  trójkąta  ABC  sę  na 
jednej  prostopadłej  do  poprzecznej  DE,  to  środek  ciężkości 
trójkąta  CDE  będzie  się  także  na  niej  znajdował;  dość  więc^ 
w  poprzednich  formułach,  przemienić  r  na  1  —  r  aby  otrzy- 
mać wartości  x  \  y. 

Ponieważ  dla  każdego  wierzchołka  mog§  być  trzy  różne  roz- 
wiązania^ tak  jako  dla  każdego  dwojanu  wierzchołków^  może 
więc  istnieć  najwięcej  osiemnaście  położeń  równowagi  granias- 
tonu  pływającego  z  krawędziami  poziomemi. 

Ihl.  Graniastm  prosty  jednorodny^  o  podstawie  kwadratowej^ 
pływa  tak  ze  jego  krawędzie  boczne  są  poziome^  i  jedna  z  nich 
zostaje  nad  poziomem  cieczy,  Znaleić  połotenie  równowagi. 


Niech  będzie  kwadrat  ADBC,  przecięcie  proste  graniastonu 
pływajęcego;  C  , wierzchołek  ponad  poziomem  cieczy,  D  wierz- 
chołek przeciwny,  A  iB  dwa  inne^  wszystkie  trzy  zanurzone; 
6  środek  kwadratu  i  a  jego  bok,  £F  linia  pływania,  I  jej  śro- 
dek; H  środek  ciężkości  trójkąta  CEF;  CE  =  x  i  CF=y. 

Powierzchnie  CEF  i  CADB  powinny  być  w  stosunku  da- 
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Dym  n;  mamy  więc  pierwsze  równanie 

(1)  xy  =  2na2; 

zostaje  tylko  do  wyrażenia  że  linia  GH  jest  prostopadła  do  EF 
Owoż^  jeśli  poprowadzimy  przez  punkt  I  proste  IK,  równo- 
ległą do  HG^  aż  do  spotkania  K  z  przeklina  CD  kwadratu,  i 

połączymy  KE,  KF^  będzie  CK  =  - CG;  ztąd  wynika  że  rzuty 
odcinka  CK  na  bokach  CA  i  C6  są  równe  -a;  a  że  powinno  być 

KE  =  KP, 
mamy  więc 


Zkąd 


(a:  — y)(ar4-y  — ^a)=0. 


Otrzymane  równanie  rozdziela  się  ua  dwa  inne 
(2)  X  — y  =  0, 


(2')  xĄ^y-\a  =  (i. 


Te  ostatnie^  dołączone  po  kolei  do  równania  (1)^  tworzą  dwa 
układy  które  zawierają  wszystkie  rozwiązania  zagadnienia. 

Pierwszy  układ  daje 

(3)  «  =  y  =  aV2«, 

a  drugi 

[lx)       ar=J(S±\/9— 32n),       y  =  |(3±V^9— 32n). 
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Znaki  wyższe  powinny  być  brane  razem,  i  znaki  niższe  takie 

razem.  Moźebność  dwóch  położeń  symetrycznych  graniastonu, 

wyznaczonych  przez  ostatnie  wartości,  wymaga  żeby  stosunek  n 

111 
mieścił  się  między   7-    i  r+  js*  W  przypadku  pierwiastków 

równych,  te  dwa  położenia  mieszają  się  z  położeniem  określo- 
nem  przez  wartość  (3). 

348.  STAŁośd  RÓWNOWAGI  CIAŁ  PŁYWAjĄCYCn.  Ciało  pływajęce 
jest  w  równowadze  stałej^  jeśli,  odebrawszy  małe  przemieszcze- 
nie, d§ży  do  położenia  pierwotnego  przez  ci^g  coraz  mniejszych 
oscyllacyj. 


Przypuśćmy  że  oddalono  cokolwiek  ciało  pływające  z  poło- 
żenia równowagi,  dając  wszystkim  jego  punktom  bardzo  małe 
prędkości.  Niech  będzie  EF  poziom  cieczy,  AB  płasczyzna  pły- 
wania ciała  nim  było  przemieszczone,  G  jego  środek  ciężkości 
i  M  massa;  p  gęstość  cieczy;  V  objętość  części  zanurzonej 
w  połoieniu  równowafri,  i  H  środek  ciężkości  massy  płynnej 
wypchniętej,  leiąoy  ze  środkiem  G  na  jednej  prostopadłej  do 
płasczyzny  pływania  AB;  O  kęt  płasczyzn  AB^  EP.  Wzięliśmy 
za  płasczyznę  figury,  płasczyznę  przechodzącą  przez  środek  cięż- 
kości G  ciała  i  prostopadłą  do  płasczyzn  AB  i  EF,  to  jest  pros- 
topadłą do  ich  przecięcia. 

Do  szukania  warunków  stałości  równowagi  ciał  pływających, 
przedstawia  się  naturalnie  zasada  sił  żywych,  wyrażona  przez 
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Ogólne  równanie 

w  którein  całka  drugiej  strony  znaczy  summę  prac  sit  tak  ze- 
wnętrznych jako  wewnętrznych,  wykonana  w  czasie  t. 

Owoż,  siły  które  działaj§  na  ciało  pły wajęce  są  :  M^  ciężar 
tego  ciała,  Ygp  ciężar  cieczy  wypchniętej  przez  ACB,  i  ciężar 
cieczy  przemieszczonej  przez  AEPB.  Dwa  ostatnie  ciężary  sta- 
nowią pchanie  cieczy,  skierowane  na  część  zanurzona  ciała^ 
w  stronę  przeciwna  ciężkości.  Jeśli  nazwiemy  a  odległość  GH> 
Zo  i  Z|  odległości  środka  ciężkości  G  od  poziomu^  podczas  ró- 
wnowagi i  po  przemie8Z<»eQlu  %  odpowiedajfce  odległości 
punktu  H  od  poziomu  będ§ 

«odz«ł  Z|±adosO; 

trzeba  brać  znak  -|-  albo  znak  -^t  według  jak  H  jest  pod  albo 
nad  6.  Zatem  prace  sił^  pochodzące  z  dwóch  pierwszych  cięża- 
rów które  s^  siłami  pionowemi,  wyrażają  się  przez 

Mg{zi  —  z^)  —  gp\(Zi  —  Zo±ados6  zpa). 

Ta  summa  może  się  uprościć,  z  przy  ny  że  po  wino  być  Mg:^\gp; 
co  daje 

±2Vypaw,st«|. 

Aby  łatwo  wyrachować  pracę  pochodzącą  z  pchania  eieczy 
przemieszczonej  pnez  AEFB,  podzielmy  powierzchnię  prze- 
cięcia AB  na  nieskończenie  małe  cząstki  <ift»,  równoległe  do 
poziomej  OY,  poprowadzonej  przez  środek  ciężkości  tej  po- 
wierzchni, aż  do  spotkania  w  punkcie  O  z  prostą  AB  którą 
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weźmiemy  za  oś  0X.  Nazywając  z  i  x  odlej^ości  czystki  dw 
od  poziomu  EF  i  od  osi  OY,  widzimy  zaraz  źe  pchanie  którego 
szukamy  wartości,  jest  wynikowa  ciężarów  graoiastonów  płyn* 
nych  pionowych,  majęcych  d«»dos6  za  podstawę  i  z  isl  wyso- 
kość. Te  nieskończenie  małe  ciężary  s%  ^pzJwdosO;  więc  całe 
pchanie  równa  się  summie 

—  ^pdose  I  dta  I  zdz  =  —  ^  jpdose  I  zV». 

Możemy  wyrugować  z.  Jakoż,  nazywajęc  C  odległość  pun- 
ktu O  od  poziomu,  mamy 

«=c4"^wste; 

jeśli  więc ,  podstawimy  tę  wartość^  uważajęc  że    j  xdu=^0, 

i  oznaczając  przez  O  powierzchnię  przecięcia  AB,  przez  Qk^  jej 
moment  bezwładności  względem  OY,  znajdziemy  ostatecznie 

—  I  ^p  dos  9  fz^dta  =  —  i  ypO(C« + A2^vsl?e)dos  0. 

Ponieśmy  wartości  prac  wszystkich  sił  do  formuły  (1),  bę- 
dziemy milei 


(2)         ^v^dm  =  c  ±  hgpW  wst^  ?  —  g^Q:^+k^vłSi^&)dosd. 

Teraz,  ponieważ  pierwsza  strona  z  przyczyny  nadanych  nie- 
zmiernie małych  prędkości,  jest  ilością  bardzo  małe  drugiego 
rzędu,  wolno  zeniedbać  w  drugiej  stronie  ilości  małe  rzędu 

wyższego  od  drugiego;  bierzemy  więc  wsie =6,  dose=1  — -, 
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i  tym  sposobem,  opuszczając  wyrazy  rzędu  wyższego  od  dru- 
giego, otrzymujemy  formułę  prostą 

(3)  ^  v^dvi  =  c  —  flff  (OA^  qi  Vfl )  e^ — gpdC^  +•  h 

w  której  c^  ilość  najmniej  rzędu  czwartego^  zastępuje  wyrazy 
zaniechane.  Stateczna  c  wyznacza  się,  jako  zwykle^praez  stan 
początkowy;  a  gdy  prędkości  początkowe  są  zero  albo  nieskoń- 
czenie małe,  stateczna  c  będzie  także  'zero  albo  nieskończenie 
małą. 

To  ustaliwszy,  nietrudno  z  równania  (3)  wywieśdź  warunki 
stałości  równowagi  ciała  pływającego;  trzeba  tylko  rozróżnić 
dwa  przypadki. 

Najpierwej,  jeśli  środek  ciężkości  O  ciała  jest  niżej  środka 
ciężkości  H  płynu  wypchniętego  w  równowadze,  będziemy 
mieli  równanie. 

^v^dm  =  c  —  gp{Qk^  +  \a)B^  —  ^pOC^  +•  c. 

Pierwsza  strona  jest  istotnie  dodatna,  a  temsamero  i  druga ; 
więc  wyrazy  odjemne  muszą  czynić  summę  nieskończenie  małą, 
ponieważ  ona  powinna  być  mniejsza  od  statecznej  c  którą  można 
mieć  tak  małą  jak  się  podoba,  nie  zważając  na  c;  co  wymaga 
żeby  ilości  9  i  C  zostawały  ciągle  nieskończenie  małemi.  Ztąd 
wynika  że 

Równotoaga  ciała  ptyV)QJij€ego  jest  zawsze  siała,  gdy  jego  śro- 
dek ciężkości  przypada  nitej  środka  ciętkości  płynu  wypchniętego 
w  równowadze. 

Zobaczmy  teraz  drugi  przypadek,  w  którym  środek  ciężkości 
G  ciała  jest  wyżej  środka  ciężkości  H  płynu  wypchniętego. 
Wtedy  równanie  (3)  slaje  się 

MBCBAMIKA.  IK— 45 
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y  v«rfm = c  —  yp(aJP  —  Va)fl* -^  STpO?. 

Chociaż  c  jest  ilością  nieskończenie  małą,  O  i  C  mogłyby  nie 
być  nieskończenie  małemi  gdyby  było  Ckk^  <  Va.  Co  pokazuje 
że,  dla  stałości  równowagi  w  tym  przypadku,  trzeba  i  dość  jest 
żeby  wieloczyn  Va  byt  mniejszy  od  najmniejszej  wartości  jakf 
wzięć  może  moment  bezwładności  CiU^  powierzchni  przecię- 
cia AB,  względem  różnych  osi  przechodzących  przez  jej  środek 
ciężkości. 

Więc,  gdy  G  kty  nad  H^  równowaga  ciała  pływającego  będzie 
jeszcze  słała,  ale  pod  warunkiem  ieby  było 

Va<  min,Ok'. 

349.  Metackntro.  Gdy  ciało  pływające  jest  symetryczne  wzglę- 
dem płasczyzny  AOB^  punkt  O  jest  środkiem  ciężkości  prze- 
cięcia AB;  jeśli  wtedy  przemieszczono  cokolwiek  ciało  z  poło- 
żenia równowagi,  zachowując  płasczyznę  ACB,  punkta  G  i  H 
zostaną  ciągle  na  tej  płasczyznie,  !  siła  pchania  płynu  prze- 
mieszczonego spotka  proste  GH  w  pewnym  punkcie  K,  który 
nazwano  metacentreni.  Aby  mieć  ruch  środka  ciężkości  G  trzeba, 
jako  wiadomo,  przenieść  do  tego  punktu  wszystkie  siły  porusza- 
jące równolegle  do  ich  kierunków.  Temi  siłami  są  tu  ciężar 
ciała  i  ciężar  płynu  wypchniętego;  obie  siły  są  pionowe,  ale 
działają  w  strony  przeciwne.  Jeśli  więc  objętość  płynu  wypchnię- 
tego przez  ciało  w  ruchu  jest  równa  objętości  jaką  wypycha 
w  położeniu  równowagi,  wynikowa  przeniesienia  będzie  zero, 
i  środek  ciężkości  zostanie  nieruchomy,  byle  nie  miał  prędkości 
początkowej.  Poczem  otrzyma  się  ruch  wirowy  około  tego 
środka  uważając  go  za  punkt  stały,  przez  co  niszczy  się  ciężar 
ciała ;  a  siła  pchania,  przyłożona  do  metacenlru  K,  będzie  obra- 
cała  ciało  około  osi  poziomej  przechodzącej  przez  G  i  prosto- 
padłej do  płasczyzny  symetryi  ACB.  Takim  sposobem  widciipy 
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jasno  iey  jeśli  w  tym  ruchu  metacentro  K  zostaje  zawsze  po- 
nad środkiem  ciężkości  G  na  prostej  GH,  pchanie  płynu  będzie 
usiłowało  przywieśdź  proste  GH  do'  położenia  pionowego  od- 
powiedającego  równowadze  ciała.  Więc  ta  równowaga  jest  stała. 
Jeśli  przeciwnie,  nielacentro  przypada  cięgle  pod  środkiem 
ciężkości  ciała,  pchanie  płynu  będzie  usiłowało  odwieśdź  proste 
GH  od  położenia  pionowego,  i  równowaga  ciała  pływającego 
będzie  niestała.  Nakoniec,  jeśli  metacentro  przypada  raz  nad  a 
drugi  i*az  pod  środkiem  ciężkości,  z  jego  położenia  nic  o  równo  - 
wadze  ciała  wiedzieć  nie  można.  Ale  rzecz  szczególna,  która 
udaremnia  użytek  metacenlru,  leży  w  tern  żci,  wtedy  nawet  gdy 
równowaga  ciała  pływającego  jest  stała,  metacentro  znajduje 
się  raz  wyżej  drugi  raz  niżej  jego  środka  ciężkości;  co  wynika 
z  poprzednio  wyłożonej  teoryi.  W  pierwszych  poszukiwaniach 
stałości  równowagi  ciał  pływających,  uważano  metacentro,  \ 
do  jego  wyzDacsania  przypuszczano  że  płyn  wypchnięty  przea; 
ciało  w  ruchu  ma  tę  sam§  objętość  co  płyn  wypchnięty  przez 
ciało  w  spoczynku.  Założenie  całkiem  nieprawdziwe ;  jednakże, 
za  pomoce  tej  ułomnej  i  niedostatecznej  teoryi  metacentru  zna- 
leziono prawdziwe  warunki  równowagi  ciał  pływających. 

350.  Na  zastosowanie  szukajmy  warunku  stałości  równowagi 
równoległościanu  prostokątnego  jednorodnego,  pływającego  na 
cieczy  także  jednorodnej.  Niech  będę  a,  6,  c  trzy  krawędzie 
przyległe  lego  równoległościanu,  G  jego  środek  ciężkości,  D  gę- 
stość; przypuszczamy  krawędź  c  pionowe,  i  nazywamy  H  środek 
ciężkości  objętości  zanurzone,  p  gęstość  cieczy.  Czynie  GH=A, 
trzeba  uważać  że  odległość  k  będzie  odjemna,  bo  H  przypada 
oczywiście  pod  G.  Nakoniec,  oznaczamy  przez  u  odległość 
płasczyzny  pływania  od  środka  ciężkości  G;  odległość  w  jest 
dodatna  albo  odjemna,  według  jak  płasczyzna  pływania  znaj- 
duje się  wyżej  albo  niżej  środka  G. 

Ponieważ  środek  ciężkości  G  równoległościanu  jest  nad  środ- 
kiem ciężkości  H  cieczy  wypchniętej  w  równowadze,  trzeba  i 
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dość  jest  dla  stałości  równowagi  pływania  żeby  było 

V^  <  min  Qt«. 

CXk^  pracdstawia  moment  bezwładności  powierzchni  przecięcia 
równoległościanu  przez  płasczyznę  pływania,  wzięty  względem 
osi,  przechodzącej  na  płasczyznie  tego  przecięcia  i  przez  jego 
środek  ciężkością  która  daje  moment  bezwładności  najmniejszy 
możebny.  Tą  osi§  jest  większa  z  dwóch  osi  głównych  bezwła- 
dności, więc  równoległa  do  krawędzi  a,  jeśli*  a>b. 
Owoż^  mamy  najoierwej  równanie 


Dabczn  pai/--j-  u\, 


które  znaczy  ie  ciężar  równoległościanu  materyalnego  jest  ró- 
wny ciężarowi  cieczy  wypchniętej ;  co  daje  wartość  u. 

Potem,  biorąc  moment  objętości  V,  względem  płasczyzny 
poziomej  przechodzącej  przez  środek  ciężkości  równolegto- 
ścianUj  będzie 


v»=,./k  =  ^(..-f); 


wartość  oczywiście  odjemna. 

Nareszcie,  moment  bezwładności  minimum  Clk^  wyraża  się 
(206)  przez 

Więc  warunek  stałości  równowagi  równoległościanu  pływa- 
jącego jest 

—  —  u^K,  —  . 
u  6 
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Ale  Z  pierwszego  równania  wywodzimy 


.=(^-.)i. 


podstawiając  tę  wartość,  otrzymujemy  ostatecrnie 


s.  • 


V6(Dp  —  D«) 


Niech  będzie^  jako  przykłada  tratwa  zbita  z  drzew  sosnowych 
pływająca  na  wodzie.  Średnia  gęstość  sosny  jest  0,6/i;  biorąc 

~  =  0,6  znajdujemy 

P 

c<±. 

Zatem  stałość  równowagi  tratwy  sosnowej  pływającej  na  wodzie 
wymaga  żeby  grubość  pionowa  była  równa  najmniejszym  z  trzech 
rozmiarów. 

RÓWNOWAGA  WZGLĘDNA  MŁYNÓW. 

Wszystko  cośmy  powiedzieli  o  równowadze  płynów  pod  dzia* 
łaniem  sił  jakichkolwiek,  stosuje  się  tak  dobrze  do  równowagi 
względnej  jak  do  równowagi  samoistej,  byle  tylko  w  przypadku 
równowagi  względnej  dołączono  do  sił  rzeczywistych  siły  po- 
zorne (zmyślone),  które  do  rachunku  wprowadzić  naleiy.  Ró- 
wnowaga płynów  ciężkich  jest  istotnie  równowaga  względn^^ 
z  przyczyny  ruchu  ziemi  w  przestrzeni;  przedstawiliśmy  j^ 
wprawdzie  jako  równowagę  samoistą^  ale  za  to  uważaliśmy 
każd^  czystkę  płynu  jako  rzeczywiście  poddana  działaniu  jej 
własnego  ciężaru^  który  jest  wynikowa  przyciągania  ziemi  i  siły 
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odśrodkowej  pochodzącej  z  ruchu  wirowego  naszej  planety. 

351.  Kuch  JEDNOSTAJNY  cieczy  około  osi  pionowej.  Niech  będzie 
jakakolwiek  ciecz,  zawarta  w  naczyniu  jakiemkolwiek  któremu 
dano  ruch  wirowy  jednostajny  około  osi  pionowej.  Szukajmy 
pod  jakieroi  warunkami  punkta  tej  cieczy  nie  będ^  się  prze- 
mieszczały jedne  względem  drugich,  to  jest  zostaną  w  równo-, 
wadze  względnej.  Owoż  wiemy  ^e,  dla  znalezienia  równań  ró- 
wnowagi względnej/  dość  jest  wyrazić  równania  równowagi 
samoistej,  między  siłami  istotnie  przyłożonemi  do  czystek  matę- 
ryalnych  ciała  w  ruchu  i  siłami  zmyślonemi,  jak  gdyby  one  także 
do  tych  czystek  były  przyłożone;  więc  zagadnienie  przywodzi 
się  do  wyznaczenia  tych  wszystkich  sił.  Aby  to  uskutecznić, 
weźmy  oś  pionowa  obrotu  cieczy  za  oś  OZ,  skierowana  w  stronę 
przeciwna  ciężkości,  i  dwie  inne  osie  0X,  OY  prostokątne  ja- 
kiekolwiek, leżęce  na  płasczyznie  poziomej  podstawy  naczynia. 
Widzimy  zaraz  że  sił^  rzeczywiście  działaj§c^  na  massę  m 
czystki  ciekłej  jest  siła  zewnętrzna  wprost  przyłożona,  mająca 
składowe  mX,  wY,  wZ,  i  parcie  częstek  otaczających  które  jest 

siłą  wewnętrzną,  mającą  składowe  — I^i-i?,  —!!!-£,  —  ~-;^. 

Siłami  zmyślonemi  są :  1^  siła  bezwładności  ruchu  uniesienia, 
która  jest  siłą  odśrodkową  pochodzącą  z  wirowania  cieczy  około 
osi;  2"  siła  odśrodkowa  składana;  ta  ostatnia  jest  zero,  ho 
cząstki  ciekłe  będąc  w  równowadze  względnej  nie  mają  prędko- 
ści względnych.  Jeśli  teraz  oznaczymy  przez  «»  prędkość  kąlową 
stateczną  z  jaką  się  ciecz  obraca,  przez  r  odległość  cząstki  rn 
od  osi  obrotu,  i  przez  x^  y,  z  spółrzędne  tej  cząstki,  sita  odśrod- 
kowa wyrazi  się  przez 

a  jej  składowe,  równoległe  do  osi  spółrzędnych,'  przez 
.  m0^x^        f^^^yi        0. 
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Więc  równania  różniczkowe  równowagi  względnej  s^ 

f  dx 

idy      *+"*' 

p  dz 

« 

zlc^d 
(1)       dp=  (Xrfa;  +  yrfy  +  Zrfj)  +  p««(x(/x4-yy). 

Druga  strona  powinna  być  różniczka  dokładn^i,  bo  inaczej 
równowaga  względna  istnieć  nie  może. 

Powierzchnie  poziomu  maj^  równanie  różniczkowe  spólne 

p(Xrfx  +  Y(/y  +  Zrf2  +  ^^xdx  +  tdfydy)  =  O, 
którego  całka  jest 

f  (^.  y,  s)  =  c. 

Zmieniając  sposobem  ciągłym  stateczne  dowolną  c,  otrzy- 
muje się  wszystkie  powierzchnie  poziomu,  Jeśli  powierzchnia 
wolna  cieczy,  jednorodnej  albo  różnorodnej,  ponosi  parcie  sta- 
teczne, to  ona  będzie  także  jedną  z  powierzchni  poziomu  da- 
nych przez  ostatnie  równanie^  w  którern  stateczna  dowolna  c 
będzie  miała  wartość  wyznaczoną. 

Przypuśćmy  ciecz  jednorodną  i  pod  działaniem  samej  tylko 
ciężkości  jako  siły  zewnętrznej  \  będziemy  mieli 

przez  co  równanie  (1)  stanie  się 

dp=  —  g^dz  +  ^iĄxdx  -|-  ydy). 


712  HYDROSTATYKA. 

Wtedy  ogólne  równanie  powierzchni  poziomu  będzie 

—  gdz  -f  (Ąxdx  +  y^y)  =  0; 
zk^d  wynika  całka 

(2)  2  =  g(a.»  +  y^_{-r. 

W  której  c  jest  stateczn§  dowolna. 

Ostatnie  równanie  pokazuje  że  powierzchnie  poziomu  s$  pa- 
raboloidami  obrotowemi,  maj^cemi  oś  wirowania  cieczy  za  oś 
figury ;    c  jest  wysokością  ich  wierzchołka  nad  płasczyzn^  pod- 
stawy naczynia.  Te  wszystkie  paraboloidy  s§  oczywiście  równe 
między  sob§.  Gdy  powierzchnia  wolna  ponosi  parcie  atmosfe- 
ryczne stateczne,  to  naturalnie  jest  takie  paraboloidą;  a  gdy 
j§  pokrywa  atmosfera  gazista  ciężka,  wtedy  powierzchnie  po- 
ziomu obracającej  się  cieczy  są,  zawsze  paraboloidami ;  ale  po- 
wierzchnia  wolna  nie  jest  już  jedn^  z  nich^  bo  jej  punkta,  leżęce 
w  rożnych  wysokościach,  doznaje  parć  nierównych  od  gazu 
ciężkiego  otaczającego.  Te  jednak  różnice  parć  s^  bardzo  małe, 
i  powierzchnia  wolna  prawie  się  nie  różni  od  paraboloidy, 
zwłaszcza  gdy  rozmiary  naczynia  zawierającego  ciecz  nie  są, 
wielkie. 

We  wszystkich  przypadkach  wyznaczy  się  stateczne  dowolna c^ 
wyrażając  że  objętość  cieczy,  zawartej  między  powierzchni(i 
naczynia  i  jedn^i  z  powierzchni  poziomu^  jest  równa  objętości 
danej  massy  tej  cieczy.  Przypuśćmy,  na  przykład,  że  ciecz  jest 
zawarta  w  naczyniu  walcowem  mającem  promień  R  i  wyso- 
kość h,  którego  oś  jest  osi§  obrotu;  objętość  cieczy  wyracho- 
wana przez  spółrzędne  napół-biegunowe  będzie 


HYSBOSTATYKA.  713 

s 

Równając  tę  wartość  z  objęlości§  walca^  otrzymujemy 

Teraz,  dla  wyznaczenia  granic  całkowania,  należy  rozróżnić 
dwa  przypadki^  według  jak  wierzchołek  paraboloid  znajduje  się 
nad  dnem  naczynia  albo  pod  niem^  czyli  innemi  słowy^  według 
jak  ciecz  obracająca  się  pokrywa  całkiem  dno  naczynia  albo 
tylko  jego  część. 

1®  Jeśli  ciecz  obracająca  się  pokrywa  zupełnie  dno  naczynia, 
trzeba  całkować  od  r  =  0  aż  do  r  =  R;  co  daje 

c4.^R2  =  A,        zkąd        c==A— -R^; 

zatem  równanie  powierzchni  wolnej  będzie 

2<*  Gdy  ciecz  obracajęca  się  nie  pokrywa  całego  dna  naczynia, 
wierzchołek  paraboloid  przypada  pod  spodem;  wledy  statecz- 
na c  jest  odjemna.  Uczyńmy  r  =  —  c';  przez  podstawienie  tej 
wartości  równanie  powierzchni  poziomu  (2)  stanie  się 

Ta  powierzchnia  przecina  podstayrę  walca  wedle  koła  mają- 
cego promień  H'  dany  przez  równanie 


y 


!r«— c'  =  0,        zk«d       R'=|/  ?^. 
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Trzeba  więc  całkować  równanie  (S)  od  r  =  R'  aż  dorc=isR; 

co  daje 


^ric''-')*"*"- 


Po  wykonania  rachunku  i  podstawienia  wartości  R',  będzie 

Oba  pierwiastki  rzeczywiste  tego  równania  s§  dodatne^  jeden 

mniejszy  a  drugi  większy  od  -^— .  Pierwiastek  większy  powi- 
ty 

nien  być  odrzucony,  bo  on  dałby  R'  >  R,  Więc  biorąc 

otrzymujemy  w  tym  przypadku  równanie  powierzchni  wolnej 

Można  uważać  że,  gdy  ciecz  wychodzi  ze  spoczynku,  i,  obra- 
cajęc  się  około  osi,  dosięga  położenia  równowagi  względnej, 
punkt  powierzchni  wolnej  który  był  na  osi  zniża  się  o  tyle  o  ile 
się  wzniosły  punkta  będ§ce  w  zetknięciu  z  walcem.  Jakoż,  wy- 
sokość wierzchołka  paraboloidy  jest 

«  =  A— ^R^ 

a  wysokość  punktów  w  zetknięciu  z  walcem  wyraża  się  praez 

lig 
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«>« 


Te  dwie  wysokości  różnię  się  od  A  t§  sam§  ilością  7~  ^' »  ^^ 

y 

dowodzi  założenia. 

Zagadnienie  będzie  zupełnie  rozwiązane  jeśli  jeszcze  znaj- 
dziemy parcie  p  w  punkcie  jakimkolwiek.  Owoż,  całkując  war- 
tość dp,  mamy 

p  =  ^g9z  +  ^{x^  +  y^  +  C; 

wyznaczamy  stateczne  G  wyrałajęc  że  punkta  powierzchni  cie- 
czy wytrzymuję  parcie  stateczne  p  =  />o,  co  daje 


Więc 


Pa=-i^pA+^R*  +  C. 


P^Po-99{z-h)+  ^^{x^  +  y^-K'). 


352.  Zobaczmy  teraz  jaka  byłaby  powierzchnia  pozioma, 
gdyby  częstki  składające  ciecz  zawartą  w  naczyniu,  które  się 
obraca  jednostajnie  około  osi  pionowej,  były  pod  działaniem 
siły  skierowanej  ku  punktowi  stałemu  i  proporcyonalnej  do  odr 
ległości  od  tego  punktu. 

Nazywając  p.  wartość  tej  siły  na  jedność  odległości,  jeśli  weź- 
miemy za  początek  spółrzędnych  prostokątnych  punkt  stały  ku 
któremu  ona  jest  skierowana,  składowe  jej  przyspiesacenia  wy- 
rażą się  przez 

a  składowe  przyspieszenia  należnego  sile  odśrodkowej  przez 

•«,         »y,         0. 
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Więc  równanie  różniczkowe  powierzchni  poziomu  będzie 

—  ^{xdy  +  ydy  +  zdz)  +  w\xdx  +  ydy)  =  0; 
zk§d 


c  znaczy  stateczne  dowolna. 

Powierzchnie  poziomu  są  tu  powierzchniami  drugiego  rzędu, 
obro to wemi  około  osi  pionowej  OZ;  według  jak  będzie 

2< 

te  powierzchnie  będ§  ellipsoidami,  płasczyznami  poziomem!, 
hiperboloidami  o  jednej  albo  o  dwóch  płachtach.  We  wszys- 
tkich przypadkach  wyznaczy  się  stateczne  c,  obliczając  objętość 
cieczy  zawartej  między  powierzchnią  wewnętrzną  naczynia  a 
jedną  z  powierzchni  poziomu,  i  równając  tę  objętość  z  objętością 
danej  massy  ciekłej. 

353.  Zostawiając  szczegóły  ostatniego  zagadnienia  które  nie 
przedstawiają  nic  ciekawego,  przechodzimy  do  zagadnienia  da- 
leko ważniejszego,  które  zajmowało  najznakomiszych  Matema- 
tyków. Ale,  nie  mogąc  dać  ogólnego  rozwiązania,  bo  ono  jest 
poza  obrębem  niniejszego  dziewa,  wyłożymy  jeden  dość  obszerny 
przypadek,  chociaż  tylko  szczególny,  objęty  w  następującem 
wysłowieniu. 

Masm  płynnaj  której  cząstki  działają  nawzajem  na  siebie  wedle 
ustawy  powszechnego  przyciągania  ^  mająca  kształt  ellipsoidy  obro- 
towej spłasczonejy  czy  może  się  obracać  jednostajnie  około  swojej 
osi  zachowuj qc  równowagę  względna? 

Jeśli  weźmiemy  oś  obrotu  za  oś  x^  będziemy  mieli 
b  =  €>a^       1       — 5 —  =  X'.     . 
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Niech  będzie  ^  massa  punktu  płynnego  K(«,  0,  y)  na  który 
rzeczywiście  działają  wszystkie  inne  punkta  massy  płynnej. 
Składowe  X,  Y,  Z  siły  tego  działania,  uważanego  jako  przycią- 
ganie punktu  wewnętrznego  K  przez  całą  massę  płynną  elli- 
psoidy  obrotowej  sptasczonej  [Tom,  1, 174),  są 

X  =  -  Wf^Pa  ^-^  (1  -  J  łuk  Sty  X), 

a  składowe  siły  odśrodkowej^  siły  zmyślonej  którą  przypuszcza- 
my przyłożoną  do  punktu  K,  wyrażają  się  przez 

O,  }i«^,  fw^. 

Więc  równanie  różniczkowe  powierzchni  poziomu  jest 

ft»/p  Lt}L  (i-i  łuk  Sty  \)adm 
+  Wp^l±i^ukslyX-.  1 -^)(pdf^ 

Trzeba  dla  równowagi  massy  płynnej  żeby  to  równanie  było 
różniczką  dokładną,  a  dla  ruchu  ellipsoidy  płynnej  żeby  między 
powierzchniami  poziomu  znajdowała  się  powierzchnia  tej  elli- 
psoidy. Owoż,  jeśli  podzielimy  równanie  przez  S£  i  zcałku- 
jemy,  znajdziemy 

2(i+X2)(l-lłukslyXy+(l±^'łukstyX--.l-0^j^^^ 

*  To  równanie  przedstawia  właśnie  ellipsoidę  obrotową  około 
osi  OZ. 
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Owoł  rdwnumd  elUpgoidy  płynną)  j«(»t 


*'  +  ^^=-*»      »'*>o      (i+xV+lP4-y*=*S 


Zęby  więc  powierzchnia  naszej  ellipsoidy  była  jedn§  z  po- 
wierzchni poziomu^  trzeba  dobrać  stateczne  dowolna  G  tak,  ^ 
żeby  można  byto  ztożsamió  równanie  dwóch  ellipsoid;  co  wy- 
maga najpierwej  żeby  się  stało  zadość  warunkowi 

2(i  -^łuk8ty).)  =  ?4^łukstyX  -^  1  ^  J^; 


zkęd  równanie 


^  H"^łnL  cl«^  -_  *  —  }^ 


A 


łukslyX  — 3  = 


2if/p' 


które  wysnaeui  \y  jećli  p  i  •»  8§  wiadome. 

Gdy  X  jest  ilością  bardzo  mał§,  można  rozwinąć  ł(ikstyX;  co 
daje 

łukisty X  =  X  —  -  +  ^  — .  • . 
Podstawiając  tę  wartość  w  ostatniem  równaniu,  będzie 


ilbo 


U  „  ,  / 


«  »» 


15^*+S"~ '1^,' 


Zt§d,  zaniedbuięc  potęgi  wyiisze  o«]  y^,  wynika 


A»  = 
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Wprowadźmy  teraz  spłaiiaenie 

b  —  a 
będziemy  mieli 

Zaniedbując  «',  będzie    e  =  -;      więc      c  =  7-5-  — y  • 

4  16  ir/p 

Ellipsoida  płynna  jest  mało  spłasczona,  nie  wiele  się  różni  od 
sfery ;  Jakie  ona  wywiera  przycięganie  na  punkta  Ieł«e6  nh  rń« 
wniku  które  s§  w  odległości  &? 

Natężenie  tego  przyciągania  ma  za  miarę 

Owoż,  siła  odśrodkowa  na  równiku  wyraia  się  przez  a-b; 
zatem  stosunek  siły  odśrodkowej  do  przyciggania,  który  ozna- 
czymy przez  f ,  ma  wartość 

wprowadźmy  9  do  ty  będzie 

« =  r  9  7 »       albo  prawie       e  =  -  «. 
ko  i  a 

Więc^  żeby  ellipsoida  płynna  mogła  się  obracać,  trzeba  żeby 
jej  spłasczenie  miało  wartość  przybliżona 
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Ztęd  wnosimy  łe  ziemia  nie  mogła  być  pierwotnie  płynem 

jednorodnym,  bo  jej  spłasczenie  jest    e  ='Krrf 

Ale,  jeśli  gęstość  ziemi  była  wielka  we  środku,  jakie  musiało 
być  spłasczenie? 

Przypuszczając  źe  jądro  ziemi  miało  pierwotnie  massę  H, 
przyciąganie  tej  massy,  wywarte  na  punkt  K  w  odległości  j, 
nadaje  mu  przyspieszenie  którego  składowe  są 

_/Ma        _/MP        ^[^y* 

fi  V         fi  i"      '   fi  y 

a  składowa  przyspieszenia  nadanego  pozornie  przez  siłę  odśrod- 
kową są  jeszcze 

Zatem  równanie  różniczkowe  powierzchni  poziomu  jest 

Ale  równanie 
daje 

M*  =  orfa  +  pd/3  +  ydy . 

Podstawiając  tę  wartość  mamy 

zkąd,  dzieląc  przez  fU  i  całkując,  wynika 
Stateczna  dowolna  c  wyraża  odwrotność  promienia  biegu- 
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nowego;  jakoż  czynifc  ^  =  0  i  y=0^  otrzymujemy 

1 

A  jeśli  oznaczymy  przez  R  ten  promień,  będzie 

Szukajmy  teraz  spłasczenin.  Nazywając  R'  proinipii  równika, 
mamy 


zatem 


ł!=p-»-f-yi=K'i; 


1  _l_  ^'  =  1 

U'  "I"  a/^M       K' 


Owoż 


U' 


'R'      «R'J 


wprowadzaj§c  o  do  ostatniego  równania^  znajdujemy  zwitek 

U'  "^  2H'  ~"  K" 
Z  którego  wywodzimy  spłasczenie 

R^  —  R  _  V 

R  2' 

Ta  wartość  daje  dla  naszej  ellipsoidy  spłasczenie 

1  1    . 


2.289       578 
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WicQ  ziemia  mogła  być  pierwotnie  mass^  płynna,  z  częścią 
środkowa  bryłow§. 

Taki  jest  szczególuy  praypadek  ruchu  wirowego  jednostajnego 
massy  płynnej  jednorodnej,  mającej  kształt  ellipsoidy  obroto- 
wej. Jarobi  poszedł  dalej^  i  dowiódł  ie  ellipsoida  mająca  trzy 
osie  nierówne  może  także  być  rozwiązaniem  zagadnienia. 
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35^.  W  Hydrostatyce  wiedza  parcia  zasadza  się  cała  na  zało« 
źeniu  doskonałej  płynności,  z  której  pochodzą  dwie  charakte* 
ryslyczne  własności  płynów;  pierwsza,  ie  płyny  w  równowadze 
wywierają,  w  każdym  punkcie  wziętym  wewnątrz  ich  massy,  par- 
cie równe  na  wszystkie  strony  i  normalne  do  nieskończenie 
małej  cząstki  powierzchni  przez  ten  punkt  przechodzącej;  a 
druga,  że  te  płyny  przeprowadzają  zarówno  na  wszystkie  strony 
parcia  przyłożone  do  ich  powierzchni.  Na  tych  dwóch  własnoś- 
ciach opierają  się  równania  równowagi  płynów. 

Ale  doświadczenie  dowodzi  że  w  ruchu  płynów  rozwija  się 
pewne  tarcie  ślizgania  jednych  części  płynnych  na  drugich,  i  to 
tarcie  jest  tern  znaczniejsze  im  prędkość  ślizgania  jest  większa. 
Aby  się  o  tern  przekonać,  dość  jest  przypatrzeć  się  rzece.  Jej 
ruch,  uważany  w  niewielkiej  rozciągłości,  jest  prawie  jedno- 
stajny; a  gdyby  nie  było  tarcia,  to  byłby  przyspieszony  jako 
ruch  ciał  ślizgających  na  płasczyznach  pochyłych.  Nadto,  gdyby 
tarcie  płynów  odbywało  się  wedle  tych  samych  ustaw  co  tarcie 
ciał  bryłowych,  istniałoby  pewne  nachylenie  łoża  rzeki  na  kt6* 
rem  ruch  byłby  jednostajny.  Na  wszystkich  innych  nachylc- 
niach,  i  w  tych  samych  okolicznościach,  byłoby  przyspieszenie 
albo  opóźnienie.  Owoft,  doświadczenie  pokazuje  że  ruch  jedno- 
stajny zawsze  nastaje  jakakolwiek  jestspadsistość,  i  tylko  pręd- 


12fl  HYDRODYNAMIKA. 

kość  zwiększa  się  ze  spadzistości§  a  tarcie  z  prędkościę.  Zl^d 
wynika  że  płyn  w  ruchu  nie  posiada  wszystkich  własności  płynu 
w  równowadze;  to  jest  nie  przeprowadza  zawsze  równo  na 
wszystkie  strony  parć  odebranych^  i  jego  parcie  może  nie  być 
normalne  do  czystki  na  klór§  ciśnie,  .ani  być  koniecznie  to  samo 
we  wszystkich  kierunkach  około  jednego  punktu.  Można  jednak 
przypuścić  że  te  własności  istnieje  jeszcze  gdy  ruch  nie  jest 

bardzo  bystry;  doświadczenie  zgadza  się  często  dość  dobrze 
z  tego  założenia  wywiedzionemi  wynikami,  które-  jeśli  nie  są 
zupełnie  prawdziwe,  to  w  praktyce  przynajmniej  s^  w  ogóle  do- 
statecznie praybliżone  do  prawdziwych.  Wiedzęc  o  tem  wszys- 
tkiemu będziemy  szukali  równań  ruchu  płynów  nie  zważając  naj- 
pierwej  na  tarcie^  które  później  do  rachunku  wprowadzić  trzeba. 

Równania  ogólne  ruchu  płynów.  Aby  wyznaczyć  ruch  układu 
materyalnego  punktów  w  przestrzeni,  dość  jest  znaleźć  spół- 
rzędne  każdego  z  tych  punktów  w  funkcyi  czasu.  W  ruchu  pły- 
nów rzecz  przedstawia  się  inaczej.  Zamiast  szukać  ruchu  każdej 
częslki  płynnej  z  osobna,  korzystniej  jest  wiedzieć  co  się  dzieje 
wjakimkolwiek  punkcie  przestrzeni  przez  który  ta  cz^istka  prze- 
chodzi. Owoż,  w  epoce  odpowiedaj^cej  czasowi  ^  jedna  z  czy- 
stek płynnych,  majęcamassg  dm,  zajmuje  punkt  M  przestrzeni, 
opisując  pewn§  linię  krzywic ;  zagadnienie  ruchu  płynów  zależy 
więc  na  wyznaczeniu  prędkością  parcia  i  gęstości  cząstki  dm 
która  się  znajduje  w  punkcie  M  na  końcu  czasu  t.  Nazwijmy 
X,  y,  i  spółrzędne  punktu  M,  i  niech  będą 

dx  dy  dz 

dł'  dt'  dt 

składowe  prędkości  cząstki  cfm,  przechodzącej  przez  punkt  M 
w  czasie  t;  po  chwili  ta  cząstka  będzie  przeniesiona  gdzieindziej, 
a  inna  cząstka  płynu,  mająca  inszą  prędkość,  zastąpi  ją  w  pun- 
kcie M.  Ztąd  wynika  że  ilości  u^t.w  są  w  punkcie  stałym  M 
funkcyami  czasu  t,  a  zmieniając  się  z  punktem  M  są  funkcyami 
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spółrzędnych  x,y,  z  :  więc  skiadowe  t/,  Vt  w  prędkości  częstki 
dm  są,  ogólnie  funkcyami  czterech  zmiennych  niezależnych 
^>  l/f  h  ^*  Nietrudno  teraz  pojęć  że  parcie  p  jakiego  doznaje 
czystka  dm  zajmująca  punkt  M,  i  jej  gęstość  p  sf  ogólnie  także 
funkcyami  tych  samych  czterech  zmiennych  x,  y,  z,  t.  To  usta- 
liwszy, widzimy  że  niewiadomemi  zagadnienia  ruchu  płynów 
s§ :  składowe  u.  Vy  w  prędkości  jakiejkolwiek  czystki  płynnej  dm, 
jej  parcie  p  i  gęstość  p.  Trzeba  więc  pięciu  równań  do  ich  wy- 
znaczenia. 

Niech  będ§  \dm^  Ydy^  Zdm  składowe  siły  zewnętrznej  która 
działa  na  czystkę  dm,  w  chwili  gdy  ona  zajmuje  położenie  M; 
jeśli  nazwiemy  u\  v\  w'  składowe  całego  przyspieszenia  tej 
częstki,  udm,  v'dm,  w'dm  będę  wyrażały  składowe  jej  siły  bez- 
władności. Owoż,  na  mocy  zasady  WAlemberta,  płyn  byłby  w  ró- 
wnowadze, gdyby  jakakolwiek  jego  częstka  dm  była  pod  dzia- 
łaniem siły  majęcej  składowe 

(X  —  v!)dm,        (Y  —  v*)dmy        (Z  —  w^m^ 

więc,  jeśli  w  równaniach  różniczkowych  równowagi  płynów 
(332),  zaślepimy  X,  Y,  Z  przez  X  — 1«'  Y  — r',  Z  — u/,  otrzy- 
mamy trzy  równania  o  różniczkach  częstkowych 

Należy  teraz  uważać  że  przyspieszenie  ti'  jest  pochodne  zu- 
pełne prędkości  u  względem  czasu  t.  Częstka  dm  przenosi  się 
w  czasie  dt  z  punktu  M  na  inne  położenie,  i  jej  spółrzędne  x,y^2 
biorę  przyrosty  udł^  vdt,  wdC;  zatem,  na  końcu  dt  przyrost  du 
prędkości  u  będzie 

dt      ^  dx       ^  dy      ^  ii 


726  HYDRODYRAKAMI. 

Mamy  więc  dla  składowej  vt  cdego  przyspieszenia  częstki  im 
wartoćć 

,      du  .     du   i     du   .      du 

Będzie  tak  samo 

,       dv   i      dv    ,       dv   X       dv 

^  ,      dw   .      dw   i      dw  ,      dw 
dł    ^      dx    ^      dy   ^       dz 

Przez  podstawienie  tych  wartości  otrzymane  wyżej  równania 
staję  się 

\  dp      ^       du  du  du         du 

p  dx  dt  dx         dy         dz 


(i) 


\  dp Y— .?^—     ^—     ^—     — 

p  dy  *"  dt  dx         dy         dz  * 

i  dp      „       dw        dw        dw         dw 
p  dz^  at         dx         dy  dz 

0 

Mamy  już  trzy  równania  którym  pięć  niewiadomych  funkcyj 
u,  V,  Wjpy  p  zadość  czynić  powinny;  trzeba  więc  jeszcze  znaleźć 
dwa  równania.  Otrzymamy  jedno  z  nich,  wyrażajęc  że  massa 
płynna  jest  cięgła.  Oto  jakim  sposobem  : 

Gęstość  zmienna  p  częstki  płynnej  dm^  albo,  jako  mówię  nie- 
którzy, massa  gatunkowa  p  częstki  dm,  jest  zwięzana  z  prędko- 
ściami różnych  częstek  płynu  niezależnie  od  sił  które  do  nich  sę 
przyłożone.  Jakoż,  gdyby  znano  prędkości  wszystkich  częstek 
płynu^  majęc  duny  ich  stan  początkowy,  ruch  całej  massy  płyn- 
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nej  byłbyjwyznaczony,  i  znanoby  w  każdej  chwili  położenie  cxf- 
fitek  płynnych  w  szczególności;  wtedy  możnaby  wiedzieć  jakie 
czystki  w  danej  chwili  zajmują  nieskończenie  małą  objętość 
wziętą  gdziekolwiek  wewnątrz  płynu,  i  temsamem  jaka  jest 
massa  płynu  zawarta  w  tej  objętości ;  mo2naby  więc  znać  gę- 
stość p  płynu,  względną  do  punktu  przestrzeni  w  którym  ta  mała 
objętość  wzięta  została.  Go  już  dowodzi .  że  gęstość  zmienna  p 
zależy  od  prędkości  cząstek  płynu.  Aby  wyrazić  związek  między 
u,  V,  w  i  p,  wyobraźmy  sobie  w  massie  płynnej  nieskończenie 
mały  równoiegłóścian  stały,  którego  wierzchołek  M  ma  spół- 
rzędne  x,  y,  z,  a  którego  krawędzie,  wychodzące  z  punktu  M 
i  równoległe  do  osi  spółrzędnych,  są  dx,  dy,  dz.  Na  końcu 
czasu  t  -Ą-  dtj  massa  ^dxdydz  płynu  zawartego  w  tym  równo- 

przez  czas  dt,  ilością 


ległościanie  staje  się   U -\- -^  dndxdydz ;    powiększa  się  więc, 


^  didxdydz. 


Owoź,  możemy  mieć  drugie  wyrażenie  tego  przyrostu,  szu- 
kając przewy&ki  niassy  płynu  która  wchodzi  przez  czas  dt  do 
małego  równoległościanu,  nad  tą  która  z  niego  wychodzi.  I  w  sa- 
mej rzeczy,  ponieważ  kierunek  prędkości  zmienia  się  sposobem 
ciągłym,  jeśli  pewna  ilość  płynu  wchodzi  przez  jedną  ścianę  to 
wychodzi  także  pewna  część  przez  ścianę  przeciwległą;  dość 
więc  wyrachować  przewyżkę  pierwszej  ilości  nad  drugą,  dla 
każdego  z  trzech  dwojanów ścian  przeciwległych;  summa  trzech 
przewyżek  będzie  przyrostem  massy  płynu  zawartego  w  małym 
równoległościanie. 

Niech  będzie  najpierwej  ściana  Mdydz,  równoległa  do  płas- 
czyzny  yz ;  płyn  przechodzący  przez  tę  ścianę  w  czasie  dt  ma 
kształt  graniastonu  ogólnie  pochyłego,  którego  wysokością  jest 
iidt   a  podstawą   dydz.  Zatem,   uważając  u  i  p  jako  war-* 
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tości  Średnie  w  całej  rozciągłości  nieskończenie  małego  równo- 
ległościanu^  widzimy  że  massa  płynu  która  do  niego  weszła 
przez  ścianę  Mdydz  ma  za  miarę  ^dydzudi.  Największa  ilość  tej 
massy  zostanie  w  równoległościanie  przez  czas  dt^  ale  część  jej 
może  wyjść.  W  tym  samym  czasie  dt^  część  płynu  zawartego 
pierwotnie  w  równoległościanie  wychodzi  z  niego  przez  ścianę 
przeciwległą  ścianie  Mdydz,  a  zmienność  prędkości  i  gęstości 
tej  massy  płynnej  zależy  jedynie  od  x,  Ztąd  wynika  że  massa 
płynu  wycliodzącego  przez  rzeczoną  ścianę  ma  wartość 

dydzUu  -| — ^  dx\dt. 

Zatem  przewyżka  pierwszej  massy  nad  drugą  jest 

-^  dxdydzdt. 

Dwa  inne  dwojany  ścian  równoległych  do  płasczyzn  xz  i  xy 
dają  przewyżki 

—  -^  dxdydzdt        i         — -^  dxdydzdf. 

Summa  tych  trzech  przewyżek  wyraża  przyrost  massy  płyn- 
nej zawartej  w  równoległościanie  na  końcu  czasu  dt.  Więc,  ró- 
wnając dwa  wyrażenia  wartości  tego  przyrostu^  mamy  róicnanie 
ciągłości 

/«v  dp   ,  rf.pti   ,  rf.  Pt;  ,   rf.pw  _  ^ 

^^^  dt^lF^l^^-W-^' 

Zobaczmy  jak  to  równanie  tłumaczyć  trzeba  stosownie  do 
natury  płynów;  albowiem  ustawa  zmienności  gęstości  p,  nie 
jest  ta  sama  w  cieczach  co  w  gazach. 
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Jeśli  gęstość  płynu  jest  stateczna^  jako  na  przykład  w  cieczacti 
jednorodnycli  i  nteściśliwycti,  r<)wnanie  (2)  staje  się 

/«\  du  ,dv   .dw _f^ 

W  tym  przypadku^  ponieważ  p  =  siał.  s^  tylko  cztery  nie- 
wiadonae  p,  u,  Vj  w;  i  sę  także  cztery  równania  (1)^  (3),  dosta- 
teczne do  ict)  wyznaczenia  w  funkcyi  zmiennych  x^  y,  Zy  t. 

Odnosząc  równanie  (3)  do  summy  trzech  ostatnich  wyrazów 
równania  (2),  widzimy  że  pt*ze wyżka  płynu  który  wszedł  do 
równoległościanu  nad  płynem  który  z  niego  wyszedł  j^st  zero; 
a  ponieważ  gęstość  zostaje  stateczna^  objętości  tych  dwóch  ilości 
płynu  sa  równe.  Ztąd  wynika  że  objętość  jakiejkolwiek  części 
płynu  jednorodnego  nie  zmienia  się  przechodzęc  od  jednego 
punktu  przestrzeni  do  drugiego. 

Jeśli  ciecz  jest  nieściśliwa  i  różnorodna,  jej  gęstość  zmienia 
się  od  jednej  cząstki  składowej  dm  do  drugiej;  ale,  z  przyczyny 
nieściśliwości  całej  massy,  gęstość  cząstki  dm  w  całym  biegu 
jej  ruchu  zostaje  zawsze  funkcyę  stateczną  zmiennych  x,  y,  z,  t 
Ta  funkcya  jest  niewiadoma.  Aby  wyrazić  że  jest  stateczna^  trzeba 
zrównać  do  zera  jej  różniczkę  zupełną^  uważając  ilości  x,  y^  z 
za  spółrzędne  cząstki  dm^  a  zatem  jako  funkcye  czasu  t.  Otrzy- 
mujemy tym  spobem  równanie 

^  ^  dt  ^  dx     ^  dy      ^  dz 

na  mocy  którego  równanie  (2)  przywodzi  się  do 

* 

.,.  du    ,  dv    ,  dw       ^ 

(^^  51-  +  5^  +  di  -  *• 

Ostatnie  równanie  (5)  wyraża  nieściśliwość,  a  poprzedzające  (/i) 
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róinorodnuść.  Te  dwa  równania  przydane  do  równań  (I)  sta- 
nowią układ  pięciu  równań^  potrzebnych  do  wyznaczenia  pięciu 
niewiadomych  /),  p,  m,  v,  tv  zagadnienia. 

Gdy  jest  do  uważania  płyn  sprężysty,  jako  powietrze,  do 
którego  się  stosuje  ustawa  Mariotta,  będzie 

Ten  związek  między  p  i  p^  w  którym  spółczynnik  k  jest  ogól- 
nie funkcyę  temperatury,  dołęczony  do  równań  (1)  i  (2),  wy- 
znacza niewiadome  /)«  p,  u,  Vy  w, 

355.  Warunki  as^zgibdne  do  powierzchni.  Popraedzśjęce  ró- 
wnania stosują  się  do  wszystkich  punktów  wewnętrznych  płynu, 
i,  jeśli  płyn  jest  nieograniczony,  trzeba  tylko  wyrazić  warunki 
względne  do  stanu  początkowego.  Ale,  jeśli  płyn  jest  ograni- 
czony, naprzykład  zamknięty  w  naczyniu,  istnieje  szczególne 
równania  dla  jego  punktów  będących  na  powierzchni  ściany. 
Zazwyczaj  przypuszczają  że  punkta  płynu,  które  były  najpierwej 
w  zetknięciu  ze  ściana  ruchoma  albo  .nieruchom^^,  zostaje  na 
niej  przez  czas  nieokreślony,  a  zaś  punkta  które  należały  pier- 
wotnie do  powierzchni  wolnej,  nie  przestaje  nigdy  być  jej 
części§.  Te  założenia,  mniej  więcej  zgodne  z  naturalnym  stanem 
rzeczy,  ścieśniają  wiele  zagadnienie  ruchu  płynów;  a  mimo 
tego  bardzo  mało  jest  przypadków  w  których  rachunek  zupełnie 
dokonać  si(;  może! 

Niech  będzie  F{a:,  y,  z,  /)  =  O  równanie  powierzchni  ściany 
ruchomej,  na  której  się  znajduje  pewny  punkt  płynu  mający 
spóh*zcdne  x,  y,  z)  wedle  założeń  trzeba  ż 'by,  na  końcu  cza- 
su dt^  było 

.    Fi7  Ą-  diy  X  -Ą-  udt,  y  \  vd(,  z  -f-  tcdt)  =  Oj 
zk^d 

,,.  rfF   ,      dF  \     dF  ,       d¥      ^ 
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Otóż  równanie  warunkowe,  którego  pierwszy  wyraz  -7-  znika 

jeśli  ściana  jest  stała. 

To  równanie  powinno  istnieć,  przez  cały  czas  ruchu,  dla 
punktów  które  były  pierwotnie  w  zetkni^iu  ze  ścianę;  podobne 
równania  istnieję  dla  wszystkich  części  powierzchni  które  nie 
sę  wolne. 

Powierzchnia  wolna  jest  pod  działaniem  wiadomego  par- 
cia Po,  klóre  jesi  zwykle  to  samo  we  wszystkich  jej  punktach, 
ale  które  może  się  zmieniać  z  czasem  t.  Nie  zwaiajęc  na  zamęty, 
wiry  i  lym  podobne  ruchy  gwałtowne,  które  sprowadzają 
punkta  płynu  z  jego  powierzchni  do  wnętrza  i  nawzajem,  w  za- 
łożeniu w  którem  się  stawiamy,  wyrażamy  tylko  że  punkta  płynne 
ślizgaję  na  powierzchni  wolnej,  idealnej,  mąjęcej  za  równanie 

p  — Po=0; 

zkęd,  dla  tych  punktów  płynnych  wywodzimy  warunek 


'«'       t  +  «?x  +  «|+4  =  «-      "^°      =P 


Równania  (5)  i  (6),  razem  z  równaniami  wynikającemi  ze 
stanu  początkowego,  służę  do  wyznaczenia  funkcyj  dowolnych 
wprowadzonych  przez  całkowanie  równaó  różniczkowych  cząst- 
kowych (1)  i  (2), 

356.  Uważaliśmy  dotęd  x,  y,  z  jako  spółrzędne  punktu  wy- 
znaczonego, ale  wziętego  gdzie  się  podoba  w  przestrzeni  napeł- 
nionej massę  płynne.  Jeśli  chcemy  znać  ruch  jednej  szczególnej 
częstki  płynnej,  przypuszczając  że  Xy  y,  z  oznaczaję  spółrzędne 
tej  częstki,  wtedy  x,  y,  z  przestanę  być  zmiennerai  niezale- 
żnemi  i  stanę  się  funkcyami  czasu  /.  Aby  je  wyznaczyć,  trzeba 
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całkować  trzy  równania  różniczkowe  jednoczesne 
dx  dv  dz 

zastąpiwszy  najpierwej  u^  t;,  w  przez  ich  wartości  ogólne,  zna- 
lezione jakośmy  poprzednio  pokazali.  Wtedy  x^  y,  z  będ^i  funk- 
cyami  czasu  i  i  trzech  statecznych  dowolnych;  wyznaczy  siy  le 
stateczne  wyrażając  że^  dla  r  =  O,  x^  y,  z  bior§  wartości  a,  6^  c 
spółrzędnych  początkowych  czystki  uważanej. 

Nie  potrafiono  jeszcze  zcałkować  ogólnych  równań  ruchu  pły- 
nów. Gdyby  to  zrobić  umiano,  bez  wątpienia  rozszerzonoby  gra- 
nice matematycznej  wiedzy ;  ale  zt§d  Mechanika  nie  bardzo 
wiclk§  odniosłaby  korzyść,  dlatego  że  równania^  które  miano- 
wano ogólnemi  równaniami  ruchu  płynów,  nie  s§  prawdziwe 
tylko  przybliżone  (*),  a  w  przypadkach  w  których  się  udało  ich 


(*)  W  ustalenia  tych  równań » jakośmy  zastrzegli^  nie  zważano  na  tar- 
cie ;  a  doświadczenie  dowodzi  że  w  ruchu  płynów  nie  wolno  zaniedbywać 
tarcia  które  właśnie  sprawia  to  co  nazywają  lepkością.  Navier  usiloj^c 
wprowadzić  do  rachunku  lepkość,  przedstawia  w  następującym  kształcie 
ogólne  równania  Hydrodynamiki 

idp ,     /d^u      d*u  ,  dhi\     du du du (iu 


^   ,     /dh)   .  d^v   ,  d'v\     dv        dv         dv  dv 


^dp      „    ,     /dhv  ,  d^w  .  dhv\     dw        dw         dw         dw , 

w  których  e  jest  spółczynnikiem  statecznym,  a  nawiasy  wyrażają  składowe 
pewnej  siły,  pochodzącej  z  tarcia  czystek  płynnych  ruchomycłi,  która  ma 
zbliżać  je  i  oddalać  nawzajem.  Ale,  te  dość  zawiłe  równania,  zbijane  przez 
jednych,  modyfikowane  przez  drugicb,  potrzebuje  doświadczennego  po* 
twierdzenia.  W  stanie  obecnym  s?  one  więcej  wskazem  niedostatku  niż 
rzetelnym  nabytkiem  umiejętności. 
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całkowanie^  teorya  nie  zgadza  się  zupełnie  z  doświadczeniem. 
Nie  ma  więc  co  żałować  dotychczasowej  niemożebności  całko- 
wania tycli  równań  dla  Mecłianiki. 

Dodajemy  do  tego  źe  cztery  ogólne  twierdzenia  Dynamiki 

stronica  226)  stosuje  się  do  ruchu  massy  płynnej  jakiejkolwiek ; 

zatem^  kiedy  tylko  użycie  tych  twierdzeń  może  doprowadzić  do 

szukanego  wyniku  trzeba  na  tem  poprzestać,  i  nie  udawać  się 

do  równań  różniczkowych  ustalonych  powyżej. 

357.  Równania  różniczkowe  cząstkowe  (1)  uproszczaj$  się, 
gdy  wyrażenia  Xdx  -|-  Yrfy  +  Zrfz  i  udx  +  vdy  -j-  wdz 
s§  różniczkami  dokładnemi,  to  jest  gdy  istnieje  równania 

\dx'Ą'Ydy+Zdz  =  dV, 

udx  -|-  vdy  -f"  ^^^  =  d(f* 

w  których  U  i  y  sę  funkcyami  czterech  zmiennych  j;,  y,  z,  t; 
X,  Y,  Z  i  M,  Vy  w  s^  pochodnemi  częstkowemi,  odpowiednych 
funkcyj  U  i  <p,  wziętemi  względem  spółrzędnych  Xy  y,  z  uwa- 
żanych jako  zmienne  niezależne.  U  jest  funkcyą  sił,  a  przez 
podobieństwo  nazwano  f  funkcyą  prędkości. 

Aby  wydatnie  pokazać  uproszczenia,  uważajmy  że^  jeśli  po- 
mnożymy równania  (1)  odpowiednio  przez  dx  =  udt^  dy=^vdł, 
dz  =  wdi  i  dodamy  stronami^  otrzymamy  równanie  które  może 
wzi^ć  kształt  następujący 


-„(g-+|^  +  *».,), 
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albo 

Nietrudno  teraz  widzieć  ie  druga  sti^ona  jesl  różniczka  do- 
kładnSi  kiedy  z  funkcy§  sił  istnieje  jeszcze  funkcya  prędkości. 
W  samej  rzeczy,  gdy  wyrażenie  udx^vdifĄ-  wdz  jest  róiniczk§ 
dokładna  pewnej  funkcyi  9  względem  spółrzędnych  x,  y,  Zy 
wtedy  jego  pochodna  względem  czasu  t  będzie  także  różniczka 
dokładne;  albowiem 

(U       ^dt    ^^dz  Mx      ^HĘ^^dtdz  dt 

Mamy  więc 

(8)  ^=dU-.rf^-^ld('S  +  ^  +  ^;\; 

^  P  dt       2    \dx^^d^^  dzy 

wszystkie  różniczki  sg  wzięte  względem  x,  y,  z^  uważając  tu 
czas  t  jako  stateczny. 

Jeśli  nazwiemy  V  prędkość  czystki  dm  która  przechodzi  w  epo- 
ce t  przez  punkt  (a?,  y,  s),  to  równanie  weźmie  kształt  nieza- 
leżny od  wyboru  spółrzędnych 

P  dt        2 

Równanie  (8)  może  się  zcałkować,  gdy  gęs(ość  p  jest  ilości§ 
stateczne  albo  funkcyę  wiadome  parcia  p ;  jako  się  zdarza  w  cie- 
czach jednorodnych  i  w  gazach  temperatury  statecznej. 

W  cieczach  jednorodnych  mamy  zaraz 

P~^      dt      ^[cLc^^^^y^^dzy' 
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trzeba  tylko  do  drugiej  strony  przydać  fuokcyę  dowola§  czasu  t^ 
albo  j§  uwaiać  jako  zawarta  w  funkcyi  y. 

Dobrze  jest  pamiętać  ie,  w  tym  przypadku^  równanie  cią- 
głości cieczy,  już  przywiedzione  do  równania  nieściśliwości  (3), 
bierze  teraz  kształt 

d<D    I   d\    I    d'^o      ,» 

zkęd  możaa  otrzymać  ?  w  funkcyi  jr,  y,  2^  i  następnie  po  wy- 
znaczeniu funkcyj  dowolnych,  znaleić  u,  t;,  w  przez  różniczko- 
wanie funkcyi  9. 

W  gazach  temperatury  stałej  jest  p  =  kp]  ruguj§c  p  z  równa- 
nia (8)  i  potem  całkując,  znajdujemy  równanie 

^^^'-^       di       ^W^dp^dT^r 

które  wyznacza  p  w  funkcyi  9. 

W  gazach,  gdy  funkcya  prędkości  istnieje,  równanie  (2)  może 
wzi^ć  postać 


jtH IZ 1 X: — I X —  —  "• 


Podslawiaj^c  wartość  p,  wyci^niętę  z  poprzedzającego  ró- 
wnania, otrzymuje  się  równanie  które  daje  9  ;  zk(id  w,  «;,  w. 

Ogólniej,  jakiekolwiek  s^  płyny,  równanie  (2)  w  przypadku 
funkcyi  prędkości  może  zawsze  brać  kształt 

^^'  dt^     dr.    ^    dy    ^    d» 
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Znając  ustawę  gęstości  p  wedle  natury  ptynów,  będzie  moina 
znaleźć  p  i  ?  za  pomoce  równań  (7)  i  (8);  a  gdy  funkcye  do- 
wolne zostaną  wyznaczone^  otrzyma  się  u,  v,  w  różniczkując  9. 

358.  Uproszczenia  wykonane  na  początku  numeru  357  opie- 
rają się  na  twierdzeniu  następujęcem,  które  Lagrange  podał 
w  swojej  Mechanice  analitycznej  : 

Jeśli  udx  -}-  vdy  -{-  wdz  jest  w  pewnej  epoce  różniczka  dokta- 
dng^  to  niajest  w  jakiej  kol  wiek  chwili  ruchu. 

Różni  autorowic,  nie  przyjmując  jego  dowodzenia,  osadzają 
swoje  na  założeniu  cieczy  jednorodnycli  albo  gazów  tempera- 
tury statecznej.  Ale  to  s^  tylko  bardzo  szczególne  przypadki 
twierdzenia  Lagrange'a.  Następujące  dowodzenie  jest  równie 
ogólne  jak  proste. 

W  przypuszczeniu  funkcyi  sił  U,  równania  różniczkowe  ctąsi- 
kowe  ruchu  płynów  maj§  kształt 

1  dp      d\j       d         \dp      dV      d        i  dp      dli       d 
p  dx      dx       dt  '    p  dy      dy       dt  ^    p  dz       dz       dt 

Weźmy  pochodne  z  pierwszego  względem  y  a  z  drugiego 
względem  x,  będzie 

1    d^p    I p  rfp  _  rfnj         d  du 

p  dydx      dy  dx      dydx       dt  dy ' 

i    dy?    . pdp_  flPU  _  d  dv^, 

p  dxdy  ^  dx  dy       dxdy       3?  dx ' 

zk^d^  odcifgajęc  stronami^  wynika 

di      di 

p  dp pdp^ ^/^ ^^\ 

dx  dy       dy  dx      dt\^      Sr/  * 
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Jeśli  gęstość  p  jest  stateczna  albo  proporcyonalna  do  parcia  p^ 
pierwsza  strona  jest  zero;  ale  ta  strona  jeszcze  jest  zero  w  przy- 
padku zupełnie  ogólnym.  Wiadomo  albowiem  z  analizy  że,  gdy 
dwie  funkcye  lyćh  samych  zmiennych,  jako  f{x,  y,  z)  i  9(0:,  y,  z), 
maj§  między  sob§  związek  jakikolwiek,  s^  funkcye  jedna  dra- 
giej,  wtedy  ich  pochodne  sprawdzają  równania 

df  d(p df  do  df  r/9 dfdo rf/*  do df  d(f ^  ^ 

dx  dtj       dij  ^aj:       dx  dz       dz  djc       d*j  dz        dz  di/ 

i  nawzajem.  Owoż,  w  płynach  gęstość  p  i  parcie  p  s$  ogólnie 
funkcyami  spółrzędnych  x,  y,  z,  a  gc^stość  jeśli  nic  jest  stateczna 

zależy  od  parcia;  więc  -  i  p  dają  zawsze  równanie 

d-  d- 

dx  dy       dy  dx        '  dt\dy       dx) 


Ten  wynik  dowodzi  źc  różnica    — —  --  jest  niezależna  od 

dy       dx 

.   rM    '       •         1  u  •    .      ' «.  •        ^w      dw   .  do      dw 
czasu  /.  Okaże  sie  podobnie  ze  różnice    -. -5-   1  -5 -=— 

*  dz      dx       dz      dy 

s^i  także  niez  dcźne  od  czasu  /.  Zatem,  jeśli  te  trzy  różnice  s§  zero 
w  jednej  epoce,  to  będyi  zero  w  każdej  innej.  A  więc,  ponieważ 
warunki  calkowalności  wyrażenia  udx -Ą- idy -Ą- wdz  s^  nieza- 
leżne od  czasu,  jeśli  to  wyrażenie  jest  różniczka  dokładna 
w  pewnej  epoce,  to  ni^  jest  w  każdej  chwili  ruchu.  Co  właśnie 
stanowi  twierdzenie  Lagranża.. 

\fożna  łatwo  wiedzieć  czy  w  danym  ruchu  płynu  istnieje 
funkcya  prędkości  9,  albowiem  dość  tylko  się  zapewnić  czy 
ona  ma  miejsce  w  stanie  poczęlkowym.  Trzeba  zaś  uważać  że 
temu  wystarczającemu  warunkowi,  slaje  się  zadość,  gdy 
prędkości  wszystkich  punktów  s^  zero  wstanie  pocz^itkowym ; 

MECHANIKA.  Ił.  —   li", 
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bo  ^tedy  mamy 

udx  -|-  idy  -}-  tvdz  =  O, 

co  jest  oczywiście  różniczkę  dokładna. 

359.  W  ruchu  massy  płynnej  która  się  ohi'ac:i  jednostajnie 
około  osi  stałej  lak,  źe  jej  punkla  zachowuję  położenie  względne, 
wyrażenie  udx  -(-  vdyĄ~iodz  nie  jest  różniczkę  dokładne.  Jakoż, 
o/naczajęc  przez  &>  pręflkość  kęlowę  stateczne,  i  przez  r  odle- 
głość punktu  maleryahiego  (x,  y^  z)  od  osi,  będzie 

X  =  rdo^w^,  y  =  rwstw^; 

zkęd 

u  =  —  «]/,  uzzzwr,  w  =  0; 

a  następnie 

udx  -(-  vdy  -|-  wdz  =  w{xdy  —  ydz). 

To  wyrażenie  nie  jest  różniczkę  dokładne;  nie  można  więc 
rozwięzać  zaj^adnienia,  o  któren^  mowa,  sposobem  szczególnym 
opartym  na  istnieniu  funkcyi  prędkości  9.  Ale  ogólne  równania 
ruchu  płynów  daję  łatwe  rozwięzanie.  Mamy  albowiem  w  tym 
przypadku 

du      ^  dv      .-  div      „  rt 

rfF=®'        5?  =  ^>         rfT^'^'       "'  =  *• 

dli ^   .   du dv *.  dv ..     dw ^  .  dic ^^ 

dx  dy  '  dx  dy        '   dx  dy        ' 

przez  podstawienie  tych  wartości  równania  (1)  staję  się 
ę  ax  f  dy  p  di 
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zkęd  wynika 

równanie  otrzymane  w  Hydpostatyce. 

OGÓLNE  WfADOMOśfcr  Z  HYDnAULIKI. 

RLXfl  USTA^VICZNT  PŁYNÓW. 

■ 

360.  iNIo  mogąc  wyprowadzić  potrzebnych  następstw  z  ogól- 
nych równań  Hydrodynamiki,  udajemy  się  do  Hydrauliki  po 
niektóre  praktyczne  formuły,  dopełninj^ice  obecnych  wiado- 
mości o  mchu  płynów. 

W  wielu  przypadkach  najbardziej  nam  pożytecznych  płyny 
maj^  ruch  regularny,  jednakowy  w  tych  samych  punktach 
a  rozmaity  w  różnych.  Gdy  częstki  płynne,  przebiegając  punkta 
przestrzeni,  zachowuje  w  każdym  z  nich  dla  pięciu  ilości 
u,  V,  WjP,  p  wartości  statecznie  te  same,  i  tylko  je  zmieniają 
przechodźcie  z  jednego  punktu  do  drugiego,  mówi  się  że  ruch 
płynu  jest  ustawiczny. 

Zwyczajny  bieg  wód  rzecznych  przedstawia  przykład  niassy 
ciekłej  w  stanie  ruchu  ustawicznego.  W  tym  ruchu  każda  częstka 
płynna  nic  posiada  koniecznie  statecznej  prędkości;  ale  różne 
cz^tki,  przechodzące  jedna  po  drugiej  przez  ten  sam  punkt 
przestrzeni,  bior^  w  nim  prędkości  mające  tę  sam§  wielkość  i 
ten  sam  kierunek;  zt^id  łatwo  poj^ć  że  wszystkie  czystki  płynne, 
przechodzące  pizcz  ten  sam  punkt  przestrzeni,  id^i  cięgiem  po 
sobie  i  przebiegają  tę  sum^  krainę.  Oj^ół  tych  częstck  rozpoło- 
żonych  wzdłuż  ich  spólnej  krężuej  stanowi  to  co  możiianazwać 
strugą  płynu  w  ruchu. 

Z  określenia  ruchu  ustawicznego  wynika  że  pochodne  ceęst- 
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kowe  ilości  u,  Vy  w,  p,  p,  wzięte  względem  czasu  t,  s^  zero ; 
te  więc  pięć  ilości  w  tym  przypadku  s$  funkcyami  samych  tylko 
spółrzędnych  x,  y,  z,  uważanych  jako  zmienne  niezależne. 

361.  Twierdzenie  Daniela  Bernoułu.  Gdy  ciecz  jakakolwiek, 
pod  dzisdaniem  samej  ciężkości,  płynie  ruchem  ustawicznym  w  ru- 
rach, nie  zważając  na  jej  tarcie  o  ściany  tych  rur  ani  na  wzajemne 
tarcie  cz§stek  płynnych  między  sob§,  można  za  pomoce  zasady 
sił  żywych  wykazać  główne  własności  tego  ruchu,  jak  to  pierw- 
szy uczynił  Daniel  BemouUi  podajęc  ważne  twierdzenie  którem 
się  teraz  zajmiemy. 

Niech  będzie  rura  z  przecięciami  jakiemikolwiek,  przez  któr^ 
płynie  ciecz  ruchem  ustawicznym.  Uważajmy  dwa  przecięcia 
normalne  AB,  CD,  i,  massę  płynn§,  między  niemi  zawarta,  odo- 


.^^A' 


sobnijmy  od  reszty  cieczy ;  pOczem,  weźmy  płasczyznę  pozioma 
porównania  HH',  która  nam  posłuży  za  płasczyznę  xy.  Siły 
działające  na  massę  odosobniona  (ABCD)  s^ :  najpierwej  jej 
ciężar,  potem  parcie  na  ścianę  AB  skierowane  ku  CD,  i  parcie 
na  ścianę  CD  skierowane  ku  AB.  Nie  zważając  na  tarcie  częstek 
płynnych  zaniedbujemy  siły  wewnętrane.  Owoż,  na  końcu  cza- 
su dtf  przecięcia  AB  i  CD  wezm^  położenia  A'B'  i  CD',  a  ich 
środki  ciężkości  E  i  F  przeniosą  się  na  £'  i  P^   zatem,  jeśli 
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Vo  i  V  oznaczają  prędkości  tych  dwóch  punktów,  hędzie 

EE'  =  Vorf^        i        FF  =  ydt. 

Z  przyczyny  ruchu  ustawicznego,  objętości  (ABA.'B')  i  (CDG'D') 
s^  równowarte;  więc,  nazywając  Qo  i  O  powierzchnie  prze- 
cięć AB  i  GD;  mamy 

OoVoA  =  aydi        zk§d         QoVo  =  OY. 

To  ustaliwszy,  szukajmy  przyrostu  siły  żywej.  Widzimy  zaraz 
że  w  obliczaniu  tego  przyrostu  nie  ma  potrzeby  zważać  na  massę 
zawarta  między  AB  i  GD,  bo  ona  jest  spoina  sile  żywej  końcowej 
i  sile  żywej  początkowej  których  różnica  jest  przyrost;  dość 
więc  tylko  wzi^ć  różnicę  między  sił^  żyw^  massy  (CDG'D')  i  sił^ 
żyw^  matty  (ABA'B').  Zatem,  jeśli  nazwiemy  nr  ciężar  gatun- 
kowy cieczy,  jej  gęstość  będzie  — ,  i  przyrost  siły  żywej  wy- 
razi się  przez 

H  tisdt.y^  —  H  OoVorf^v;  =  ^  o  vrf/(v«  -  vj). 

9  9  9 

Aby  znaleźć  pracę  sił,  oznaczmy  przez  dm  massę  czystki 
płynnej  w  jakimkolwiek  punkcie  W[x^  y,  z),  która  przechodzi 
do  M'(x',  y\  z')  w  czasie  dt\  przez  po  i  P  parcia,  na  jedność 
powierzchni,  jakich  doznaj(i  ściany  AB  i  GD;  summa  prac  sił 
działających  na  odosobniona  massę  płynu  będzie  miała  za  miarę 

/?ofto^o*  —pClYdi  +2  (2  —  z')gdrn. 
Więc,  stosując  zasadę  sił  żywych,  otrzymujemy  równanie 
5  '^  QVd^(V«  -  VJ)  =  Qy dt[p  -  p^)  +  ^{z  -  2f)gdm. 
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Ale  S(« —  s^gdm  =  ^gzdm  — igz^dm;  a  ponieważ  w  dwóch 
ostatnich  summach  objętość  (A'B'Gr))  jest  spoina,  trzeba  tylko 
wyrachować  objętości  skrajne  (ABA'B')  i  (CDC'D');  zatem,  na- 
zywając Zo  i  Z  rzędne  środków  ciężkości  E  i  F  przecięć  AB 
i  CD,  mamy 

^gzdm  —  ^gz'dm  =oQoVo^^Zo  --  uCl\dt.Z, 
Podstawiając  tę  wartość  w  równaniu,  znajdujemy  ostatecznie 

więc 

^  '  2g       2g      U       t3^ 

Na  tem  równaniu  zależy  twierdzenie  Daniela  BemoullL 

Jeśli  przypuścimy  Z  =  Zo,  co  się  zdarza  gdy  środki  ciężkości 
przecięć  GD  i  AB  s^  zawsze  na  płasczyznie  poziomej,  wtedy 

V^_yj^Po_P 

2(/       2g       V5       ct' 

Zk9din^d,  jeśli  Oo  >  O  będzie  Vo  <  V;  zatem  po>  p-  Co 
dowodzi  że  w  rurach  rozprowadzających  wodę,  parcie  jest  naj- 
większe przy  wydęlościach.  Wynik  bardzo  ważny  w  zastosowa- 
niach i  potwierdzony  doświadczeniem. 

362.  Twierdzenie  Bemullego  stosuje  się  do  ruchu  ustawicz- 
nego strug  płynnych,  i  w  tym  przypadku  może  się  wywieśdź 
z  ogólnych  równań  ruchu  płynów.  Jakoż,  z  założenia  struga  jest 
ciągiem  punktów  płynnych  pod  działaniem  samej  ciężkości, 
mających  ruch  ustawiczny  w  którym 

JrT  -^  rfw         n  d^         tx  rftt'         A 

dV  =  -gdz,       _  =  0.        _=0,       ^  =  0. 
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Przez  podsUiwienie  tych  wartości,  równanie  (7)  stronicy  734 

staje  się 

zk^d,  całkujcie  w  przypuszczeniu  gęstości  statecznej,  otrzymu- 
jemy 

albo,  czyniąc  nj  =  ^p  i  wyznaczając  stateczne  dowolne, 

Wiemy  2e  --  znaczy  wysokość  naleźiij  prędkości  V  czystki 

płynnej;  ^  przedstawia  wysokość  odpowiedaj§c§   parciu  /i, 

jakiego  ona  doznaje  od  cieczy  otacziij^cej ;  nakoniec  z  jest  wy- 
sokością tej  czystki  ponad  płasczyzn^  poziomą  porównania. 
Zatem,  znalezione  równanie  pokazuje  że,  dla  każdej  nieskoii- 
czenie  małej  częstki  płynu  w  rucliu  ustawicznym,  trzy  rzeczone 

wysokości  czynią  summę  —  -[-Z: -[-z  statecznę,  która  przed- 
stawia p^a^czy2/2(?  obciątenia  dla  cząstki  płynnej  m[x^  y^^)* 

Ten  wynik  zgadza  się  z  t\^ierdzeniem  Bemullego,  zustosowa- 
nem  do  nieskończenie  cienkiej  strugi  jednorodnej,  w  której 
każdy  punkt  może  być  uważany  jako  środek  ciężkości  jej  nie- 
skończenie małego  normalnego  przecięcia. 

PlEzoMETR.  W  Hydraulice  nazywa  się  piezometrem  (iruoic  par- 
cie), rurka  z  obydwóch  stron  otwarta,  postawiona  jednym  koń- 
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cem  w  punkcie  m  strugi.  Ciecz  wchodzi  do  rurki  i  tworzy 

kolumnę  majęc^  wysokość  £,  która  jest  miarę  parcia  jakiego 

-  n> 

punkt  m  doznaje;  a  zaś   I^  +  z   oznacza  wzniesienie  poziomu 

zs 

piezometrycznego  dla  wierzciiołka  tej  kolumny. 

Za  pomoce  tych  określeń  można  mieć  prawdziwe  znaczenie 
ostatniego  równania.  Jakoź^  to  równanie,  otrzymane  w  założe- 
niu doskonałej  płynności  cieczy^  bez  lepkości  ani  tarcia,  wyraża 
że  płasczyzny  obciatenia  dwóch  punktów  jednej  strugi  sg  te  satne. 

Nadto,  ostatnie  równanie,  napisane  jako  następuje 


dowodzi  że  różnica  wysokości,  należnych  prędkościom  dwóch 
punktów  jednej  strugi,  jest  równa  różnicy  odpowiedajęcych 
poziomów  piezómelrycznych. 

Zkęd  nietrudno  przewidzieć  że  ta  różnica  poziomów  piezo- 
metrycznych  przedstawia  dla  dwóch  punktów  stnigi  stratę  ob- 
ciateniay  pochodzące  z  lepkości  i  tiircia.  Go  wkrótce  wyraźnie 
pokażemy. 

363.  Uwaga.  Teorycznie  twierdzenie  D*  Bernul lego  jest  zaiste 
ważnym  nabytkiem  umiejętności ;  ale  nie  trzeba  zapominać  że 
się  opiera  na  ruchu  ustawicznym,  a  szczególniej  że  zaniedbuje 
tarcie  między  częstkami  płynnemi  w  ruchu,  czego  praktyka 
nie  zawsze  pozwala.  Można  jednak  użyć  tego  twierdzenia  z  do- 
statecznem  przybliżeniem,  w  przypadkach  do  których  się  sto- 
suje trzy  następujące  ogólne  prawidła  Hydrauliki. 

lo  Gdy  bieg  wody  składa  się  ze  strug  ożywionych  ruchem 
mniej  więcej  prostolinijnym  i  jednostajnym,  parcie  jest  to  samo 
co  w  stanie  statycznym ;  albowiem,  ponieważ  siły  zewnętrzne 
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czynie  sobie  równowagę  na  każdej  czystce  strugi^  parcia  jakie 
jedna  struga  wywiera  na  strugi  sąsiednie,  albo  od  nieb  ponosi^ 
s^  takie  same  jak  gdyby  ciecz  była  w  spoczynku. 

2**  Gdy  ruch  cieczy  jest  zmienny  ale  przyspieszenie  słabe,  ciec;z 
jest  prawie  w  równowadze ;  zatem  parcia  czgslek  płynnych  sj 
prawie  stateczne. 

3**  Jeśli  ciecz  poddana  działaniu  ciężkości  porusza  się  strugami 
parabolicznemi,  na  płasczyznach  pionowych  równoległych, 
parcie  jest  to  samo  wewnątrz  pasma  strug  co  zewnątrz;  bo, 
ponieważ  strugi  maj^  kształt  parabol  jakieby  każda  z  ich  częstck 
płynnych  przebiegała,  na  mocy  swojej  prędkości  lub  ciężaru, 
gdyby  była  odosobniona  w  próżni,  ruchy  tych  strug  płynnych 
s§  niezależne  jedne  od  drugich;  zatem  strugi  nie  wywierają 
żadnego  między  sob^  wzajemnego  działania.  W  tym  przypadku, 
jako  widzimy,  ustawa  parcia  jest  zupełnie  różna  od  tej  której 
ulega  ciecz  w  równowadze. 

364.  Twierdzenie  Torricellego.  Przypatruj§c  się  wypływowi 
cieczy  przez  małe  otwory  wyrobione  w  cienkich  ścianach  na- 
czyń, Torricelli  odkrył  ustawę  prędkości  tego  wypływu,  i  zro- 
bił pierwszy  krok  w  Hydrodynamice,  podając  jako  czyn  doświad- 
czenny  ważne  twierdzenie  :  Prfjdkość  cieczy  wypływającej  przez 
mały  otwór  naczynia,  jest  łoka  sama  jak  prędkość  ciała  spadają- 
cego  wolnie  w  prótni,  z  wysokości  równej  wzniesieniu  poziomu  tej 
cieczy  nad  otworem,  Ale  dopiero  D.  Bernoulli  dał  dowodzenie  tego 
twierdzenia. 
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Niech  będzie  naczynie  napełnione,  na  przykład  wod^,  z  po* 
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zioineni  slalecznym  AB,  mające  w  cienkiej  części  ściany,  pio- 
nowej albo  poziomej,  wyrobiony  mały  otwór  EF  przez  który 
ta  woda  wypływa.  Gdyby  nie  było  cięitkości  żyła  płynna  EFCD 
byłaby  walcowata.  Rzeczywiście,  z  przyczyny  pocłiyłości  sirug 
płynnych  względem  osi  otworu,  ła  żyła  zwęża  się  najpierwej, 
dosięga  największego  ścieśnienia  CD,  i  polem  się  rozszerza. 

To  zjawisko  łatwo  się  wytłumaczyć  daje.  Strugi  płynne 
wewnętrz  naczynia  zbiegają  się  zewsząd  ku  otworowi,  a  n)aj(^c 
kierunki  różne  nawzajem  się  uderzają  i  tłoczą.  Zl,id  ścieśnienie 
żyły,  które  dopiero  wtedy  ustaje,  kiedy  to  cząstki  przebiegły 
już  pewną  odległość  zewnątrz  naczynia.  Nadto  cząstki  ciekłe, 
zmuszone  do  poruszania  się  wedle  krąźnych  krzywych  którychby 
nie  opisywały  gdyby  były  wolno,  dają  początek  siłom  odśrod- 
kowym których  skutkiem  jest  powiększenie  parcia  wewnątrz 
żyły  na  prost  otworu. 

Aby  znaleźć  prędkość  wypływu,  przez  środek  ciężkości  O 
otworu  EF,  poprowadźmy  płasczyznę  poziomą  porównania; 
nazwijmy  h  wysokość  poziomu  AB  cieczy  nad  tą  płasczyzną,  Po 
parcie  atmosferyczne  i  p  parcie  cieczy. 

Parcia  przy  otworze  są  niewiadome;  ale,  w  punktach  naj- 
większego ścieśnienia  żyły,  cząstki  płynne  mają  prędkości  równo- 
ległe, i  pod  działaniem  ciężkości  opisują  parabole  prawie  nie- 
zależne jedne  od  drugich ;  można  więc  przypuścić  że  parcie  jest 
stateczne  w  całej  rozciągłości  żyły  i  równe  parciu  atmosferycz- 
nemu :  co  stanowi  właśnie  przypadek  w  którym  twierdzenie 
IV  Bernullego  jest  zastosowalne.  Biorąc  zatem  p  =/?©»  mamy 
równanie 

Owoż,  Vo  =  —  V,  a  z  założenia  powierzchnia  O  otworu  jest 
bardzo  mała  względem  przecięcia  naczynia  AB  =  OoJ  możemy 
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więc  bez  znacznego  błędu  zaniedbać  wyraz  -^,  i  wzi^ć  po  pro- 


stu formułę 
(2)  V=v^ 


2^ 


która  wyraża  twierdzenie  Tcrricellego, 

Ta  formuła,  jako  jej  podobne  w  Hydraulice  często  oparte  na 
wielce  wątpliwych  założeniach,  nie  powinna  być  przyjęta  za 
dokładna  dopóki  nie  zostanie  sprawdzona  doświadczeniem. 
Olrzymuje  się  zaraz  jedno  sprawdzenie^  dajcc  wypływowi  kie- 
runek pionowy  wytrysku,  i  uważając  że  ciecz  wznosi  się  prawie 
do  wysokości  A.  Można  mieć  drugie  dobitniejsze  sprawdzenie, 
wyznaczając  parabolę  którą  żyła  płynna  opisuje,  i  wywodząc 
prędkości  cząstki  m{Xy  y)  z  równań  ruchu  jednostajnie  przy- 
spieszonego 

zkąd 

y  =  x\/Ł. 

y  ^ 

Znaleziona  tym  sposobem  wartość  V  =  yj^fh  potwierdza 
teoryę. 

Wywrót  żyły.  Gdy  ciecz  wypływa  przez  otwór  wyrobiony 
w  cienkiej  ścianie  pionowej  naczynia,  nie  kołowy  ale  wielo- 
kątny^  na  przykład  kwadratowy,  wtedy  zdarza  się  ciekawe  zja- 
wisko, zwane  wywrotem  żyły,  które  uwydatnia  istnienie  parć 
odśrodkowych.  Przecięcie  żyły  najpierwcj  kwadratowe  zaokrągla 
się  przy  kątach  i  ścieśnia;  potem  przybiera  kształt  ośmiokątny 
prawie  foremny,  a  następnie  się  rozszerza  i  znowu  bierze  kształt 
kwadratu  którego  przekątne  są  równoległe  do  boków  otworu. 
Wypuszczając  wodę  przez  otwory  prostokątne  pionowo  wydłu- 
żone, otrzymano  żyły  bardzo  spłasczone  i  mające  rozmaitego 
kształtu  przecięcia. 
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365.  Wydatek.  Nazywa  się  wydatkiem  cieczy  piv.echodzacej, 
w  jednej  sekundzie,  przez  przecięcie  normalne  du  pr^du,  jej 
obj)^tość  klóra  się  równa  wieloczynowi  powierzchni  tego  prze- 
cięcia przez  prędkość.  Oznaczając  przez  Q  wydatek  i  przez  O 
powierzchnię  przecięcia  ścieśnionego  żyły,  ponieważ  prędkości 
strug  płynnych  s^  prawie  normalne  do  tego  przecięcia,  otrzy- 
mujemy 

Trzeba  teraz  wyznaczyć  wartość  O  znając  powierzchnię  k 
otworu.  Teocya  nic  tu  dać  nie  może;  ale  doświadczenie  poka- 
zuje źe  Q  jest  proporcyonj]ilne  do  A.  Kładąc  O  =  mk^  będziemy 
mieli  formułę 

(3)  Q  =  mk\l2glij 

w  której  spółczynnik  ścieśnienia  m=0,62»  wartość  średnia. 
Ta  wartość  przypuszcza  źe  otwór,  zrobiony  w  cienkiej  ścianie 
płaskiej,  ma  wysokość  mniejsza  od  0"*^!,  i  że  jego  środek  cięż- 
kości ponosi  dość  znaczne  obciążenie. 

Spółczynnik  ścieśnienia  zależy  ogólnie  od  kształtu  otworu,  i 
jest  mniejszy  dla  kwadratu  niż  dla  koła;  jego  wartość  zmniejsza 
się  także,  gdy  się  obciciżenie  zwiększa  poza  pewną  granicę.  Ale 
w  praktyce  biorą  zwykle  r/i=0,62,  bez  względu  na  kształt 
otworu. 

Jeśli  temu  otworowi  dano  kształt  jaki  wziąć  usiłuje  żyła  przy 
wyjściu  z  małego  otworu  wyrobionego  w  cienkirj  ścianie^  to 
oczywiście  nie  będzie  już  ścieśnienia,  ponieważ  sztucznie  przy- 
prowadzono otwór  do  przecięcia  ścieśnionego;  nie  będzie  więc 
spółczynnika  zmniejszającego  prędkość  albo  przecięcie.  Co 
właśnie  sprawdzili  doświadczeniem  MicheUotti  i  £ylelłvein, 
znajdując 

Qz=0,984Av/2^. 


HYDRODYNAMIKA.  7/|9 

366.  Pazystai^^ki.  Nazywa  się  przystawka  krótka  rurka  przy- 
prawiona normalnie  do  otworu  naczynia  pi*zez  któr^  ciecz  z  niego 
wypływa.  Przystawki  stosownie  do  swojego  kształtu  wywierają 
różny  wpływ  na  wydatek  otworu.  Powiemy  kilka  słów  ozna- 
komitszycłi. 

Przystawka  wklęsła.  Jestlo  cienka  rurka  walcowa  EFKH 
wchodząca  w  naczynie,  i  dostatecznie  krótka  tihy  żyła  wodna, 
wypływająca  przrz  otwór  EF,  nie  przylegała  do  jfj  ściany.  Za 


pomoce  tej  przystawki,  wynalezionej  przez  Borda^  punkta  w  któ- 
rych czf^stki  płynne  zaczynają  ł)rać  prędkości  przyspieszone  sę 
przeniesione  wewnątrz  cieczy.  A  ponieważ  otwór  EP  jest  bardzo 
szczupły,  w  porównaniu  z  przecięciem  poziomem  naczynia, 
prędkość  przy  ścianach  pionowych  jest  bardzo  mała;  zatem 
parcie  cieczy  na  te  ściany  jest  prawie  prostopadłe,  to  jest  takie 
jakieby  miało  miejsce  w  sianie  równowagi.  Ncidto,  ze  statecz- 
nym poziomem  cieczy  w  naczyniu  ruch  całej  massy  jest  usta-- 
wiczny.  Baczęc  na  te  okoliczności,  można  rachunkiem  wyzna- 
czyć wartość  najmniejsza  możebn^  spółczynnika  ścieśnienia  m. 
Dość  tylko  zasadę  ilości  ruchu  rzutowanych  na  osi  zastosować 
do  cieczy  która,  w  chwili  jakiejkolwiek  wziętej  za  początek 
czasu,  jest  zawarta  między  poziomem  statecznym  AB  i  prze- 
cięciem ścieśnionem  CD.  Jakoż,  siły  zewnętrzne  wpływające  na 
ruch  cieczy  s^ :  ciężkość,  parcie  atmosferyczne  i  oddziaływania 
ścian  naczynia;  jeśli  weźmiemy  oś  rzutów  prostopadła  do  płas- 
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czyzny  otworu  HK  ściany  BL,  i*zutcię?.kości  i  rzut  parcia  atmos- 
ferycznego na  poziom  AB  będ^  oba  zero.  Go  do  oddziaływań 
ścian,  trzeba  rozróżnić  dwa  przypadki :  i<^  gdy  przyprawiono 
przystawkę  wklęsła  do  otworu  HK,  cz^tki  cieczy  przy  częś- 
ciach BH  i  LK  poruszają  się  powoli;  zatem  ich  parcia  na  te 
części  mog§  być  uważane  za  normalne,  jakośiny  wyżej  powie- 
dzieli; zt^d  wynika  że  oddziaływania  dwóch  ścian  przeci\?- 
ległych  BL  i  AM  niszczy  się  w  częściach  BH  i  AE',  LK  i  MF' : 
ale  jeszcze  zostaje  oddziaływanie  części  E'F'.  Ta  część  jest  na 
ścianie  AM,  rzutem  otworu  HR  mającego  powierzchnię  A, 
a  jej  środek  ciężkości  G  znajduje  się  na  odległość  h  od  po- 
ciomu  AB.  Owjż,  oddziaływanie  części  ET'  pochodzi  z  parcia 
cieczy  prawie  równego  parciu  hydrostatycznemu  nA/i,  i  z  par- 
cia atmosferycznego  po  wywartego  na  cał(i  żyłę  EGDF,  które 
jest  to  samo  co  parcie  na  powierzchnię  EF  zamykajęc^  po- 
wierzchnię żyły;  ostatnie  zaś  ma  za  miarę  Apo.  Zatem  oddziały- 
wanie części  E'F'  jest  równe  summię  nrAA-j-Ajp©;  a  ponieważ 
parcie  atmosferyczne,  działające  na  żyłę  i  skierowane  w  stronę 
przeciwne  oddziaływania  ściany  AM,  ma  wartość  — Apo,  sumraa 
wszystkich  oddziaływań  ścian  i  parcia  atmosferycznego,  rzuto- 
wanych na  osi  prostopadłej  do  ściany  BL,  wyraża  się  przez  nAh. 
2°  Gdy  otwór  jest  wyrobiony  w  samej  cienkiej  ścianie  naczynia, 
strugi  płynne  ślizgające  na  tej  ścianie,  z  prędkością  rosn^c§ 
w  miarę  zbliżania  się  do  otworu,  wywierają  parcie  mniejsze  od 
parcia  hydrostatycznego;  wtedy  summa  oddziaływań  ścian  na- 
czynią  jest  większa  od  mAh  -f-  rr/^o.  Z  tego  wszystkiego  wnieść 
należy  że,  w  obydwóch  przypadkach,  summa  popędów  sił  ze- 
wnętrznych na  osi  prostopadłej  do  ściany  BL  może  się  przed- 
stawić ogólnie  przez 

gdzie  liczba  i  jest  przynajmniej  rjwna  jedności. 
Szukajmy  teMiz  przyrostu  ilości  ruchu  rzutowanych  na  tej 
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samej  osi  idącej  w  stronę  prędkości  wypływu.  Na  końcu  czasu  dt 
massa  ciekła,  zawarta  między  poziomem  statecznym  AB  i  prze- 
cięciem ścieśnionera  CD,  bierze  położenie  sąsiednie  A'B'G'D';  a 
ie,  z  przyczyny  rucłiu  ustawicznego,  ciecz  mieszcząca  się  w  spól- 
nej  objętości  A'B'CD  zachowuje  we  wszystkich  swoich  cząst- 
kach te  same  prędkości  w  obydwóch  położeniach  całej  massy, 
przyrost  ilości  ruchu  lej  massy  jest  poprostu  róftnicą  ilości' 
ruchu  mass  CDC/D'  i  ABA'B'.  Ale  ostatnia  massa  ABA'B'  nie 
dfije  żadnego  rzutu  ilości  ruchu  na  obranej  osi,  bo  prędkości 
jej  cząstek  są  pionowe;  tym  sposobem  zostaje  tylko  do  wyzna- 
czenia rzut  ilości  ruchu  massy  GDCD'  której  cząstki  poruszają 
się  równolegle  do  osi  rzutów.  Jeśli  więc  oznaczymy  przez  V 
prędkość  wypływu,  i  przez  O  powierzchnię  przecięcia  ścieśnio- 
nego CD,  wydatek  całej  massy  ciekłej  przez  czasdt  będzie 

-  Q\dt,  i  ilość  ruchu  tej  massy,  równa 

%7 


-QVrf^ 


wyrazi  przyrost  rzutu  ilości  ruchu  uważanej  massy  ABCD. 
Porównywając  tę  wailość  z  otrzymaną  wyżej,  znajdujemy,  na 
mocy  zastuly  ilości  ruchu,  równanie 

^uy^dtzzzitsKhdt: 
9 

a  ponieważ  twierdzenie  Torricellego  daje   V^  =  Igh^    mamy 

ostatecznie 


Co  dowodzi  że  wartość  minima  spółczynnika  ścieśnienia  m 
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równa  się  -;  zatem  najmnit-js^ymo/ebny  wydatek  na  sekundę 

jest 

Doświadczenie  potwierdza  te  wyniki.  Borda  otr/ymał  dla 
swojej  przystawki  wklęsłej  m  =:  U,5U ;  ale  Wekbach  znalazł 
m  =  0.5  3  r,. 

Moina  powiększyć  wydatek  pi-zez  otwór  wyrobiony  w  cien- 
kiej ścianie,  urządzając  przy  tym  otworze  wcwnęlrz  naczynia 
Hiale  deseczki,  klóieby  zatrzymywały  strngi  majęcc  prędkości 
zanadto  rozbieżne.  Ale  nie  trzeba  nadużywać  tego  spo:^obu, 
aby  nie  wpaśdź  na  przyi^tawkę  wklcsl§,  która  daje  wydatek  naj- 
mniejszy moZcbny,  wynagrodzony  zk^din^id  ^y){i  czysta  i  nie- 
rozpryśnięl^.  Dla  oslalnlej  własności  przyprawiają  przystawkę 
wklęsłe  do  beczek  woziwodów, 

367.  Przystawka  walcowa.  Wypływ  odbywa  się  w  cienkiej 
ścianie,  kiedy  grubość  tej  ściany  jesi  dość  mała  aby  żvla  płynna 
wycliodzęca  nic  ddlykiiła  krr.wę<izi  zewnęłrzuycb  Irgo  otworu. 


A  jfśli  olw.a-  EF  jcst  przctlliiiony  przystawka  wakom  EFKH, 
lo  jisl  krótką  rinkii  klón-j  dłtigdść  nie  przechodzi  półtora  razj 
jego  średnicy,  wtedy  czystki  płynne  wchodzęce  do  takiej  przy- 
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stawki  poziomej  maj^  prędkości  równoległe;  2yła  wypływając 
pełnym  otworem  rurki  zdaje  się  nie  mieć  wewnątrz  niej  żadnego 
ścieśnienia.  Gdyby  więc  wolno  było  nie  zważać  na  działania 
cząsteczkowe  które  się  wykonywają  wewnątrz  przystawki,  ani 
na  tarcie  cieczy  o  jej  ściany,  nazywając  A  powierzchnię  otworu 
i  V  prędkość  rucbu,  wydatek  powinienby  się  wyrazić  przez  AV, 

albo  przez  k\j2gh  jeśli  prędkość  ma  wartość  ^2gL  Doświad- 
czenie pokazuje  źe  wydatek  rzeczywisty  jest  mniejszy   od 

A  \l2ghy  i  przedstawia  się  przez 

{lx)  Q  =  0fi2A^Ji/k. 

Zmniejszenie  wydatku  jest  zanadto  wielkie^  żeby  się  mogło 
wytłumaczyć 'lepkością  cieczy  albo  jej  tarciem  o  ściany  rurki; 
musi  ono  pochodzić  ztąd  że  wewnątrz  przystawki  walcowej 
istnieje  pewne  ścieśnienie  żyły,  skutkiem  którego  następuje 
strata  prędkości.  To  ścieśnienie  nie  jest  takie  jakie  się  zdarza 
przy  wypływie  cieczy  przez  otwór  wyrobiony  w  cienkiej  ścianie. 
Gdy  się  ruch  ustali,  część  wklęsła  żyły  w  rurce  walcowej^  po 
wypędzeniu  powietrza,  zostaje  napełniona  cieczą  mającą  ruch 
kręcący  się  powoli  poza  prądem.  Zjawisko  podobne  do  tego 
jakie  się  daje  widzieć  przy  słupach  mostów  na  rzece  z  dołu  jej 
biegu.  Przypuszczając  że  tak  się  istotnie  dzieją  rzeczy,  a  spraw- 
dzimy je  doświadczeniem^  będziemy  wprost  szukali  przyczyny 
zmniejszenia  wydatku. 

Oznaczając  przez  CD  przecięcie  ścieśnione  żyły^  które  ma  się 
znajdować  między  otworem  EP  naczynia  i  wylotem  HK  przy- 
stawki walcowej,  uważamy  naj pierwej  że,  od  poziomu  wyż- 
szego AB  aż  do  przecięcia  ścieśnionego  GD,  woda  ma  ruch 
ustawiczny  do  którego  się  stosuje  twierdzenie  Beimullego;  więc, 
biorąc  płasczyznę  poziomą  porównania,  przechodzącą  przez  oś 
przystawki  walcowej,  i  nazywając  h  wzniesienie  poziomu  AB, 

HICHAirilA.  II.  —  68 
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mamy 

Ale,  między  przecięciem  ścieśnionem  CD  i  otworem  HK 
przystawki;  żyła  się  rozszerza,  skutkiem  czego  prędkość  częstek 
płynnych  maleje*  Działania  cząsteczkowe  rozwijają  tu  pracę 
oporna  która  zmniejsza  siłę  źyw§.  Aby  wyrugować  te  niewia- 
dome działania  wzajemne^  zastosujemy  zasadę  ilości  ruchu  rzu- 
towanych na  osi;  do  płynu  zawartego  w  części  GDKH  żyły. 

Owóż,  jeśli  nazwiemy  Q  powierzchnię  przecięcia  GD^  A  po- 
wierzchnię otworu  EF,  i  V'  prędkość  wypływu  przez  otwór  HR 
przystawki;  będzie 

Q  =  AV' =  iQV  =  m  AV, 

dL|d 

V' 
m 

Zatem  massa  płynna  przechodząca,  w  czasie  dł,  przez  każde 
z  przecięć  CD  i  HK,  równa  się  •?  (^di,  Z  tej  wartości,  maj§c 

wzgląd  na  ustawiczność  ruchu,  przez  co  się  ruguje  część  massy 
spoina  w  jej  dwóch  położeniach  s^iednich  jako  było  wyżej 
pokazane,  wyprowadzamy  zaraz  przyrost  ilości  ruchu 

-  Q*(V'  —  V)        albo        -AV'(  V'  —  V)dł. 

^  z  sił  zewnętrznych  działających  na  massę  GDKH;  i  rzutowa- 
nych na  osi  poziomej  prostopadłej  do  płasczyzny  otworu^  cięż- 
kość nie  daje  żadnego  rzutu.  Parcie  p  cieczy^  wywarte  na  O 
w  stronę  dodatną  osi  rzutów,  wyraża  się  przez  Ap;  dlatego  łe 
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W  lem  miejscu  ciecz  składa  się  z  dwóch  części :  z  których  jedna 
stanowiąca  właściwą  żyłę  jest  ożywiona  ruchem  jednostajnym  i 
prostolinijnym^  a  druga,  będęca  objętością  obrączkową  cieczy 
unoszącą  tę  żyłę,  ma  ruchy  bardzo  powolne;  przeto  parcia  oby- 
dwóch części  mogą  być  uważane  jako  normalneldo  Q.  Nakoniec, 
parcie  atmosferyczne  na  przecięciu  HK  działa  w  stronę  odjem ną 
osi  i  ma  wartość  —  kp\ 

Otrzymujemy  więc  równanie 


5  AV'(V'  —  V)d/  =  (Ap  -  Kp')(U 


albo 


g  ^       tar       er 

To  równanie  może  wziąć  kształt  następujący,  który  uwy- 
datnia stratę  prędkości 

X!!  —  y!  —  £  —  £'  —  (V  —  y'f 

Ig       2g~  xs      u  2^ 

Dodajmy  teraz  ostatnie  równanie  do  napisanego  na  początku, 
znajdziemy  formułę 

(5)  ^_IJ  =  /1_(IZJ0!+Ą,_£'. 

2j       2g  2g       ^0       u 

która  dowodzi  że  twierdzenie  D"  BemouUi  stosuje  się  do  ruchu 
całej  massy  ciekłej,  począwszy  od  powierzchni  wolnej  AB  aż 
do  otworu  HK  przystawki  walcowej ;  byle  tylko  wysokość  li 

poziomu    AB    została    zmniejszona    wysokością     -^^ ^ 

2g 

należną  prędkości  straconej. 
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Zć:niedbu]{ic  bardzo  mnł§  prędkość  Vo  wody  przy  poziomie 
wyższym  AB»  i  przypuszczając  źe  parcie  atmosferyczne  p'  przy 
poziomie  otworu  przystawki  jest  to  samo  co  p^  przy  poziomie 
wyższym,  będziemy  mieli  dwie  użyteczne  formuły 

(6) 

V' 
Ostatnia  formuła,  na  mocy  związku  V  =  —  daje 

albo 
(7)  V'=,.VP, 


czyniąc 


l»  = 


K^^M 


(i  nazywa  się  spółczynnikiem  zmniejszenia  prędkości  albo  spot- 
czynnikiem  straty  siły  tywej. 

Jeśli  weimiemy  m  =  0,62  (365},  będzie 

fi  =  0,85. 

Ta  liczba  mało  się  różni  od  wartości  |ut  =  0,82  danej  przez 
doświadczenie;  a  różnica  może  się  wytłumaczyć  tarciem  cieczy 
o  ściany  przystawki,  i  niejaka  nierównościę  prędkości  strug  żyły 
w  przejściu  przez  UK. 
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Wskatemy  teraz  doświadczenne  Aprawdzenie  załoień  na  któ- 
rych się  opiera  jcały  rachunek.  Jeśli  przyjęta  teorya  jest  dokła- 
dna, parcie  wewnątrz  przystawki  powinno  być  mniejsze  od 

parcia  atmosferycznego.  Owo2,  mamy  zaraz  różnicę  ^"  ""  ^ 
przez  pierwszfi  z  formuł  (6)  która^  jeśli  w  niej  podstawimy 


V  =  l  =  £V2lA, 

771  171 

daje 

O  \77l*  ) 

ztęd^  biorąc  wartości  praktyczne  ^  =  0,82  i  m  =  0,62,  wy- 
wodzimy 

» 

eilZP  =  0,75A. 

tJ 

Więc  parcie  około  przecięcia  ścieśnionego  CD  jest  mniejsze 
od  parcia  atmosferycznego.  Yentori  sprawdził  doświadczeniem 
ten  wainy  wynik.  Do  przystawki  walcowej  przyprawił  rurkę 
zakrzywiona  pionowo,  która  jednym  końcem  przenikała  do  jej 
wnętrza  w  przewidy  wanem  miejscu  ścieśnienia  żyły,  a  drugim 
sięgała  do  naczynia  napełnionego  wod^  zafarbowane;  jako 
pokazuje  ostatnia  figura.  Woda  wznosiła  się  w  rurce  do  pewnej   "• 

wysokości  która  właśnie  przedstawia  wysokość  £2Zl£ .  Yentwri 

znalazł  tę  wysokość  równ^  0,7AA.  Co  czyni  prawie  0,75A,  jako 
daje  teorya. 

Gdy  zastawiono  kanał  przegroda  zrobiona  z  beleczek,  a  trzeba 
jeszcze  podnieść  poziom  wody ;  chc^c  wtedy  przyłożyć  nowe 
beleczkę,  dość  jest  rzucić  ję  na  wodę  w  górze  i  kierować  tak 
żeby  miała  kierunek  prostopadły  do  pr^du.  Skoro  ta  beleczka 
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przypłynie  ponad  inne,  sprawi  na  nich  przystawkę  walcowa; 
zt§d  zmniejszenie  parcia^  w  skutku  czego  beleczka  opada  sama 
na  grzbiet  przegrody,  i  tym  sposobem  podnosi  poziom  wody 
w  kanale. 

368.  Strata  wysokości.  W  przystawce  walcowej  istotny  wy- 
datek jest  dany  przez  formułę 

Q  =  0,82  A  v/2p"=  jtA  v^, 
w  której  prędkość  wyraża  się  przez 

Ostatni  wynik  pokazuje  ie  prędkość  V  jest  prędkością  z  ja- 
kęby  ciecz  wypływała  przez  otwór  wyrobiony  w  cienkiej  ścianie, 
gdyby  wysokość  powierzchni  wolnej  ponad  środkiem  ciężkości 
tego  otworu  była  fiH,  W  rzeczywistości  ta  wysokość  jest  A; 
więc  skutkiem  przystawki  walcowej  nastaje  strata  wysokości 

poziomu  cieczy,  równa   A  —  ja%  =  (1  —  0^*) A  =:  -A  prawie. 

Zatem,  aby  otrzymać  na  skrajności  przystawki  walcowej  pręd- 
kość V,  trzeba  mieć  prawie  półtora  razy  wj^sokość  A  która 
sprawia  tę  prędkość  w  otworze  cienkiej  ściany. 

-    Mimo  tego,  wydatek  powiększa  się  w  stosunku  0,82  do  0,62. 
Różnica  A  —  p^A = -- 1  -^  ---  i  j    nazywa  się  stratę,  obcicienia 

pocbodz§c§  z  przystawki  walcowej. 

369.  Przystawka  stożkowa  rozszbrzająga  sns.  Oznaczmy 
przez  A,  V,  p  powierzchnię,  prędkość  i  parcie,  względne  do 
otworu  wejścia  przystawki  stożkowej  zozszerzaj^cej  się  ku  wy- 
lotowi ;  przez  A'  i  V',  powierzchnię  i  prędkość  na  jakiemkol- 
wiek  jej  przecięciu,  a  przez  po  pSiTcie  atmosfeiyczne.  Ponieważ 
z  przyczyny  ciągłości  kształtu  przystawki  nie  ma  straty  siły 
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żywej,  stosując  twierdzenie  Bemuflego  i  zaniedbiąjęc  Yo^  mamy 


zk^d 


V       A' 
Z  drugiego  i  ostatniego  równania,  uwalając  ie  =r;  =  --,  wy- 

wodzimy 


—  =  1+^  —  ^       albo       -£-  =  i4.P«_^. 
A^  uh       zsk  uh  arX       A*  ' 

Owo£^  ieby  ruch  cieczy  odbywał  się  sposobem  cifgłym,  ja- 
kośmy  przypuścili,  powinno  parde  p  być  dodatne;  co  wymaga 
następujęcego  warunku 


t<i/'+SL- 


« 

Jeśli  tej  nierówności  nie  staje  się  zadość^  ciecz  nie  będzie 
wypływała  pełnym  otworem  przystawki,  wewnątrz  której  może 
się  tworzyć  ścieśnienie  żyły  takie  jakie  ma  miejsce  w  przystawce 
walcowej.  Pojmuje  się  łatwo  że  w  przystawce  stożkowej  jest 
zawsze  strata  obciężenia,  tem  znaczniejsza  im  różnica  prędkości 
przy  wejściu  i  przy  wyjściu  tej  podstawki  jest  większa*    ^ 

W  przystawce  stożkowej  zwętajacej  się  ku  wylotowi  zdarza  się 
podwójne  zjawisko.  Jest  zarazem  zmniejszenie  prędkości  pocbo- 
dzęce  ze  wzdęcia  żyły,  i  ścieśnienie  zewnętrzne  wynikajęce  ze 
zbieżności  strug  płynnych.  Zatem,  spółczynnik  wydatku,  przed- 
stawiający te  dwa  jednoczesne  działania,  jest  wieloczynem 
dwóch  spółczynników  odpowiedają cych  każdy  jednemu  z  nich 
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uwałanemu  osobno.  Będzie  więo 

|Q  =  wi|iuA  \/2flrA . 

Ten  wydatek  jest  największy  moiebny  gdy  k^t  stożka  ma  i2*,6. 
Wtedy  jest 

ff 

a  prędkoić  wypływu  ma  wartość 

V  =  0,955  yj^h. 

Używajf  do  sikawek  ogniowych  przystawek  stożkowych  zwęła- 
jfcych  się,  z  ketem  12^ft  przy  wierzchołku  stożka,  przydłuiając 
je  przystawkami  walcowemi  i  zakończajęc  przystawka  stożkowe 
lekko  się  rozszerzające. 

Gdyby  nie  było  oporu  powietrza,  wysokość  zwyczajnych  wy^ 
trysków  byłaby  równa  wysokości  poziomu  wody  w  zbiorniku. 
Tę  wysokość  zmniejszają  jeszcze  opadające  krople,  mimo  roz- 
szerzania się  kolumny  przy  jej  wierzchołku.  Dla  wielkich  wy- 
trysków otwór  w  cienkiej  ścianie  jest  najkorzystniejszy,  bo  daje 
największe  wysokość  możebnę,  a  do  tego  żyłę  gładk§  i  przezro- 
czyste. 

370.  Stawidła.  w  upustach  stawów,  w  śluzach  kanałów,  i 
przy  pospolitych  kołach  wodnych  otwory  któremi  płynie  woda 
zaipykaję  się  stawidłami  pionowemi;  przy  kołach  hydraulicz- 
nych, stawidła  są  zwykle  pochylone  na  wstecz  prądu,  aby  ile 
można  były  najbliżej  koła;  tym  sposobem  massa  płynna,  wybie- 
gająca z  pod  stawidła,  gdy  je  podniesiono,  uląga  małemu  tylko 
ścieśnieniu  i  z  całym  swoim  popędem  działa  na  korczówki  kota. 
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'  0bliciaj9  wydatek  za  pomoce  formuły  zwyczajnej. 

O  =  mA  \/^h, 

btorfc  spółczynnik  ścieśnienia  dla  stawideł  pionowych  po- 
cząwszy od  0,60,  0,63,  a2  do  0,70;  dla  stawidet  pochyłych 
z  nachyleniem  60%  m  =  0,75 ;  z  nachyleniem  U5',  m  =  0,80. 
Dajemy  te  liczby  jedynie  dlatego  £eby  pokazać  jaka  panuje 
niepewność  tam  gdzie  nie  ma  ustalonej  teoryi,  i  tylko  samo 
doświadczmie  rozstrzyga. 

S71.  Pbzewał,  Przegroda  zbudowana  w  kanale  dla  wzniesie- 
nia  jego  poziomu,  przez  które  ^'^  przelewa  woda,  sianowi  to. 
co  nazywaje  przewalem.  Częić  wierzchnia  przewału,  zawsze 
pozioma,  jest  tego  progiem. 

Doświadczenie  pokazuje  łe,  nim  woda  przejdzie  próg  EP 
przewału,  jej  poziom  znacznie  się  zniła,  i  czystki  płynne  opisuje 
rółne  krzywe  z  rozmaitemi  prędkościami. 


Niech  będę  AB  i  GD  przecięcia  kanału  i  przewału  normalne 
do  predu.  Go  i  G  środki  ciężkości  powierzchni  tych  dwóch 
przecięć,  Z  rolnica  poziomu  punktów  A  i  C  Ponieważ  w  ka- 
nale ruch  jest  ustawiczny,  twierdzenie  D*  BernulU  glosuje  się 
od  przecięcia  AB  ai  do  CD;  biorec  więc  płasczyznę  pozio- 
me BO  dna  kanału  za  ptasczyzuę  poi-ównania,  mamy 

P  +  Ł«;+0G='>'I  +  S:*8!+BG„ 
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albo 


72 V* 

'=AB  — CO  =  C; 


2^7 


zkfd 


(8)  V=V2^  +  VJ. 

Jeśli  oznactymy  przez  H  wzniesienie  punktu  A  nad  pońo- 
mem  progu  EF  i  przez  /  szerokość  tego  progu,  powierzchnia 

przecięcia  przewału  będzie  /(H  —  C)t  i  wydatek  wyrazi  się 
przez 


Ale  zagadnienie  zostaje  nierozwięzalne,  dopóki  nie  będzie 
wiadoma  ustawa  która  więżę  ilości  C  i  H.  Gdyby  przypuszczono, 
czemu  zaprzeczyć  można,  że  naturalne  zjawiska  odpowiedaję 
zawsze  warunkom  marimum  albo  minimum,  zagadnienie  byłoby 
wyznaczone.  Jakoż^  biorąc  pochodne  funkcyi  Q  względem  Z, 
mamy  wartość 

która  czyni  Q  maximum. 
Zatem 

o=l'(''+S')/fF*l' 

albo,  nazywając  A©  wysokość  należną  prędkości  Vo,  * 


(10) 


Q=|/(H  +  *o)|/'^(i?H  +  A«). 
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Teorya  wypływu  przez  przewały,  jako  przez  wielkie  otwory, 
nie  jest  jeszcze  zupełnie  ustalona,  i  wszystko  się  opiera  na 
mniej  więcej  zadowolajfcycti  doświadczeniach.  Dlatego  osta- 
tnia formułę  zastępuję  zwykle  formułę  praktyczna 

■ 

(11)  Q  =  mlH^2gE, 

w  której  spółczynnik  wydatku  m  zmienia  się  z  wysokościę  H, 
a  szczególniej  z  kształtem  przewału.  Ogólnie  za  średnie  wartość 
można  wzięć  m  =  0,&2. 

372  Ruch  ustawiczny  cncczT  w  burach.  Ai  dotęd  nie  zważaliś- 
my na  tarcie  w  rucłiu  cieczy,  a  jednak  wyniki  do  których  dosz- 
liśmy zgadzaję  się  dość  dobrze  z  doświadczeniem.  Pochodzi  to 
ztęd  że,  w  przypadkach  wypływu  cieczy  któreśmy  wyłożyli, 
prędkości  częstek  płynnych  sę  bardzo  małe  w  ogóle  massy,  i 
dopiero  w  pobliżu  otworu  znacznie  się  powiększają;  tak  że  tar- 
cie^ klóre  się  rozwija  między  temi  częstkami  i  wzmaga  z  ich 
prędkościę,  zaledwie  w  bardzo  małej  tylko  części  przestrzeni 
przez  ciecz  zajętej  czuć  się  daje^  i  dlatego  bardzo  małe  działanie 
na  wypływ  tej  cieczy  wywierać  może.  Ale  rzeczy  maję  się  ina- 
czej gdy  chodzi  o  bieg  wody  w  wielkiej  rozcięgłości,  jako  rzeka, 
albo  ojej  bieg  w  [długiej  rurze,  jako  wodocięg;  wtedy  wpływ 
tarcia  przeważnie  się  objawia,  i  już  go  w  obliczaniu  sił  opor- 
nych pomijać  nie  wolno. 

Od  dawna  już  wiedziano  że  wodocięgi  tern  mniej  wydaję 
wody  im  sę  dłuższe;  co  łatwo  wytłumaczono  tarciem  częstek 
płynnych  ślizgajęcychj  na  ich  ścianach,  i  przyleganiem  do  tych 
ścian.  Albowiem  każdy  wie  że  rury  prowadzęce  wodę  nie  po- 
siadaję  doskonałej  gładkości,  a  sę  wewnętrz  najeżone  chropo- 
watościami i  osadem,  które  zmniejszaję  prędkość  warstwy  płyn- 
nej będęcej  z  niemi  w  zetknięciu,  i  z  czasem  mogę  nawet  jej 
cały  ruch  zatrzymać.  Nietrudno  pojęć  że  ta  warstwa  skrajna 
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mająca  ruch  opóźniony,  z  kolei  opóinia^  na  mocy  swojej  lepko- 
ści;  warstwę  płynną  którą  otacza  bezpośrednio;  i  tak  następnie 
aź  do  warstwy  środkowej  która  posiada  największą  prędkość. 
Ale  niezaraz  uznano  że^  gdy  woda  płynie  jednostajnie  w  jakiem* 
kolwiek  łożu,  albo  w  rzece^  siła  nadająca  jej  prztspieszbnie  jest 
równa  summie  oporów  pochodzących  z  lepkości  cieczy  i  z  tarcia 
łoia.  To  twierdzenie,  które  się  nam  zdaje  oczywiste^  dopiero 
na  końcu  osiemnastego  wieku  przez  Dubuafa  odkryte  zostało. 

Główną  przyczyną  tarcia  ciał  bryłowych  w  zetknięciu  jest  ich 
odkształcenie  przez  wzajemne  parcie.  Owoł  ciecze^  będąc  pra- 
wie zupełnie  nieściśliwe^  nie  ulegają  prawie  żadnemu  odkształ- 
ceniu; zatem  parcie  nie  może  wpływać  na  ich  tarcie.  Chociaż 
doświadczenia  niezaprzeczalnej  dokładności  potwierdziły  to 
rozumowanie,  i  stanowczo  dowiodły  że  tarcie  w  cieczach  jat 
niezaletne  od  parcia ;  tę  atoli  główną  ustawę  przyjęto  z.  tru- 
dnością, dlatego  właśnie  że  jest  przeciwna  wyobrażeniom  o  tar- 
ciu ciał  bryłowych. 

Niewątpliwie  opór  przeciw  ruchowi  cieczy  powiększa  się 
z  jego  prędkością,  ale  niewiadomo  wedle  jakiej  ustawy.  Trudno 
przewidzieć  tę  ustawę,  dlatego  że  nie  wiemy  jak  się  zmienia 
prędkość  w  strugach  płynnych;  znamy  tylko  prędkość  średnią^ 
iloraz  wydatku  przez  przecięcie,  która  nic  w  tym  względzie  dać 
nie  może.  Prędkość  wpływa  oczywiście  na  tarcie  części  cie- 
kłych w  zetknięciu,  i  na  opór  jaki  przeciwstawi  ściana  cząstecz- 
kom które  się  wzdłuż  niej  poruszają ;  do  wyrażenia  tych  oporów, 
w  braku  teorycznej  używają  formuły  empirycznej  (wywiedzionej 
z  doświadczenia),  którą  niżej  wskazujemy. 

To  ustaliwszy,  będziemy  szukali  równania  ruchu  ustawicznego 
wody  w  rurze  prostolinijnej  której  przecięcie  prostokątne  jest 
kołowe.  Wyobraźmy  sobie  że  rozłożono  całą  massę  płynną  na 
warstwy  obrączkowe  nieskończenie  cienkie,  mające  tę  samą 
oś  co  rura,  i  podzielmy  je  na  krójki  nieskończenie  małej  gru- 
bości d$.  Przypuszczając  że  woda  płynie  pełną  rurą,  pojmujemy 
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łatwo  tarcie  jej  cząsteczek  o  ściany.  Z  ruchu  tych  cząsteczek 
wynikaj;  składowe  styczenne  oporne,  zk^d  tarcie.  Ściana  rury, 
w  długości  ds,  na  przykład,  rozwija  na  warstwę  płynne  skrajna 
tarcie  które  zmniejsza  jej  prędkość;  ruch  tej  warstwy^  lak 
opóźniony,  sprawia  na  bezpośrednio  następującej  warstwie 
obrączkowej  podobne  tarcie  które  także  jej  ruch  opóźnia ;  i  tak 
dalej.  Widzimy  tym  sposobem  że  woda  płynie  w  rurach  nie 
krójkami  majfcemi  ruchlprzeniesienia,  ale  warstwami  obręczko- 
wemi,  z  prędkości;  rosn;c§  w  miarę  oddalenia  od  ścian  rury 
z  przyczyny  ich  oporu.  Ten  opór,  oczywiście  proporcyonalny 
do  powierzchni  ściany  zmoczonej,  to  jest  do  obwodu  wewnętrz- 
nego c  rury  i  do  grubości  d$  krójki,  jest  naturalnie  uważany 
za  proporcyonalny  do  pewnej  funkcyi  f(v)  prędkości  średniej, 
i  do  ciężaru  gatunkowego  u  cieczy.  Można  go  więc  przedsta- 
wić przez 

utf{v)ds. 

Wedle  rozumowań  i  notacyj  n'*  360,  nazywając  «•  podstawę 
jednej  krójki,  mamy 

(a)  uvdt  =  Q\dt  =  OoYorf/ ; 

co  daje,  dla  pracy  oporu  przez  czas  dtj  wartość 


X3tf{v)d$.vdt  =  ctQVA.  ^f{v)d$, 

gdzie  f3QiVdł  oznacza  massę  płynu  który  przeszedł  przez  prze- 
cięcie Q  w  czasie  di.  Jeśli  więc  nazwiemy  /  długość  rury,  cała 
praca  oporu  wyrazi  się  przez  całkę 


X3Qy  dt 


r  -  Mdt 
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Wprowadzając  ze  znakiem  — ,  ten  wyraz  do  drugiej  strony 
równania  które  przedstawia  twierdzenie  D*  Bemulli,  otrzymu- 
jemy 

(12)         Vą-VJ  _  £o-p  ^.  z^  _  z  _  r'i^(„)rf,. 
2g  ^  Jo  « 

To  ogólne  równanie  pokazuje,  ie  w  ruchu  ustawicznym  wody 
w  rurze  prostolinijnej  symetrycznej,  strata  obcięienia,  pocho- 
dząca z  tarcia  i  dana  przez  całkę 


(')      f^-^-IM^^h 


zależy  tylko  od  kształtu  rury,  a  raczej  od  wartości  c  i  w  wy- 
rażonych w  funkcyi  długości  $. 

Przypadek  rucku  jednostajnego.  Gdy  rura  jest  walcem  obro- 
towym średnicy  D,  mamy 

«=Q  =  Qo  =  iwD«; 

zatem,  na  mocy  ustawiczności  ruchu,  wyrażonej  przez  równa- 
nia (a),  będzie 

(c)  t>  =  V  =  Vo       i      1=^. 

wtedy  ruch  każdej  czystki  płynnej  jest  jednostajny  w  całej 
długości  rury.  Ale  rozmaite  cząstki  nie  posiadają  wszystkie  tej 
samej  prędkości;  te  które  s§  blizko  ścian  rury  poruszają  się 
bardzo  powoli,  odleglejsze  coraz  prędzej;  a  warstwy  płynne 
obrączkowe  ślizgają  jedne  na  drugich  z  prędkościami  tern  mniej- 
szemi  im  są  większe  ich  promienie. 

Wykonywając  całkowanie  (A),  które  się  stało  możebnem  dla- 


UYDAODYMAMIKA.  767 

lego  ie  prędkość  v  jest  stateczna  i  daje 


f'lf{v)ds  =  ^f{v), 


a  potem  podstawiając  w  formule  (12)  wartości  wyznaczone 
przez  równania  (e)^  znajdujemy 

n  Li 

albo 

(13)  ^  +  Zo--^-Z=^f{\). 

zj  n  V 

Pierwsza  strona  wyraia  różnicę  dwóch  poziomów  piezome- 
trycznych  odpowiedaj^cych  środkom  ciężkości  przecięć  Oo  i  ^9 
a  droga  jest  proporcyonalna  do  tarcia;  to  więc  równanie  do- 
wodzi ie  obciężeDie^  któreby  nadawało  przyspieszenie  ruchowi 
płynu  zawartego  między  dwoma  przecięciami  rury  waIcow#j, 
jest  całkiem  zniszczone  skutkiem  tarcia. 

Jeśli  nazwiemy  I  stosunek  straty  obciążenia  do  długości  / 
odcinka  rury^  Ło  jest  jeśli  uczynimy  " 

I  będzie  wyrażało  stratę  obciążenia  na  jedność  długości  rury. 
Stawiajęc  się  w  tym  szczególnym  przypadku,  wyznacz(mo 
przez  doświadczenia  kształt  funkcyi  /(Y),  i  po  mnogich  spraw- 
dzaniach przyjęto  formułę  empiryczne 

(U)  /•(V)  =  aV  +  6V2  =  lDI, 

.w  której  a  i  (  są  spółczynnikami  liczebnemi,  różnie  przez  róż- 
nych  wyraohowanemi. 


76B  HYDftODYNAMIRA. 

Nazywając  R  promień  rury^  HenrykDarcy  znalazł  następujące 
wartości  tych  spółczynników: 

o  =  0,000032+?i550020«?łZ«.\ 

^^  /  dla  rur  pokrytych  wewnętrz 

0,0000062        i  osadem; 


b=  0,000  &43  + 


R 


a  =  0 


dla  rur  służących  jui  przez  pewien 


•   4=0,000507+».i2£2021^  czas. 

R 


Dla  rur  nowych  z  żelaza  lanego  trzeba  zmniejszyć  o  potowe 
spółczynniki  a  i  b. 

Ale  takie  wszystkie  wartości  nie  majf  nic  stanowczego ;  przy* 
toczyliśmy  je  dlatego  tylko  aby  uzupdnić  formułę  empiryczof 
obecnie  uiywan§. 

373.  Rzecz  o  wodociągach  jest  jedne  z  bardzo  ważnych  w  iy« 
ciu  zbiorowem  ludzie  a  teorya  ruchu  wody  nie  jest  jeszcze  usta- 
lona niezaprzeczalnie;  dlatego  nieźle  będzie,  dla  sprawdzenia^ 
znaleźć  innym  sposobem  równanie  ruchu  jednostajnego  wody 
w  rurze  walcowej  kołowej.  Codzienne  doświadczenie  uczy  że 
ten  ruch  jednostajny  wody  nastaje  zawsze  po  pewnym  czasie, 
jakakolwiek  jest  spadzistość  łoża  albo  rury;  co  dowodzi  istnienia 
oporu  styczennego,  czyli  tarcia  które  niszczy  składowe  porusza- 
jąca ciężkości.  Ale  ciężkość  rośnie  ze  spadzistości^;  jnusi  więc 
tarcie  zwiększać  się  z  prędkością,  aby  czynić  równowagę  sile 
poruszajęcej  rosnęcej.  Te  uwagi  nastręczaję  łatwy  sposób  otrzy- 
mania wprost  równania  (13). 

Jakoż^  niech  będzie  rura  walcowa  kołowa  z  nachyleniem  c 
na  poziom,  w  której  woda  płynie  ustawicznie  i  jednostajnie. 
Ponieważ  różne  cząsteczki  płynne  s^  ożywione  ruchami  jedno- 
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sUjnemi,  siły  działające  na  każcie  z  nich  powinny  sobie  czynić 
równowagę.  Żalem  wszystkie  siły  przyłożone  do  massy  płyn- 
nej, zawartej  między  dwoma  przecięciami  poprzecznemi  rury 
AB  =  Qo  i  CD  =  Q,  wziętemi  na  odległość  /,  musz^  być 
w  równowadze.  Ztęd  wynika  że  summa  rzutów  tych  sił  na  osi 
rury  powinna  być  zero.  Owoź,  woda  płynąca  pełn§  rur^  jest 
poddana  :  1°  parciu  PfjLlo,  które  działa  na  przecięciu  AB  w  kie- 
runku ruchu;  2**  parciu  />Q,  które  działa  na  przecięciu  CD 
w  stronę  przeciwna  ruchu;  3**  swemu  własnemu  ciężarowi 
wyrażonemu  przez  ctQ/,  którego  rzut  na  osi  rury  jest  równy 
CTQwst«  =  tjQ(Zo  —  Z);  /i*  tarciu  z  natężeniem  utłf(V)  wyzna- 
czonem  powyżej^  które  działa  w  stronę  przeciwna  ruchu.  Mamy 
więc  równanie 

Po^o  —  it>0  +  ctU(Zo  —  Z)  —  a«V(  V)  =  O 
albo 

Wynik  zgodny  z  otrzymanym  poprzednio. 

37/i.  Wypływ  wody  długą  rura.  Niech  będzie  rezerwoar  ABD 
z  którego  woda,  mająca  poziom  stateczny  AB,  jest  prowadzona 
dług§  rur^  walcow{^   CEFD   średnicy  D  do  fontanny  publicz- 


nej albo  do  innego  rezerwoaru.  Chc^^c  wyznaczyć  prędkość  wy- 
pływu przez  otwór  końcowy  EF^  możemy  uważać  rurę  GEFD 

HKCBANIKA.  U.—  &9 
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jako  przystawkę  walcowa;  ale,  żeby  woda  płynęła  pełn§  rur§ 
bet  ftadnego  ścieśnienia  żyły,  przypuszczamy  że  otwór  wejścia 
CD  jest  rozszerzony  na  wewnątrz  rezerwoaru  ABD,  i  ma  wła- 
śnie kształt  ścieśnionej  żyły.  Pod  temi  warunkami  twierdzenie 
D*  BemuUi,  zmodyfikowane  wyrazem  oznaczającym  tarcie,  sto- 
suje się  do  ruthu  ustawicznego  którym  się  zajmujemy,  i  daje 

gdzie  /  znaczy  długość  GE  ruryi  Z^^Z  wzniesienie  poziomu 
AB  nad  środkiem  ciężkości  otworu  wypływu,  i  -  =  - .  Owoż, 

prędkość  Vo  przy  poziomie  statecznym  AB,  jako  bardzo  mała, 
może  być  zaniedbana;  parcie  atmosferyczne  po  M  powierzchni 
wolnej  AB  jest  prawie  to  samo  co  parcie  p  na  przecięciu  skraj- 
nem  EF  rury;  nakoniec  /(Y)  =  aV -f- *V*5  j^śli  więc,  nazy- 
wając h  wysokość  poziomu  AB  nad  środkiem  ciężkości  otwo- 
ru EF,  uczynimy  Zo  —  Z  =  A,  będziemy  mieli  równanie 

które  wyznacza  prędkość  wypływu  wody  przez  otwór  EF  bę- 
dący pod  parciem  samej  tylko  atmosfery.  Doświadczenie  do- 

wodzi  że  wyraz  --  jest  bardzo  mały  w  porównaniu  z  wyrazem 

—  (aV4-*^^);  zaniedbując  go,  otrzymujemy,  z  dostatecznem 
przybliżeniem,  formułę  praktyćifi^ 

^  wyraża  spadzietość  rury  na  jednoM  długości. 
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Wydatek  oblicza  się  pnez  formułę 

c)  Q=iUd«V, 

U 

w  której  za  V  trtelto  fyodstal^ić  ^attoió  'wyciągnięte  t  ró>»na- 
nia  (a)  albo  (&)« 

Te  iró>^nania  rozwi^zuj^  zupełnie  zagadnienie :  Hajęc  dane 
dwie  z  czterech  ilości  j,  D,  Q,  V,  znaleźć  dwie  pozostałe.  Gdy 

sc  dane  spadzistość  -j  i  l^ydatfek  0»  *by  wyznactyć  średnicę  D 
rury  trzeba  rozwiązać  równanie  stopnia  5i^ 

Ale  do  tego  ułożono  tablice  które  daję  rozwiązania  zdarzających 
się  najczęściej  przypadków. 

375.  O  BIEGU  WODY  w  KANAŁACH  ODRHYTrCH  I  RZEKACH.   Zcby 

woda  mogła  płynąć  w  kanale  odkrytym  albo  w  i'zece,  musi  ko- 
nieciftie  ifttnleć  6p9i(tiistość  powierzchni ;  woitmiek  nteibędayi 
który  odró£nia  (en  pnypadek  od  ii^łołonego  popnedtiio*  Rncli 
zmieDny  wody  ^  rzekaćb,  wyjęwazy  aaY^et  podskoki,  wuy  i  £ale, 
przedstawia  jedno  z  najzawils2^xh  zagadnień;  bo  teorya  tego 
ruchu  jest  bardzo  trudna  do  znalezienia  przez  doświadczenie^ 
a  przez  rachunek  zaledwie  w  szczególnych  paypmKMoiidii 
dać  ją  próbowano.  Dlatego  poprzestaniemy  w  Mechanice  rozu- 
mowej na  kilku  tylko  głównych  własnościach  rzeczonego  ruchu. 
Uuch  jednostajny  wody  w  kanałach  odkrytych  i  w  rzekach 
nie  mo2e  oczywiście  mieć  miejsca  Jeśli  przecięcie  nocmalnodo 
prądu  jest  zmienne,  albo  gdy  się  zmienia  spadzistość  łoża. 
Strugi  płynne  mają  w  rótoyck  punktach  swojego  biegu  bardzo 
zmienne  prędkości  w  rzekach^  począwszy  od  źródła  a^  do  ujścia; 
a  jednak  ruch  jest  ustawiczny,  jeśli  ilość  wody  dostarccana  przez 
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Źródła  zostaje  stateczna.  Gdy  rzeka  wzbiera,  jej  ruch  ustawiczDy 
przestaje  istnieć,  aź  dopóki  wysokość  wody  nie  dosięgnie  sto- 
pnia który  odpowieda  wydatkowi  obecnego  napływu;  wtedy 
rzeka  bierze  nowy  stan  ustawiczności^  a  potem  go  traci  gdy 
przyczyny  które  sprawiły  wezbranie  działać  przestały. 

Jeśli  przecięcie  prostokątne  kanału  albo  rzeki  i  nachylenie 
ich  łoża  s§  stateczne,  ruch  ustawiczny  wody  jest  jednostajny. 
W  tym  przypadku,  rozumując  jako  w  n»  373,  i  oznaczając  przez 
c  zmoczony  obwód  przecięcia  kanału  albo  rzeki,  Q  powierz- 
chnię tego  przecięcia,  znajdujemy  równanie  ruchu 

5/lV)  =  ^''  +  Zo-Z 
albo 
(15)  aV  +  6V«  =  l5. 

Stosunek  I  straty  obciążenia  na  jedność  długości  wyraia  tu 
spadzistość  rzeki.  Niektórzy  nazywają  stosunek  -  niewłaściwie 

promieniem  łrednim^  i  oznaczają  go  przez  R.  Żeby  się  jednak  nie 
sprzeciwiać  zwyczajowi  użyjemy  także  tego  znaczenia. 

Gdy  prędkość  Y  jest  dostatecznie  wielka,  można  poprzestać 
na  jednym  tylko  wyrazie  6V^  funkcyi  f(V)^  i  czyniąc  -  =  R 

napisać  poprostu 

6V2  =  RI. 

W  tern  równaniu  spółczynnikowi   b  dają  wartość  średnią 
0,000&;  zkąd  wynika 

(16)  V  =  0,50\/Ri, 

formuła  używana  przez  inżynierów  włoskich. 
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Eytelwein  podaje 

V  =  0,52  y^Hi. 

376.  Prędkości  i^fewnatbz  wody  bieżącej.  Zastanawiaj§csię  nad 
ruchem  wody  w  kanałach  odkrytych,  a  mianowicie  w  rzekach, 
spostrzeżono  ie,  na  tern  samem  przecięciu  normalnem  do 
prędu  istnieje  trzy  róiue  prędkości :  jedna  największa  U  tui 
pod  powierzchnia  rzekła  druga  najmniejsza  W  na  jej  dnie,  a 
trzecia  między  niemi  prędkość  średnia  V,  która  służy  do  wy- 
znaczenia wydatku  odpowiedajęcego  przecięciu.  Ustawa  wi§- 
ż^ca  te  trzy  prędkości  nie  jest  jeszcze  ściśle  określona;  znale- 
ziono albowiem 


V      2U  +  W        .,,.          ,,       3U  +  2W 
y"= 1 —        I  także        V= f . 

3  5 


Do  wyrażenia  prędkości  średniej  Y  za  pomoc§  samej  pręd- 
kości U  na  powierzchnia  używają  formuły  praktycznej  podane 
przez  P«  Baziriy 

(17)  U  — V=i/iv/Ri, 

która  się  dość  dobrze  zgadza  z  doświadczeniem. 

S^  którzy  utrzymuje  że  prędkość  największa  jest  na  po- 
wierzchni pr^du,  i  strugę  ożywiona  t^  prędkościci  maxima  na 
powierzchni  nazywają  osig.  hydrauliczną  prądu. 

Liczne  poszukiwania,  uczynione  na  wielkiej  rzece  amerykaii- 
skiej  Mississipi,  i  także  na  lieme,  zdaj(i  się  dowodzić  że  :  Na 
jednej  pionowej,  stosunek  prędliości  średniej  do  prędkości  na  poło^ 
wie  głębokości  jest  niezaletny  od  szerokości  i  głębokości  prądu,  i 
prawie  niezależny  od  jego  prędkości.  Ta  ważna  własność  może 
służyć  do  łatwego  mierzenia  średniej  prędkości  pr(|du«  Nako- 
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niec,  świeże  doświadczenia  inżyniera  angielskiego  Rbvt^  wyko- 
nane na  rzekach  Parana^  Uruguay  i  w  nizinach  Plata^  pokazuję 
że  :  Prędkość  w  małej  odległości  od  powiei^zchni^  jest  w  stosunku 
prawie  statecznym  z  głębokość  ta  wody. 

WZAJEMNE  PARCfA  WODY  I  PŁASCZYZNY  W  ICH  RUCHU 

WZGLlgDNYM. 

377t  Wiadomo  że  parcia  wy  warte  przes  płyn  na  tłśns  ponkta 
powierzchni  ciała  w  nim  saounonego  nie  a|  takie  w  roobu 
jakieby  były  w  równowadze.  Gdy  oiało  bryłowe  ponuza  się 
w  jakimkolwiek  płynie  w  spoczynku  albo  w  ruchu,  to  doznaje 
od  niego  parcia  które  zależy  od  prędkości  ruchu  względnego^ 
od  kształtu  ciała  i  od  gęstości  płynu;  ale  dot§d  robione  do- 
świadczenia pia  daty  jeszcze  nawet  empirycznych  ustaw^  dość 
ogólnych  aby  do  nich  rachunek  zastosować  można  było.  Znane 
s§  jednak  niektóre  wyniki,  dotyczące  oporu  cieczy  przeciw 
powierzchniom  płaskim  w  ruchu  przeniesienia;  o  nich  więc 
tylko  parę  słów  powiemy. 

Parcie  żyły  wodnej  na  płasczyznę.  Niech  będzie  żyła  wodna 
ABHE,  która  spotyka  i  uderza  płasczyznę  stał§  MN  pod  kątem 


jakimkolwiek.  W  założeniu  że  ruch  wody  jest  ustawiczny^  przy« 
pusacsamy  )4asczyenę  MN   dostatecznie  rozległe,  aby  strugi 


ciek)e  kióre  zboczyły  ze  swoich  dróg  jednoatąjnychi  z  praycsyny 
jej  oporu,  nmsiały  się  poruszać  równolegle  do  niej  :s  prędko** 
^ciami  zkcdin^d  jakiemikolwiek.  Uważajmy  teraz  część  wody 
ABGFDCj  zawarta  między  płasczyzn^  AB  prostopadła  do  iyły 
i  powierzchnia  walcowa  CDEF,  poza  któr^  woda  płynie  równi>- 
legie  do  płasczyzny  MN;  oznaczmy  przez  «  i  6  k§ty  jakie  płai-* 
czyzna  ON  czyni  i  osi§  OS  łyły  i  z  pionowa  QT ;  prze^  v  pręd- 
kość spoina  \  stateczna  cz§8tek  płynnych  które  pr^^chodl^ 
przez  ptasczyznę  AB.  Po  czasie  dt^  te  cząstki  będą  się  znajdo- 
wały na  płasczyznie  sąsiedniej  A'B'  której  odległość  od  AB 
będzie  vdt  W  tej  samej  chwili  cząstki  płynne  które  zajmowały 
powierzchnię  walcową  CDEF  będą  na  powierzchni  sąsiedniej 
G'D'E'F'.  Tym  sposobem  cały  układ  punktów  maleryalnych 
zawartych  w  objętości  ABEFDC,  na  początku  czasu  dt^  zajmie 
objętość  A'B'ET'D'G'  na  końcu  tego  czasu,  i  wszystkie  punkta 
które  w  ostatniej  chwili  czasu  dt  będą  się  mieściły  w  części 
spólnąj  A'B'EFDG  dwóch  objętości  będą  miały^  na  mocj  usla- 
wiczności  ruchu,  te  same  massy  i  te  same  prędkości  jaH  cząstki 
których  zajmują  miejsca. 

To  ustaliwszy,  zastosujemy  zasadę  ilości  ruchu  rzutowanych, 
biorąc  za  os  rzutów  proste  0X  prostopadłą  do  płasczyzny  MN. 

Owoż,  z  przyczyny  massy  ciekłej  spólnej  ( A'B'EFPC)  przyrost, 
przez  czas  dty  ilości  ruchu  massy  uważanej  (ABEFDC)  jest  rót- 
nicą  ilości  ruchu  mass  (CDEFC'D'ET')  i  ( ABA'B');  ale  prędkości 
cząstek  stanowiących  pierwszą  z  tych  dwóch  mass,  będąc  ró- 
wnoległe do  płasczyzny  MN^  dają  zero  na  summę  rzutów  ich 
ilości  ru(;hu.  Więc  przyrost  summy  rzutów,  na  osi  0X,  ilości 
ruchu  cząstek  całej  massy  ciekłej  przywodzi  się  do  rzutu  ilości 
ruchu  massy  (ABA'B'),  i  wyraża  się  przez 


TJ 


Qvdt.v,vfsia, 

9 


gdzie  tj  znaczy  ciężar  gaŁui^kowy  cieczy,  i  Q  powierzchnię 
przecięcia  prostokątnego  AB  tyły. 
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Znajęc  summę  rzutów  ilości  ruchu  cz9<;tek  ciekłych,  znajdźmy 
srnnmę  rzutów  popędów  sił  zew^nętrznych  które  działają  na  cały 
układ.  Te  siły  s§  :  1**  oddziaływanie  płasczyzny  MN,  równe  i 
przeciwne  parciu  żyły.  Rzeczone  oddziaływanie  rozkłada  się  na 
normalne  N  i  na  styczenne;  ale  rzut  ostatniego  na  osi  0X  jest 
zero.  2*  Ciężar  massy  ciekłej  (ABEFDC),  jego  rzut  na  osi  0X 
równa  się  PwstO.  3°  Parcia  atmosferyczne,  które  działając  na 
cał§  żyłę  daj§  zero  na  summę  algebryczn^  rzutów. 

Mamy  więc,  na  mocy  zasady  ilości  ruchu  rzutowanych  na  osi, 


—  H  Qv^dtYfsia  =  —  Nrf^  +  PA  wstO, 
9 


tkąd 


(1)  N  =  H  Qt;Vstor  +  P  wstG. 

Pierwsza  część  parcia  N,  równa  u.Owsta.— ,  wyraża  cię- 

żar  walca  cieczy  którego  podslaw§  jest  rzut  przecięcia  prostego 
żyły  na  płasczyznie  partej,  a  wysokością  podwójna  wysokość 
należna  prędkości  prądu;  druga  część  Pwst9  przedstawia  par- 
cie któreby  układ  (ABEFDC)  punktów  ciekłych  wywierał  na 
płasczyznę  MN,  gdyby  na  niej  ślizgał  cał§  sztuką,  jako  ciało 
bryłowe. 

Gdy  płasczyzna  MN  jest  pionowa,  wtedy  6  =  01  parcie  N 
ma  wartość 


N  =  -Qe;«wsta; 
9 

a  gdy  do  tego  jeszcze  kierunek  żyły  jest  poziomy,  wtenczas 
a  =  ^ ,  i  mamy  poprostu 

(2)  N=50j;», 
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Jeśli  przeciwnie  płasczyzna  parta  jest  pozioma  a  żyła  pionowa^ 
będzie   a=^    *  9=^.  albo    0=  —  ^;  wtedy 

N==-Qt;2  +  P     albo    X  .-..:  ^Qr^  -  P, 
9  O 

według  jak  żyła  wytryska  z  góry  na  dół  albo  z  dołu  do  góry. 

Ten  wynik  można  łatwo  sprawdzić,  czyniąc  równowagę 
parciu  żyły  za  pomoc§  szali. 

Nakoniec,  jeśli  żyła  jest  równoległa  do  płasczyzny  MN  pochy- 
łej, będzie 

N  ==  Pwste, 

co  naprzód  wiadome. 

Gdy  płasczyzna  MN  nie  jest  dość  rozległa,  prędkości  cz§stek 
płynnych  przy  jej  brzegach  będ§  czyniły  k^ty  ostre  z  osi§  0X; 
wtedy  parcie  N  będzie  niniejsze,  bo  summa  rzutów  ilości  ruchu 
będzie  ostatecznie  mniejsza  od  poprzednio  otrzymanej.  Z  przy- 
czyny przeciwnej,  gdyby  za  pomoce  listew,  przyprawionych  do 
brzegów  płasczyzny  partej,  nadano  pr§dowi  który  j§  opuszcza 
kierunek  czyniący  k§t  rozwarty  z  osi^  0X,  powiększonoby  par- 
cie N.  łatwo  się  więc  pojmuje  dlaczego,  w  tych  sjmiych  oko- 
licznościach, parcie  na  powierzchnię  wklęsła  jest  większe  od 
parcia  na  płasczyznę,  a  zaś  parcie  na  powierzchnię  wypukła  od 
niego  mniejsze. 

3.78.  Parcie  na  płasczyznę  stałą  zanurzoną  w  prądzie.  Gdy 
płasczyzna,  całkiem  zanurzona  w  prądzie,  zostaje  nieruchoma 
w  położeniu  normalnem  do  jego  kierunku,  doświadczenie  do* 
wodzi  że  parcie  pr§du  na  tę  płasczyznę  wyraża  się  formuła 

(3)  N  =  — AwS 

^  9 

w  której  v  oznacza  prędkość  pr§du,  A  powierzchnię  płasczyzny 
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partej^  k  spółczynnik  zależący  od  jej  nalury  i  kształtu.  To  par- 
cie, jako  widzimy,  jest  proporcyonalne  do  kwadratu  prędkością 
tak  jako  parcie  żyły  poziomej  która  uderza  płasczyznę  slałą 
prostopadła  do  jej  osi. 

Jeśli  płasczyzna  zanurzona,  zamiast  być  w  spoczynku,  jakośmy 
przypuścili,  przenosi  się  z  prędkością  u  równoległ§  do  pręd- 
kości t;  prędu,  prędkość  względna  będzie  t;*— ti;  wtedy  parcie 
pręduna  płasczyznę  ma  natężenie 

9 

Jakoż,  nie  zmienimy  w  nio?en)  parcia,  jeśli  nadamy  ruch 
spoiny  wszystkim  punktom  materyalnym  układu;  możemy  więc 
przywieśdź  płasczyznę  do  spoczynku,  przez  co  sprowadzimy 
zadanie  do  poprzedzającego  przypadku.  Aby  to  uskutecznić 
myślę,  dość  jest  dodać  prędkość  —  u  do  prędkości  każdego 
punktu  materyalnego  w  ruchu.  Tym  sposobem  znajdujemy  się 
w  takim  samym  przypadku  jak  gdyby  płasczyxna  zanunona 
w  prądzie  zostawała  w  spoczynku,  a  prąd  był  ożywiony  pręd- 
kością (v  —  w).  Co  właśnie  daje  dla  parcia  N  wyrażenie  napi- 
sane wyżej. 
• 

Uważając  rzeczy  jeszcze  ogólniej,  przypuśćmy  że  płasczyzna 
MNj  mająca  ruch  przeniesienia  w  wodzie  bieżącej,  czyni  kąt  a 
z  kierunkiem  prądu  i  kąt  (3  z  kierunkiem  swojego  ruchu.  Chcąc 


wtedy  wyznaczyć  parcie  N,  trzeba  oszacować  prędkość  wody 
i  płasczyzny  partej  wedle  normalnej  do  tej  płasczj^ny;  różniea 
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dwóch  składowych   normalnych  będiie  prędkością  względna 
która  sprawi  parcie  wody  na  płasczyznę.  Te  składowe  s^ 

9W8U,  tlWSt(3| 

zkąd  prędkość  względna      (t; wsta  —  t4 wstp) ; 
więc  parcie 

(U)  N  =;  —  A(t;  wsla  —  tt  wsip)^ 

Ta  ogólna  formuła,  obejmująca  przypadki  poprzedaąj^eei 
stosuje  się  do  powietrza,  i  dowodzi  le  parcie  płynu  jakiegokolwiek 
na  ciało  mające  w  nim  ruch  przeniesienie^  jtit  proporcyonalne  do 
kwadratu  prędkości  względnej^ 

RUCH    GAZ6W. 

379.  Ruch  ustawiczny  gazu.  W  tem  co  powiemy  o  ruchu 
ustawicznym  gazu,  ograniczyn^y  się  pa  przypadku  temperatury 
statecznej,  do  którego  się  stosuje  ustawa  MarioUą 

(4)  p«r*. 

Nie  zwataj§e  na  tarcie ,  mamy  dla  płynu  jakiegokolwiek  for- 
mułę (7)  stronicy  75&, 

w  której  { 

rfU=:  —  gdz 

d}i_Q         dv  dw_ 
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ponieważ  przypuszczamy  ke  z  sił  zewnętrznych  sama  jedna  cięi- 
kość  działa  na  gaz  w  jego  ruchu  ustawicznym.  Owoż^  podsta- 
wiając le  wartości  w  równaniu  (2),  i  rugując  p  za  pomocą 
względności  (1),  otrzymujemy  równanie  całkowalne 

jeśli  więc  wykonamy  całkowanie  oznaczając,  w  stanie  początko-, 
wym,  przez  po  parcie  na  jedność  powierzchni,  przez  t;o  pręd- 
kość nieskończenie  małej  cząstki  gazu,  i  przez  Zq  wysokość  jej 
poziomu,  znajdziemy 

(3)  i^o=Jz&  +  ,-.z, 

2g         9    P 

Takie  byłoby  równanie  ruchu  ustawicznego,  gazu  mającego 
temperaturę  stateczną,  gdyby  nie  istniało  tarcic  między  cząst- 
kami płynnemi,  ani  tarcie  o  ściany  powłoki  w  której  ten  gaz 
się  porusza.  W  rzeczywistości  równanie  (3)  przedstawia  tylko 
ruch  przybliżony. 

380.  Wypływ  ustawiczny  gazu  przez  otwór  w  cienkiej 
ŚCIANIE.  Szukajmy  prędkości  z  jaką  wypływa  gaz  przez  otwór 
wyrobiony  w  cienkiej  ścianie  gazometru,  albo  przez  krótką 
przystawkę  walcową  przyprawioną  do  tego  otworu,  i  niech 
będą  teraz: 

Po  parcie  stateczne  jakiego  doznaje  cząstka  płynna  od  gazu 
wewnątrz  gazometru,  w  pewnej  odległości  od  otworu; 

p  parcie  jakie  ta  cząstka  wytrzymuje  gdy  przepływa  przez 
płasczyznę  wyjścia ; 

t;o  i  t;  prędkości  tej  samej  cząstki  w  obydwóch  jej  połołe- 
niach ; 
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»o  powiei*zchnia  poziomu  gazu  w  gazometrze,  <a  powierzchnia 
otworu ; 

nakoniec  z^  —  z  =  h. 

Mamy  iinjpierwcj  równanie  (3) 

'2g         9    P 

Owoż,  w  ruchu  ustawicznym  gazu  temperatury  statecznej, 
ciężary  ?«t;  i  ^woOo  Tnassgazistych,przechodz(icych  w  jedno- 
ści czasu  przez  otwór  i  przez  przecięcie  poziome  gazometru^  s§ 
równe;  co  daje 

ptf,»f^Vo  =  ptiVf       zkgd       Vo  =  2^ ; 

PtiPo 

więc^  podstawiając  tę  wartość  w  ostatniem  równaniu^  otrzymu- 
jemy prędkość  wypływu 


(4) 


r  pWo 


Ilość  pod  pierwiastnikiem  jest  dodatna;  bo  parcie  po  jest 
większe  od  p,  bez  czego  wypływ  gazu  nie  miałby  miejsca; 
powierzchnia  otworu  6»o  j^st  większa  od  w. 

Formuła  [U]  daje  się  uprościć  zachowując  dostateczne  przy- 
biiłenie.  Jakoł^  wysokość  h  jest  zwykle  nieznaczna^  i  ułamek 

cj-^  l>ardzo  mały;  można  więc  zaniedbać  te  dwie  ilości,  i  wzigć 


Pi4 


•=i/ 


P 
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A  jeśli  jeszcze  po  niewiele  się  różni  od  p,  wtedy^  ponieważ 

2?  =  1  -|-  c2_Z!-£    można   rozwinąć   logarylm    neperyański 

Lii  4"  ^)  ^^  szereg^  i^  poprzestając  na  jego  pierwszym  wyra- 
zie^  wzi§ó  poprostu 


(5)  "^j/^Cpo-p). 


Nakoniec,  wydatek  gaza  jest  dany  przez  formułę 


(6) 


I    /2gh  +  2kL^ 


a\bo  przez  formułę  prostsza  przybliSton^ 

Ale  naprzód  wiemy  że  te  formuły  nie  zgadzają  się  z  doświad- 
czeniem. Chc§c  otrzymać  rzeczywisty  t^7datek,  trzeba  się  uciec 
do  spółczynnika  liczebnego;  napisać 


I     /2gh  +  2*Z  £2 


albo  poprostu 


(7)  Q  =  h.^^I{po-p), 

i  wyznaczyć  praktycznie  wartość  dla  X . 
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Formuła  (7)  moie  slutyć  do  mierzenia  wydatku  gazu  wjiriy- 
\vaj9ceg0  pRee  pnysławkę  walcowa  albo  sIoŁhow^. 

Wartość  spótczynnika  I  znaleziona  przez  Wgisbacda  jest: 
i  =  0,58  dla  wypłjwu  gazo  przez  otwór  w  cienkiej  ścianie,  a 
tai  \  =  (t,lh  dla  przystawki  walcowej  albo  stoikowej.  Te  dwie 
Wartości  zdaj9  się  zgadzać  dość  dobrze  z  doświadczeniem. 

Dla  ustawicznego  ruchu  gazu  w  rurach  znaleziono  takie  samo 
równanie  co  w  cieczach,  równanie  (13)  stronica  707;  ale  olrzy- 
mano  je  wedle  teoryi  opartej  na  bardzo  zaprzeczał  nych  załoie- 
niacb,  których  nie  wolno  już  powtarzać  od  czasu  ustalenia 
leoryi  mechanicznej  ciepła.  Nie  mogjc  wykładać  lej  ostatniej, 
bo  ona  nie  wchodzi  w  zakres  niniejszego  dzieła,  a  s^dt^c  żeśmy 
dali  jui  dostateczne  Wyobrażenie  o  Hydraulice,  kończymy  ten 
przedmiot  prost§  Wzmiankę  o  kolacli  hydrauliranych  i  o  wia- 
traku, 

381.  Koła  uydraulicznk.  Te  machiny  wodne,  mające  za  przed- 
miot zebrać  i  przesłać  działanie  wody,  dziele  się  na  dwie  klassy ; 
na  koła  z  osig  poziomii  i  koła  z  osi§  pionowe.  Do  pierwszej 
klassy  należfi  iota  podsiębierne,  kota  nadsiębierne  i  kola  śród- 
bierne;  v/  drugiej  mieszczki  się  rozmaitego  rodzaju- tak  zwane 
turbiny.  Ich  teorya  jest  rzecz-  Hydrauliki.  Aby  tylko  pokazać, 
w  zastosowaniu  wyłożonych  wiadomości,  jak  się  oblicza  praca, 
powiemy  kilka  słów  o  kole  podsięfaierncm. 

Koto  podsiębierne  O,   dlatego  (ak  mianowane  że  odbiera 


wodę  na  najniłsce  korczćwki,  które  >§  prostemi  łopatkami. 
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Pr^d  wody,  vvypływaj^cej  zpod  sŁawidła  pochyłego  blizko  koła, 
ożywiony  prędIvOŚci^  należna  wysokości  spadku,  uderza  i  prze  na 
łopatki  w  pogródce,  i  tym  sposobem  nadaje  ruch  kołu.  Uważa- 
jąc ten  prąd,  począwszy  od  jego  wejścia  AB  w  koło  ai  do  wyj- 
ścia CD,  będziemy  szukali  pracy  na  sekundę,  wykonanej  przez 
wodę  działającą  na  łopatki.  Dla  uproszczenia,  biorąc  ruch  wody 
ustawiczny,  przypuścimy  że  jest  poziomy  w  pogródce  ABDC,  i 
nie  będziemy  zważali  na  bardzo  małe  tarcie  cząstek  płynnych 
o  jej  ściany.  Przez  co  ułatwimy  zastosowanie  zasady  ilości  ruchu 
^  rzutowanych  na  osi. 

Niech  będą  :  b  szerokość  pogródki,  A,  A'  i  H  głębokości 
AB,  GD  i  wysokość  spadku  wody;  v  prędkość  średnia  z  jaką 
woda  przybywa  do  koła,  i  u  prędkość  środka  zanurzonej  ło- 
patki. Z  przyczyny  ruchu  ustawicznego,  mamy 

bkv  =  bk'u         albo  hv  =  h'u; 

Poczem,  nazywając  P  ciężar  wydatku  na  sekundę,  widzimy 
łatwo  że  przyrost,  przez  czas  dt,  ilości  ruchu  massy  płynnej 
zawartej  między  AB  i  CD,  jest 

Vdł         Pdł         P,  .  . 

9  9,9 

Siły  zewnętrzne,  których  popędy  zrzutujemy  na  osi  poziomej, 
są :  1^  parcie  cieczy  na  AB  i  CD,  które  się  wyrażają  przez 

zsbh.rr  uftA'.—. 

2  2 

Są  także  parcia  wewnątrz  massy  (ABCD),  ale  się  niszczą  na- 
wzajem. 2"^  Ciężkość  i  parcie  po  wie  Irza  działają  pioaowo,  zatem 
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ich  rzuty  na  osi  poziomej  s§  zero.  3\0ddziaływania  korczówek 
przeciw  wodzie  która  prze  na  nie  z  obydwóch  stron ;  nazywamy 
N  summę  algebryczną  składowych  poziomych  tych  ostatnich 
sił.  Stosując  teraz  zasadę  ilości  ruchu  rzutowanych  na  osi,  znaj- 
dujemy równanie 


zk^d 


?(tt  -v)  =  ^  cj6(A*  —  A'«)  —  N, 


N  =  ^(e;-«)  +  laM»(l-5) 


Siła  N  jest  właśnie  wynikowji  działań  wody  na  korczówki,  i 
może  być  uważana  jako  przyłożona  do  koła  w  punkcie  który 
posiada  prędkość  u.  Zt§d  wynika  że  praca  poruszająca  któr§ 
woda  przesyła  kołu  w  każdej  sekundzie  jest  Nm,  Więc,  ozna- 
czając jako  zwykle  przez  Tp  tę  pracę,  i  uważając  że  xsbhv  =  P, 
otrzymujemy 

Jeśli,  mając  dane  v  i  A,  będziemy  zmieniali  prędkość  u  koła 
która  zależy  od  oporu  do  przezwyciężenia,  praca  T,  będzie  się 
zmieniała,  i  dojdzie  do  wartości  maximum  gdy  wartość  dla  u 
zadość  uczyni  równaniu  3*  stopnia  (które  jest  pochodną  fun- 
kcyi  T,  względem  «), 


j<»-^)+ Ki +:.)=«■ 


Gdyby  ayoIdo  było  nie  zważać  na  różnicę  parć  w  AB  i  CD^ 

MBCBAIIWA.  U.— '60 
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mianoi>y  poprostu 

Wartość  przybliżona  mniejsza  od  poprzedzającej. 

Wtedy,  ponieważ  summa  czynników  zmiennych  jest  sta- 
teczna,  maximum  ich  wieloczymi  od  po  wieda  wartości  tt  =  s-; 
co  daje 

i  P  w-       4 

Ten  wynik  dowodzi  że  istotne  maximum  pracy  przesłanej 
kołu  podsiębiernemu  nie  dosięga  nawet  potowy  pracy  PH  jakę 
spadek  wody  utworzyć  może. 

•  Z  doświadczeń  wprost  robionych,  w  przeszłym  wieku,  przez 

SmeatorCa  i  Bossufa  wynika  że  praca  użyteczna  koła  podsię- 
biernego z  łopatkami  płaskiemi  nie  przechodzi  0,35  pracy  po- 
ruszającej. 

Strata  pracy.  Strata  prawie  dwóch  trzecich  pracy  poruszającej 
w  kole  podsiębiernem  z  łopatkami  płaskiemi  pochodzi  z  ude- 
rzeń wody  na  korczówki.  Jakoż,  cała  siła  żywa  utworzona  spad- 

kiem  wody  jest  — ,  woda  wypływająca  zpod  koła  z  prędko- 

Pu^ 

ści^  u  unosi  siłę  ży w§  — ,  a  'przybliżona  wartość  pracy  koła 

P 

wyraża  się  przez   -(u  —  u)ui   więc  strata  pracy  pochodząca 
z  uderzenia  będzie 

2?  2^  g'         '        2g 
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Go  dowodzi  że  woda  uderzeniem  korczówek  nietylko  nie 
przyczynia  się  do  ruchu  koła,  a] e  jeszcze  sprawia  stratę  pracy 
równ^  połowie  siły  żywej  klóra  odpowieda  prędkości  straconej. 

Dawniej  sadzono  że  najgwałtowniejsze  uderzenia  wody  na 
korczówki  wydaja  największy  skutek^  i  dlatego  starano  się  brać 
wodę  na  samym  dole  spadku  gdzie  ma  największa  możebn^ 
prędkość.  To  właśnie  błędne  wyobrażenie  dało  początek  kołu 
podsiębiernemu  z  łopatkami  płaskiemi,  które  dzisiaj  tam  tylko 
używane  gdzie  nie  ma  potrzeby  oszczędzać  wody. 

382.  Koło  z  łopatkami  płaskiemi  obraganb  przez  prąd  rzeki. 
Niech  będzie  A  powierzchnia  zanurzonej  części  łopatki|  u  jej 


prędkość^  v  prędkość  pr§du.  Parcie  pr§du  na  łopatkę  pio- 

kzs 
nową  HK,  wyrażone  przez  — A(t? — uf  (u^  378),  stanowi  siłę 

poruszającą,  która  przyłożona  do  środka  ciężkości  G  zanurzo- 
nej części  łopatki  HK,  zmusza  ją  do  przebieżenia  drogi  u  w  jed- 
ności czasu.  Więc  praca  poruszająca  wody  jest 

T  =^k(v—u)hL 
9 

Aby  wyznaczyć  wartość  prędkości  u,  która  sprawia  pracę 
maximum,  ti-zeba  zrównaddo  zera  pochodne  funkcyi  Tp  wziętą 
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względem  u;  co  daje 

(v  --u)[v  —  Zu)=0. 

Nie  można  przypuszczać  v —  ti  =  O,  boby  praca  była  zero 
minimum  pracy.  Trzeba  więc  uczynić 


V  —  Su  =  Oy        zkęd        u  =  -^< 


Wartość  przybliżona  jest  u  =  0,ZZv;  doświadczenie  daje 
u  =  O,fio.  Różnica  pochodzi  zt§d  żeśmy  tylko  uważali  jedyna 
łopatkę  pionowa;  gdy  w  rzeczywistości  inne  łopatki,  zanurzone 
także  w  tym  samym  czasie  w  prądzie,  przyczyniaj^i  się  do  pracy 
poruszającej. 

383.  Koło  PoifciŁET^A.  Aby  należycie  ocenić  ważność  tego 
koła,  powiemy  najpierwej  ogólnie  pod  jakiemi  warunkami  kolo 
hydrauliczne  jest  uważane  za  teorycznie  doskonałe.  Nazwijmy  v 
prędkość  z  jak§  woda  uderza  korczówke^  w  prędkość  stracona, 
u  prędkość  wody  w  chwili  gdy  opuszcza  korczówkę,  P  ciężar 
tej  wody  który  działa  na  korczówkę  zestępuj^c  z  wysokości  h ; 
nakoniec  wysokość  H  spadku  któremu  jest  należna  wysokość  v; 
będzie 


X 


Vdt  =  PA,     i    «;«  =  2yH. 
o 


Zatem,  na  mocy  formuły  danej  na  stronicy  590,  mamy 


zkfd 
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Tu  równanie  dowodzi  ie,  dla  maiinium  wartości  pracy  opor- 
nej To,  trzeba  a  =  O  i  ttt!=0.  Więc,  w  kolach  wodnych, 
praca  oporna  a  temsameni  praca  użyteczna  jest  największa  mo- 
iebna,  gdy  woda  wchoazi  na  kolo  bez  uderzenia  i  opuszcza  je  bez 
m-ędkoici. 

Otó£  dwa  warunki  teorycznej  doskonałości  kół  hydraulicz- 
nych, do  których  dodać  koniecznie  naleły  i  ten  :  łeby  woda 
nie  była  zaburzana  podczas  działania  na  koto. 

Nietrudno  poj^  ie  koło  maj^e  ruch  powolny  mo^e  jut  częi- 
ciowo  dopełniać  tych  warunków.  Pokcelet,  usiłując  im  zadość 
uczynić,  wymyślił  koło  podsiębierne  z  lorczówkami  krzyweroi. 

Między  dwoma  rówoenii  wieńcami  kolowemi,  majftcami  od- 


ległość cokolwiek  większ|  od  otworu  AB  którym  woda  wypływa 
z  pod  stawidła  pochyłego,  sę  osadzone  w  równych  odstępach 
korczówki  krzywe,  i  przyrz{idzone  lak  żeby  na  nie  woda  wcho- 
dziła styczennie  a  przeto  bez  uderzenia.  Niech  będzie  f  prędkość 
wody  wypływającej  z  pod  stawidła  i  naiełnej  spadkowi  H, 
u  prędkoić  punktów  okręgu  zewnętrznego.  Ponieważ  pręd- 
kość V  jest  prawie  pozioma,  woda  wełiodzi  oa  korciowkę 
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Z  prędkością  względna  9  — -  u,  wznosi  się  aż  do  wysokości 

j — - — i-,  i  swoim  ciężarem  nadaje  ruch  wirowy  kołu;  poczem 

spływa  nakorczówce,  i,  dosięgajęc  znowu  jej  skrajnośd^  bierze 
na  powrót  prędkość  względna  v  —  u  ale  już  w  stronę  prze- 
ciwna poprzedzającej.  Prędkość  samoista  jak^  woda  posiada 
w  chwili  opuszczenia  korczówki  jest 

tt  —  (t;  —  u)  =z2u  —  V, 

Najkorzystniejsze  urządzenie  ma  miejsce  kiedy  ta  prędkość 
będzie  zero,  ponieważ  wtedy  woda  wyczerpie  cał§  swoj^  siłę 
porussaj(c§  na  kole.  Powinno  więc  być 


2tt  — 1>  =  O,        zk§d        w  =  - . 


To  jest,  prędkość  koła  powinna  być  połowę  prędkości  wody 
wychodzącej  z  pod  stawidła. 

Znajomość  prędkości  u  koła  daje  szerokość  IR  wieńca  koło- 
wego. Jakoż,  woda  wchodzi  do  korczówki  z  prędkością  względn^i 

V  —  tt  =  5,  i  wznosi  się  do  wysokości 

ałe  i^  =  igU,       więc       IK  =  1h. 

cl 

Taka  musi  być  przynajmnicy  szerokość  wieńca  kołowego  żeby 
woda  nie  uderzała  koła. 

Szukajmy  teraz  pracy  poruszającej  Tp.  Ponieważ  woda  wcho- 
dzi bez  udeneenia  t  prędkością  t^  do  korczówki,  t  opuszcza  ję 
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W  ruchu  tam  i  nazad^  równa  się  różnicy 


?.v^—Łr2u  —  vf  =  —  {v  —  u). 
9         9  9 

Owoż,  połowa  tej  siły  żywej,  w  założeniu  że  nie  ma  tarcia 
wrucłiu  ślizgania  na  korczówce,  jest  miar^  pracy  jak^  woda 
przesłała  karczówce ;  mamy  więc  równanie 

%  =—(^—u)u. 
9 

W  tym  wieloczynie  summa  czynników  zmiennycli  jest  sta- 
teczna, zt^d  wnosimy  że  maximum  pracy  poruszającej  odpo- 
wiada wartość  t/  =  -,   która  wyraża  właśnie  prędkość  z  jafe§ 

i) 

się  koło  obracać  powinno  żeby  woda  opuszczała  je  bez  pręd- 
kości. Podstawiając  tę  wartość,  mamy  maximum  pracy  poru- 
szajicej 

^9 

Znalezione  maximum  pokazuje  że,  w  warunkach  założeń 
jakieśmy  zrobili,  koło  Ponceleta  przeprowadza  całe  poruszajęc^ 
pracę,  jak§  tworzy  spadek  H  wody, nadający  prądowi  prędkość  v. 

Takie  s^  znamienite  przymioty  koła  Poncełefa.  Ale  te  piękne 
if^niki  nie  mog§  się  urzeczywiścić  w  praktyce;  różne  okolicz- 
ności temu  się  sprzeciwiają.  I  tak  i*"  strumień  wody,  przypły- 
wający z  pod  stawidła  do  korczówki,  nie  może  dla  swojej  gru- 
bości wchodzić  stjrczennie  do  koła,  choćby  nawet  korczówka 
była  bardzo  cienka  przy  brzegu.  2°  Jakakolwiek  jest  prędkość 
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względna  v  —u  przy  wyjściu  wody  z  kc^a^  ponieważ  ona  ma 
prawie  kierunek  stycznej  na  brzegu  korczówki,  prędkość  sa- 
moista  wyjścia,  jako  wynikowa  prędkości  względnej  płynu  i 
prędkości  styczennej  koła,  nie  może  być  zero.  A  wewnątrz  koła 
woda  nie  może  się  wznosić  i  opadać  ruchem  spólnym  swoich 
czystek,  cał§  sztuka  jako  ciało  bryłowe;  bo  czystki  płynne  które 
weszły  pierwsze  na  korczówkę  opóźniają  się  id§c  do  góry,  i 
utrudzaj9  ruch  tych  które  po  nich  następuje.  Zk^  konieczne 
tarcie  którego  powyższa  teorya  nie  wprowadza  do  rachunku. 
Dla  tych  naturalnych  przeszkód,  koło  Poncelefa,  niezaprze- 
czalnie najdoskonalsze  między  kołami  podsiębiernemi,  nie  może 
uiścić  wszystkich  spodziewanych  skutków.  W  tem  kole  praca 
użyteczna  dochodzi  do  0,65  pracy  poruszającej,  przy  spadku 
wody  niższym  od  2". 

386.  Wiatrak.  Przedmiotem  tej  machiny  jest  zebrać  i  przestać 
działanie  wiatru.  W  pospolitym  wiatraku,  a  o  takim  tylko  mówić 
będziemy,  oś  jest  pozioma  i  umieszczona  w  kierunku  wiatru ; 
koło  składa  się  z  czterech  wielkich  łopat  zwanych  tkrzydlami^ 
osadzonych  na  dwóch  średnicach  prostokątnych  które  nazywają 
śmigami.  Wskroś  śmig  przechodzę  prostopadle  i  w  równych  od- 
stępach poprzecznice  czyli  szczeble,  których  skrajności  z  oby- 
dwóch stron  wchodzę  w  cienkie  oblaki,  zakończające  skrzydła 
w  ich  długości.  Te  wszystkie  szczeble  sę  pokryte  płachtaoii  dre- 
wnianemialbo  płóciennemi.Tak  utworzone  skrzydło  przedstawia 

kszt^t  prostokątny  z  szerokością  prawie  -  długości ;  ale  nie  jest 

płaskie;  jestto  powierzchnia  skośna  mająca  szczeble  za  linie 
rodzące.  Wiatr  dmie  w  górne  skrzydło  i  swojem  parciem  nadaje 
mu  ruch  obrotowy.  2eby  ten  ruch  mógł  się  uskutecznić,  trzeba 
oczywiście  żeby  powierzchnia  skrzydła  była  ^nachylona  do  osi, 
to  jest  do  kierunku  wiatru.  Albowiem,  gdyby  ta  powierzchnia 
była  normalna  do  kierunku  wiatru,  toby  się  opiersda  jego  dzia- 
łaniu, nie  biorąc  żadnego  ruchu ;  dlatego  że  parcie  wiatru  na 
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skrzydło  nie  miałoby  składowej  styczennej^  któraby  mogła  spra- 
wić jego  ruch  wirowy  około  osi.  Gdyby  przeciwnie  linie  rodzące 
powierzchni  skrzydła  miały  kierunek  wiatru,  wtedy  skrzydło 
nie  stawiając  żadnego  oporu  sile  wiatru  nie  odbierałoby  od  niej 
popędu  do  ruchu  wirowego.  Trzeba  więc  żeby  liuie  rodzące 
powierzchni  skrzydła  odbierały  wiatr  pod  pewnym  kątem. 
Doświadczenie  pokazało  że  ten  kąt  powiększa  się  w  miarę  odda- 
lenia od  środka  wirowania.  Dlatego  też  dają  pierwszemu  szcze- 
blowi nachylenie  na  oś  około  GO""^  a  ostatniemu  80*.  Inne 
szczeble  mają  nachylenia  pośrednie^  rosnące  od  pierwszej  gra- 
nicy do  drugiej.  Co  właśnie  dowodzi  że  powierzchnia  skrzydła 
jest  skośna.  Teorya,  jakozarazzobaczymy,potwierdzatebudowy. 

Długą  praktyką,  i  niezawodnie  dopiero  po  mnogich  próbach, 
potrafiono  dać  skrzydłom  wiatraka  kształt  jaki  im  naznacza 
matematyczna  teorya,  której  zaiste  nie  można  było  wzywać 
pomocy  w  odległych  czasach  do  jakich  sięga  początek  tych 
powietrznych  młynów.  Dzisiaj  teorya  zupełnie  się  zgadza  z  do« 
świadczeniem. 

385.  Praga  wiatru  przesłana  przez  skrzydła.  Aby  oszacować 
działanie  wiatru  na  skrzydła  i  wyrachować  ztąd  wynikającą 
pracę  poruszającą,  będziemy  uważali  każdy  nieskończenie  wazki 
czworobok  spaczony  ABB^A',  zawarły  między  dwoma  po  sobie 
idącemi  szczeblami  AB,  A'B'  jako  czworobok  piaski.  Niech 


będzie  AB  =  /  długość  szczebla,  i  OG  =  r  jego  odległość  od 
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Środka  wirowania  O;  Idr  będzie  miar^  powierzchni  czworo- 
boku ABB'A'.  Przez  punkt  G,  środek  boku  AB,  poprowadźmy 
proste  CY  równoległą  do  osi  O  koła^  i  styczne  CT  do  okręgu 
opisanego  przez  punkt  C.  Trzy  proste  AB,  CY^  CT  są  na  jednej 
płasczyzoie  prostopadłej  do  śmigi  OG.  Prosta  CY  przedstawia 
kierunek  wiatru,  a  prosta  CT  kierunek  ruchu  punktu  G  podczas 
wirowania  śmigi  około  osi  O.  Oznaczmy  przez  t;  prędkość  wiatru, 
przez  u  prędkość  punktu  G,  przez  «  kąt  jaki  szczebel  AB  czyni 
z  kierunkiem  GY  wiatru.  \Yidzimy  dobrze  ie  czworobok 
ABB'A'  porusza  się  w  prędzie  wiatru  w  kierunku  CT  t  pręd- 
kością ti,  a  prąd  ma  kierunek  GY  z  prędkością  v.  Składowe 
tych  dwdcb  prędkości,   normalne  do  ABB^A',  ftą 

tidosa         i  vwsta. 

Owoż^  na  mocy  formuły  (U)  numeru  378,  która  daje  parcie 
I^ynu  na  płasczyznę  w  nim  się  poruszającą,  mamy  natętenie 

— /dWwwsU— uclos«)» 
9 

f 

parcia  powietrza,  w  kierunku  normalnym  do  powierzchni  nie- 
skończenie  ważkiego  czworoboku  ABB^A'.  To  parcie  rozkłada 
się  na  dwa  inne^  jedno  wedle  GY  drugie  wedle  'CT.  Pierwsze 
jako  równoległe  do  osi  O  koła  nie  przyczynia  się  do  ruchu 
skrzydła;  drugie  działające  w  kierunku  jaki  cząstka^ powierzchna 
ABB'A'  wziąć  może,  przedstawia  siłę  która  jej  właśnie  ruch 
wirowy  nadaje.  Natężenie  tej  siły  jest 

hs 

— Wr(«;  wsta  —  Mdosa)Mos«: 

9         . 
zatem  jej  praca  w  jedności  czasu  równa  się 

—  /ir(t)  wsta  —  ud0Sa)^lld0Sa. 

9 
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A  jeśli  nazwiemy  »  prędkość  wirowania  śmigi,  będzie  u^=irtay 
i  praca  poruszająca  stanie  się 

—  /(y  wsta  —  «>rdosa)^dos(x.ur6fr. 
9 

Każda  z  nieskończenie  w§zkich  czystek,  składajęcych  po- 
wierzchnię skrzydła,  jest  pod  działaniem  siły  wiatru  która  wy- 
daje podobne  pracę  poruszającą.  Więc  summa  tych  wszystkich 
składowych  prac  tworzy  pracę  poruszającą,  rozwiniętą  na  całem 
skrzydle^  i  wyraża  się  przez  całkę  określoną 

'Y  J  (« wsta  —  urdo8a)Viosa.rdr, 

wziętą  między  granicami  r^  i  r^  odpowiedającemi  dwom  skraj- 
nościom skrzydła.  Kąt  a  jest  funkcyą  promienia  r,  ponieważ 
szczeble  są  nierówno  nachylone  na  kierunek  wiatru. 

Dla  każdego  z  trzech  innych  skrcydeł  praca  wyraża  się  podo- 
bnie; więc  dość  jest  wziąć  cztery  razy  powyższą  całkę,  aby  mieć 
całą  poruszającą  pracę  machiny.  Co  daje 

T,  _  hkut  r^i 

F"y  (v wst a— wr dos«)i»dos a. rrfr. 

Praca  użyteczna  równa  się  pracy  poruszającej  zmniejszonej 
pracą  pochodzącą  z  tarcia  wału  na  panwiach.  Według  doświad- 
czeń Kulomba^  to  tarcie  niewiele  się  zmienia  z  prędkością  wiro. 
wania,  ale  zależy  od  parć  jakich  doznają  powierzchnie  trące  się. 
Więc  zmiany  prędkości  wirowania  będą  nieznaczne  przy  dość 
wielkim  ciężarze  wału  i  jego  skrzydeł;  można  zatem  z  bardzo 
małym  błędem  przypuścić  że  tarcie  jest  stateczne.  Tym  sposo- 
bem, praca  rozwinięta  przez  tarcie  w  jedności  czasu  będzie  pro- 
porcyonalna  do  łuków  opisanych  przez  punkta  trące,  i  będzie 
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miała  kształt  /a>;  w  czein  spółczynnik  liczebny  /  zależy  od  tar- 
cia i  od  promienia  punktów  trących. 

Więc  praca  użyteczna  przesłana  obracdij^icemu  się  wałowi  jest 
^i;     1^ —  I  ^ywsta  —  «rdosa)^«dos a.rdr-  —  /«. 

Chcęc  wiedzieć  jaka  jest  wartość  maximum  tej  pracy,  trzeba 
uważać  że  warunek  dla  maximum  może  się  odnosić  tak  dobrze 
do  kształtu  skrzydła  jak  do  prędkości  jego  wirowania.  W  pierw- 
szym przypadku,  maj^c  dan^  prędkość  wirowania  u  i  znajęc 
prędkość  v,  należy  znaleźć  nachylenie  szczebli  na  oś,  to  jest 
wyznaczyć  k§t  a  w  funkcyi  promienia  r.  Bioręc  len  przypadek, 
ponieważ  cała  praca  skrzydła  jest  summę  prac  jego  częstek 
składowych,  praca  każdej  z  tych  czystek  powinna  być  maii- 
mum;  trzeba  więc  znaleźć  dla  «  wartość  która  czyni  mazimum 
wyrażenie 

(t;  wstc  —  Mrdosa)Mosa.Mr{fr; 
co  wymaga  tylko  żeby  pochodna  wieloczynu 

(i;  wsta  —  «ii*dosa)Mosa 

wzięta  względem  a  była  zero,  to  jest  żeby  istniało  równanie 

(t;w8t  ft --- «r  dosa)  f  2((Mlosa  4- ••rwst  a}d08i --- (t)WBtft--- MT  dos  a)wstaW  0. 

Owoż,  pierwszy  czynnik  nie  może  być  zero,  bo  praca  byłaby 
zero;  więc  warunek  pracy  maximum  jest 

2(t;  dosa  -f-  mT  wsŁa}d0Sa  —  (t;  wsta  *-  MrdoSa)wst«  =  O 

albo 

(3)  ttstfat  4*  StiTStya  —  2v  =  0. 
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Takie  jesŁ  równanie  które  daje  kęt  a  w  funkcyi  ilości  r,  to 
jest  wyznacza  nachylenie  linij  rodzących  powierzchni  skrzydła 
w  funkcyi  ich  odległości  od  osi  koła. 

To  równanie  pokazuje  ze  kęt  «  zaleły  także  od  t;  i  «;  zdaje 
się  więc  że  kształt  skrzydeł  powinienby  się  zmieniać  z  prędkoś- 
cią wirowania  które  się  im  nadaje^  i  lakże  z  prędkością  wiatru. 
Ale,  wprowadzając  do  równania  (2)  ilości  dane  liczebnie,  łatwo 
się  spostrzega  źe  wartości  k§ta  «  bardzo  mato  się  zmieniają 
z  ilościami  v  i  w.  Przypuszczając  prędkość  wiatru  t;  =  /i*,05 
na  sekundę,  któr§  można  uważać  za  zwyczajne,  i  prędkość  wi- 
rowania od  7  do  8  obrotów  na  minutę,  co  daje  m  =  0^785  nn 
sekundę^  z  równania  (2)  wyprowadzamy,  dla  nachyleń  pierw- 
szego i  ostatniego  szczebla^  wartości 

«o=64«38'  i  «|=83*8' 

które  się  mało  różnię  od  wskazanych  na  poczętku. 

Doświadczenie  naucza  że  skrzydła  wykonywaję  dwa  razy  pra- 
wie tyle  obrotów  na  minutę  ile  wiatr  przebiega  metrów  na 
sekundę.  Jeśli  prędkość  wiatru  się  powiększa,  prędkość  skrzydeł 
może  się  stać  zanadto  wielka,  i  na  szwank  wystawić  całe  ma- 
chinę. Wtedy  miarkuje  się  działanie  wiatru  ocfpt^rzo/ac  skrzydła, 
to  jestodejmujęc  płachty, albo  nawijajęc  płótno.  A  przeciwnie, 
jeśli  wiatr  słabieje  napierza  się  skrzydła.  Gdy  się  kierunek 
wiatru  zmienia,  trzeba  nakręcać  wiatrak  aby  znowu  wiatr 
wiał  wzdłuż  osi.  Sę  wiatraki  tak  urzędzone  że  się  same  orien- 
tuję; tym  sposobem  one  same  ułatwiaję  robole  i  unikaję  niebez- 
pieczeństwa gwałtownej  zmiany  wiatru. 

DRGANHS  POWIETRZil  W  RURZE  WALCOWEJ. 

386.  Niech  będzie  rura  walcowa,  kształtu  jakiegokolwiek^  na- 
pełniona gazem  jednorodnym^  na  przykład  powietrzem ;  poru- 
uonoteD  gaz  tak  ieby  wszystkie  jego  częstki,  w  spoczynku  na 
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jednem  przecięeiu  prostok^tnem  rury,  zostały  przeniesione 
ruehem  spólnym  równoległym  do  krawędzi ;  poczem  zostawiono 
płyn  jemu  samemu.  Pytanie  jaki  zt^d  ruoli  wyniknie? 


(  ET^ 


M 


-r-7-» 


Weźmy  płasczyznę  O  prostopadła  do  krawędzi  0X  rury,  za 
płasczyznę  pocz^tkow^;  oznaczmy  przez  x*,  x  -^  dx  odlej;łości 
od  O  dwóch  nieskończenie  sąsiednich  płasczyzn  M,  M',  pros- 
topadłych do  0X  i  zawierających  między  sob^  krójkę  gazu 
massy  ^adXf  w  której  p  wyraża  gęstość  gazu,  a  powierzchnię 
przecięcia  prostego  rury.  Po  czasie  dł,  krójka  MM'  prze- 
niosła się  na  NN'«  Nazwijmy  u  przemieszczenie  MN  częstek 
płynnych  które  się  znajdowały  na  płasczyznie  M ;  u  będzie  fun^ 
kcy^  odciętej  x  i  czasu  t. 

Grubością  krójki  MM'  jest  dx,  a  krójki  NN'  dx  -Ą-  du  albo 
1  -j-  -T^fd^i  --r  przedstawia  rozszerzanie  gazu  na  jedność  dłu- 
gości rury.  Ponieważ  krójki  MM'  i  NN'  obejmuje  tę  saiaę 
massę  gazu,  siły  sprężyste  tego  płynu  w  M  i  N  s§,  na  mocy 
ustawy  Marioita  w  założeniu  temperatury  statecznej,  odwrotnie 
proporcyonalne  do  objętości  dwóch  krójek,  i  tak  samo 
do  ich  grubości;  więc,  oznaczając  przez  p  siłę  sprężysta  gazu 
w  N,  czyli  jego  pareie  odniesione  do  jedności  powierzchni, 
pnez  p^  pareie  początkowe  w  M,  będzie 

p  dx      ^_      1 


( 


Po         *t  -f"  ^'^  I  _L  ^^ 

^'^di 


Żkąit  uważąjcc   że  rozszerzanie     Ji     jest  bardzo  małe»  i 
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zamedbuj§c  jego  potęgi  wyższe  od  pierwszej,  wywodzimy 


=K'-i) 


Siła  sprężysta  po  gazu  wyraża  się  przez  wiadoma  z  Fizyki 
formułę  pQ=zgh^;  gdzie  g  znaczy  ciężkość,  h  wysokość  ko- 
lumny merkurjuszu  która  czyni  równowagę  parciu  gazu  w  jego 
stanie  naturalnym,  A  gęstość  merkuryuszu. 

To  ustaliwszy,  mamy  zaraz  parcie  na  ścianę  N  krójki  NN', 
które  jest 

Otrzyma  się  parcie  na  drug^  ścianę  tej  krójki,  zastępując  x 
przez  X  ■Ą'dxt  i  uważając  że  to  parcie  działa  w  stronę  prze- 
ciwna pierwszego ;  co  daje 


(-       du      (Pu  ,  \ 


Więc,  nazywajęc  X  składowe,  wedle  0X,  przyspieszenia 
jakie  siła  zewnętrzna  nadaje  nieskończenie  małej  krójce  MM' 
mającej  massę  parfo:,  znajdujemy  równanie  różniczkowe  ruchu 

albo,  ponieważ  x  nie  zmienia  się  z  czasem  t. 
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Przypuszczając  że  gaz,  po  odebraDem  poruszeniu,  jest  zosta- 
wiony samemu  sobie^  będzie 


albo  poprostu 

0) 


ePu 

dF' 

_  Po  rf'^" 

dhi 
dt\ 

1 
dx^'' 

.Po_i7AA 

P         P 

kładąc 


Całka  ogólna  równania  (1)^  któr^  juł  znamy  (266)^  jest 
(2)  ti  =  y(a?  +  ai)  -f  ł(j?  —  aO- 

y  i  4*  wyrazaję  dwie  funkcye  dowolne,  które  się  wyznacza 
znając  stan  początkowy  ruchu;  przypuszczając  [na  przykład  że  sf 

wiadome  rozszerzanie  początkowe  -4^  i  prędkość  początkowa  — 
punktów  krójki.  Niech  będ§  więc,  dla  ^  =  0,] 


du      M,  y.  du      t?/  \ 


Różniczkując  formułę  (2),  mamy  wartości 

g  =  y'(*  +  <rf)  +  f(«-aO,' 

(3) 

du 


^=:ajy'(«+««)-+'(«-«OJ; 
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czynifc  w  nich  ^  =  O,  będzie 

f(x)  =  ^'{x)  +  f  (z), 

lF(2:)  =  <p'(x)-ł'(x); 
zk^d  wynika 


V(^)=5Sa^)-JfN 


Owoż^  całkowanie  w  granicach  O  i  x  daje 

c(ar)  =  c(o)  +  \fjyx)dx+  Tajj^^^'^''' 

ł'(x)  =  ł  (  +lfh)dx  -  ^Jj{x)dx, 

je&li  więc  zamienimy  r  na  2r  -(-  o^  i  na  o:— ar,  funkcye  dowolne 
f  i  ^  będ^  zupełnie  wyznaczone.  Podstawiajęc  ich  wartości 
w  formule  (2),  będziemy  mieli 

u  =  c(o)  +  lf{o)  +  2  j,  nz)dz  +  5  j^  /-(ijc/z 


1    /•*+«/ 


Ale  dla  skrócenia  zachowamy  formułę  (2). 

Zęby  zupełnie  rozwiązać  zagadnienie,  trzeba  rózrółnić  Irzy 

0ówne  przypadki  następujące : 

■loumiA.  II.  *-  BI 
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R^RA  NIEOKREŚLONA  NA  OBIE  STRONY. 

387.  Przypuśćmy  że  część  gazu  poruszona  w  rurze  jesŁ  ogra- 
niczona, i  rozciąga  się  tylko  od  x  =  O  aż  do  x  =  /,  to  jest 
mieści  się  między  płi  sczyznami  prostopadłemi  do  krawędzi 
w  punktach  O  i  L.  W  lyiu  przypadku,  dla   ^  =  O,   funkcye 

— ,    — ,  i  temsamem  ©'(-^O?  ^'(•2^)»  sgi  zero  na  wszystkie  wartości 

(l  X       o.  c 

,     odciętej  x  niezawarle  nręd/y  O  i  /. 

Biorąc  czai  t  d odatiiy.  uważajmy  punkt  maferyalny  leźacy 
w  stronie  Ovici';^lyc'ii  do.l.i  nyeli,  poza  części.^  początkował  po- 
ruszona. PonicNV^:>:  o:lci"c''.a  x  l/-a  pu:i'Ja  jest  vv!,^kjz;i  cci  /, 
będzie  tem  bardziej  x  -4-  a^  >  /.  Zatem  f^[x  Ą-  at)  =  O, 
i  formuły  (3)  staj^  się 


(5) 


g= +'(«-«'). 


^  =  ^a^\x  —  at). 


Ale,  żeby  wartości  rozszerzania  -7-  i  prędkości  -j-    nie  były 

zero,  po    inna  wariość  x  —  at  mieścić  się  między  i)  i  /,  to  jest 
trzeba  żeby  było 


/>x  — «/>  0; 


a  a 


Wynika  z  tej  podwójnej  nierówności  że  punkt  materyalny, 
o  którym  mowa,  zaczyna  się  poruszać  dopiero  od  chwili  w  kló- 
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rej  jest  t  = ,  i  trwa  w  ruchu  aż  do  czasu  ^=~ ;  poczem 

wraca  do  spoczynku^  i  w  nim  zostaje  nieograniczenie.  Ruch  się 
więc  szerzy  w  stronę  dodatn§  LX  z  prędkością  stateczna  a,  i 

odbywa  się  w  każdym  punkcie  przez  czas  -;  tak  że  część  poru- 
szona OL,  mająca  długość  /,  zdaje  się  postępować  z  prędko- 
ścią a,  prze  stawiajęc  ci§gle  tę  sam§  postać,  ponieważ  zmienna 
X  —  at  ma  w^z} stkie  wartości  zawarte  między  O  i  /.  Ale  ten 
ruch  jest  tylko  prostym  pozorem.  I  dlatego  tę  część  gazu,  która 
się  zdyje  poruszać  cała  jako  ciało  bryłowe  niezmienne,  nazwano 
fala^  przez  podobieństwo  do  fal  na  wodzie  stojącej,  które  się 
poruszają  na  pozór  a  rzeczywiście  zostaje  na  miejscu.  Nic  trzeba 
brać  za  jedno  pozornego  przemieszczenia  fali  z  istotnem  prze- 
mieszczeniem pojedynczej  czystki.  Fala  jest  złożona  z  czystek 
które  się  zastępuje  nawzajem;  ale  to  nie  one  poruszają  się 
z  prędkością  a,  tylko  figura  geometryczna  która  je  obejmuje. 

Z  formuł  (5)  wynika  że  dla  każdej  krójki  fali  stosunek  pręd- 
kości -^  do  rozszerzania  -r-  J6st  stateczny, 
at  ax  , 

du  du 

at    .  dx 

388.  Dla  punktów  maleryalnych  leżących  po  lewej  stronie 
początku  O,  odcięte  s^odjemne;  co  daje  ic<0  i  lem  bardziej 
X — at  <0.  Będzie  zatem  ^'(x  —  at)  =  O,  i  formuły  (3)  stan  j  się 

^  =  fl<p'(ar+aO. 
Widzimy  łatwo  że  wartości  -j-  i  -rr  wtenczas  tylko  s§  rót- 
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ne  od  zera  kiedy  się  sprawdza  podwójna  nierówność 

albo 

a  a 

To  dowodzi  że  ruch  się  rozciąga  w  stronę  odjemn^i  osi  od- 
ciętych tak  jako  w  stronę  dodatn§  tej  osi^  przez  falę  która  się 
przenosi^  po  lewej  stronie  początku  O,  z  prędkością  jedno- 
stajna a. 

Każda  czystka  płynna  jest  w  ruchu  przez  czas  - ,  i  w  każdej 
krójce  stosunek  prędkości  j-  do  rozszerzania  —  jest  stateczny 


du        du 
dt  dx 


389.  Nakoniec,  uważajmy  punkt  materyalny  leżący  między 
O  i  L;  będzie 

Z\ąA  wynika  że  zmienne  X'\'at  \  x^at  zostaję  przez  pewny 
czas  zawarte  każda  między  O  i  /;  więc  przez  ten  czas  funkcye 
c'(j;  _|-  at)  i  ^\x  —  at)  sę  różne  od  zera.  Te  funkcye  bcd§  obie 

zero,  skoro  czas  t  dosięgnie  wartości  -,  i  tem  bardziej  gdy  jj 

przejdzie;  wtedy  cata  część  OL  zostaje  w  spoczynku,  a  s^  dwie 
fale  kióre  się  od  niej  oddalają  na  prawo  i  na  lewo  z  prędkością 
stateczna  a, 

Ale  jedna  z  dwóch  fal  może  znikać.  Ten  osobliwy  przypadek 
zdarza  się,  gdy  poruszenie  początkowe  jest  (akie  że  w  części  OL 
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jedna  z  dwóch  funkcyj  (o'{x)  albo  ^\x)  staje  się  zero;  albo  co 
wychodzi  na  jedno  wedle  formuł  (3),  gdy  jedno  z  następujących 
równań  ma  miejsce, 

du         du      ^         ,,         dv  .      du      g. 

to  jest,  gdy  w  stanie  początkowym  stosunek  prędkości  do  roz- 
szerzania, w  jakimkolwiek  punkcie  części  poruszonej,  równa 
się  -}-  fl  albo  —  a. 

RURA  OGRANICZONA  Z  JEDNEJ  STRONT. 
390.   RUBA  ZAMKNIĘTA  Z  JEDNEJ   STRONY  A   OTWARTA  Z  DRUGIEJ. 

to 

Biorąc  poczętek  O  na  płasczyznic  która  zamyka  rurę^  i  licząc 
odcięte  dodatne  wzdłuż  tej  rury,  mamy  w  punkcie  O 

x  =  0.  -  =  0, 

jakikolwiek  jest  czas  t. 
Ten  warunek  prowadzi  do  równania 

a  ponieważ  ono  powinno  istnieć  jakikolwiek  jest  czas  t  co  do 
wielkości  i  do  znaku,  jeśli  zastąpimy  at  przez  z,  będziemy  mieli- 

jakiekolwiek  jest  z, 

» 

(7)  ,'(«)_ +'(_z)=0. 

Za  pomoce  ostatniego  równania,  funkcye  V  i  ł^  Wi^tt  s^ 
dane  tylko  dla  wartości  dodatnych  zmiennej  t^  będę  wiadome 
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dla  jej  wartości  odjemnych.  Jakoż,  przypuszczając  z  dodatoe^ 
mamy 

(8)  +'(-^)=9'(^); 

co  daje  ^'  na  wszystkie  wartości  odjemne  zmiennej  z,  A  jeśli 
teraz  w  równaniu  (7)  zamienimy  z  na — z^  przypuszczając  jeszcze 
z  dodatne,  będziemy  mieli 


(9)  ,'(-2)=f(«); 

CO  wyznacza  J  na  wszystkie  wartości  odjemne  zmiennej  z. 

Wartości  (3)  —  i  -- ,  wyznaczone  tym  sposobem  dla  jakich- 

kolwiek  wartości  x  i  ty  są  takie  same  jak  gdyby  rura,  nie  będęc 
zamknięta  w  O,  rozcięgała  się  nieokreślnie  na  obie  strony^  a 
stan  początkowy  był  wybrany  ze  strony  przedłużenia. 

W  tem  założeniu,  zmieniając  ai  na  —  a:  w  formułach  (3)  i 
zwaźaj§c  na  równania  (8)  i  (9),  będziemy  mieli  dla  rozszerzania 
i  dla  prędkości  punktów^  na  przecięciu  rury  odpowiedaj§cein 
odciętej  —  ar,  wartości 

(55)  _.=  ''("  X  +  ar)  +  f  (-  «  -  al) 

= ł'(«  -  o/)  +  <t'(x  +  at)  =  ^^j^, 

($)-,'=  "k^"  ^  +  «0  -  4'{-  ^  -  '^)\ 

=  «{+'(x  -  at)  -  Vix  +  at)\=-  (^^^, 

które  dowodzą  że  v  punktach,  lei§cych  na  pnecięciadt  pros- 
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tych  W  równej  odległości  od  początku  O,  rozszerzania  są  te 
same,  a  prędkości  równe  i  znaków  przeciwnych. 

Ta  własność,  istniejęica  zawsze  jakikolwiek  jest  czas  /,  nie 
przestaje  istnieć  gdy  ^  =  O,  to  jest  ma  miejsce  w  stanie  począt- 
kowym. 

391.  Rozpatrzmy  w  szczególności  przypadek  w  którym  poru- 
szenie początkowe  zawiera  się  w  ograniczonej  przestrzeni  RH 
rury,  lojest  mieści  się  między  płasczyznami  a:  =  k  \  x  =  A-f-A. 


K       Kf  O K        H 


Wtedy  funkcye  9'  i  ^'  są  zero  dla  wszystkich  wartości  do- 
datnych  zmiennej  x,  niezawartych  między  k  i  k-^-h,  i  także, 
na  mocy  równania  (7),  dla  wszystkich  wartości  odjemnych  nie- 
zawartych między  — •  A  i  —  A—  ^.  Poruszenie  KH  daje  początek 
dwom  falom  które  są  ożywione  prędkościami  a  i  —  a;  a  wedle 
tego  co  poprzedza,  będą  także  dwie  fale  symetryczne,  oddalające 
się  na  prawo  i  na  lewo  przedziału  K'H'  symetrycznego  z  prze- 
działem KH. 

Fale  oddalające  się  od  plasczyzny  O  nie  doznają  żadnego 
nadwerężenia.  Co  do  innych  rzecz  się  ma  inaczej.  One  przyby- 
wając w  tym  samym  czasie  do  O  i  postępując  dalej,  składają 

,  .    du      du  I 

się  i  przenikają  nawzajem,  także  wartości  ^,    ^  w  punkcie 

spólnym  dwóch  fal  będą  każda  summa  dwóch  wartości  odpo- 
wiedających  tym  falom.  Poczem  te  dwie  fale,  przeszedłszy  jedna 
przez  drugą,  rozdzielą  się  i  pójdą  osobno  bez  żadnego  już  na- 
ruszenia. 

Widzimy  więc  że  skutek  sprawiony  w  rurze  0X,  zamknię- 
tej w  O,  jest  taki  sam  jak  gdyby  fala,  która  idzie  od  KH  ku 
płasczyznie  stałej  O,  doszedłszy  do  niej  zwracała  się  na  siebie 
amą,  zachowując  tę  samą.  gęstość  i  idąc  z  tą  samą  prędkością 
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W  stronę  przeciwną.  A  gdy  druga  skrajność  fali  wychodzącej 
z  KH  dosięgnie  do  0^  cała  fala  będzie  odwrócona,  i  biorąc 
kierunek  przeciwny  pójdzie  w  stronę  z^  dodatnycb.  Na  tem 
zależy  tak  zwane  odbicie  się  fali  od  płasczyzny.  To  zjawisko 
zdarza  się  niezależnie  od  długości  części  poruszonej  KH. 

392 .  Rura  nieokreślona  z  jednej  stroiSt,  a  otwauta  z  drugiej 
w  środku  gazisttm  mającym  gęstość  stateczną.  Uważając  rurę 
otwarła  w  O  i  w  komunikacyi  z  nieokreślną  massa  gazu  gęsto- 
ści statecznej,  przypuszczą  się  zwykle  że  siła  sprężysta  gazu 
przy  otworze  O  jest  ta  sama  co  gazu  zewnętrznego  w  spoczynku^ 
jako  na  przykład  atmosfery. 

Biorąc  początek  w  O,  mamy  w  tym  punkcie 


.  =  .,         1=.; 


zatem^  jakikolwiek  jest  czas  t,  będzie  dla  x  =  O, 

albo 

(10)  ^\z)  =  -^'{-z)i 

jakiekolwiek  jest  :,  dodatne  albo  odjemne. 

Wyobraźmy  sobie  teraz  rurę  przedłułon^  Dieokreślaie  ze 
strony  odjeinnej  poczętku  0;  będziemy  mieli  na  mocy  for« 
muł  (3)  i  (10), 


(^)_=  *'(-*  + '^>  +  *'^-* - 


ai) 


=  -^'{:,-at)~.^'{x  +  at)=^-(^^^. 


HYDAODTNAMi&A.  809 

=a^'{x  +  at)  -  ;'(x  ~  ai)]r^  (^^)^. 

Te  wartości  dowodził  źe  w  punktach  lezących  na  dwóch  prze- 
cięciach prostych  równo  oddalonych  od  początku  O,  prędkości 
s§  równe  i  tego  samego  znaku^  a  rozszerzania  równe  i  znaków 
przeciwnych. 

Zt§d  wynika  le,  jeśli  poruszenie  początkowe  ma  rozciągłość 
ograniczoną  jako  KH  któreśmy  dopiero  co  widzieli,  będzie 
istniała  w  rurze  rzeczywistej  fala  oddalająca  się  od  płasczyzny  O; 
a  w  rurze  nieokreśhiie  przedłużonej  będą  dwie  inne  fale  idące  ku 
O,  przenikające  się  1  przechodzące  jedna  przez  drugą  bez  nadwe- 
rężenia. Tym  sposobem  w  rurze  rzeczywistej  będzie  się  znajdo- 
wała fala,  która  pójdzie  najpierwej  do  płasczyzny  O  i  o  nią  się 
odbije,  tak  że  potem  będzie  tworzyła  nową  falę  skierowaną 
w  stronę  przeciwną.  Prędkość  w  różnych  cząstkach  tej  fali 
zostaje  ta  sama  co  do  wielkości  i  do  znaku  jak  kiedy  fala  zbli- 
żała się  do  płasczyzny  O;  ale  rozszerzanie  zmienia  znak  zacho- 
wując wielkość. 

RURA  Z  DWÓCH  STRON  OGRANICZONA. 

393.  Ruch  gazu  w  naturalnej  rurze  przywodzi  się  do  dwóch 
poprzedzających  przypadków^  ale  jest  różny  stosownie  do  trzech 
możebnych  stanów  rury^  które  osobno  uważać  należy. 

I""  Rura  zamknięta  w  obydwóch  s&rajnośguch.  Oznaczmy 
przez  /  długość  rury.  Biorąc  początek  O  na  jednej  z  dwóch 
skrajnością  trzeba  wyznaczyć,  dla  wartości  jakichkolwiek  zmiep- 
nej  x^  obie  fuukcye  (p'(x)  i  ^'{x)  które  są  wiadome  tylko  dla 
wartości  x  zawartych  między  O  i  /. 
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Owoż;  wyrażając  że  prędkość  --^    jest  zero  na  obydwóch 
skrajnościach  rury^  jakikolwiek  jest  czas  t^  mamy 


^  =  0       dlax  =  0        i        dlaar  =  /; 
dt 

te  warunki  daj;  dwa  równania  potrzebne  do  wyznaczenia  ę'  i  ^\ 

(11)  ,,'iz)  -  i' (-  *) = o, 

(12)  c'(/+z)-f{/-z)=0 

w  których  z  =  ał  oznacza  ilość  dowoln§. 

Funkcya  ^'{ł  —  z)  jest  wiadoma  dla  wartości  zmiennej  z  za- 
wartych między  O  i  /;  znamy  więc  wtedy  t^'{i  +  ^)«  Tym  spo- 
sobem funkcya  9'(z)  jest  znana  dla  wszystkich  wartości  : 
mniejszych  od  21. 

Jeśli  zamienimy  z  na.  I  -\-  z  vł  równaniu  (12),  będzie 

c'(2/  +  5)  =  f(-zi; 
a  na  mocy  (11)  ponieważ  jest  także 

c'(z)=ł'(-«)> 
będzie  zatem 

c'(2/  +  z)=c'(z). 

To  dowodzi  że  funkcya  9  (^)  j^^^  okresowa^  i  że  jej  okres  równa 
się  2/. 

Tak  samo  się  ma  z  funkcy;  ł'(— z);  albowiem  równanie  (11) 

f(-z)  =  c'(^) 
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daje 

4,'{.  2/  -  z)  =  c'(2/  4-  z)  =  ?'(z)  =  f  (-  z). 

z  okresowości  funkcyj  ?'  i  ^'  wynika  ie  rozszerzanie  j- 

i  prędkość  ^^  w  tym  samym  punkcie  niry,  bior^  na  powrót 

te  same  wartości  w  dwóch  epokach  odległych  od  siebie  prte* 
cięgiem  czasu  który  się  wyraża  przez 

X  ■■■■   "^~  • 

a 

Można  wprost  dojść  do  tego  wyniku.  Jakoż,  poruszenie  po- 
czątkowe sprawia  dwie  fale  które  idą  w  strony  przeciwne^ 
i  obie  odbijają  się  następnie  w  dwóch  skrajnościach  rury, 
wedle  ustaw  poprzednio  wyłożonych.  Po  dwóch  po  sobi^  idą- 
cych odbiciach,  i  po  przebieżeniu  dróg  równych  dwa  razy 
wziętej  długości  rury^  z  prędkością  stateczną  a,  te  dwie  fale, 

na  koiicu  czasu  — ,  składają  się  i  wydają  na  powrót  stan  po- 

a 

czątkowy.  Ten  skutek  będzie  się  powtarzał  na  nowo  nieogra- 

niczenie. 

2''  Rura  otwarta  w  obydwóch  skrajnościach.  W  tym  przy- 
padku, przypuszczając  pSrcie  zewnętrzne  stateczne^  rozszerzanie 
jest  zero  na  obydwóch  skrajnościach ;  mamy  zatem 

--z=0      dla^=0      i     dla  x=/; 

co  daje,  jakiekolwiek  jest  z, 

ł'W  +  ł'(-«)  =  o       i       y(/4-z)  +  ł'(/-i)=0. 

Funkcye  f'(i)  i  ^[—  i)   są  dane  dla  wartości  zmiennej  % 
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zawartych  między  O  i  /;  zatem  ?'(/  4-  ^)  j^st  wiadome  dla  tych 
wartości.  A  więc  funkcya  o' [z)  jest  znana  od  s  =  0  aź  do  z =2/. 

Zamieniając  teraz  2  na  /-f- z  w  ostatniem  równaniu^  będzie 


ale 


zatem 


Tak  samo 


c'(2/  +  z)+f{-z)=0, 

c'(z)  +  f(-z)  =  0; 

?'(2/  +  z)  =  ?'(z). 

f(2/-z)  =  ł'(-^). 


Więc  funkcyo  /  i  ^'  sg  obie  okresowe,  i  maj§  ten  sam 

okres  2/.  Zt^d  wynika  że  slan  rury  z  gazem  jest  okresowy  i  ten 

2/ 
sam  po  każdym  przedziale  czasu  równym  —^ 

Otrzymuje  się  wprost  ten  wynik,  uwaźnj^  odbicia  się  fal. 

3^  Ru  A  A  OTWARTA  W  J£DNEJ  SKRAJNOŚCI  A  ZAM&NIETA  W  DRUGIEJ. 

Bior§c  początek  O  na  skrajności  otwartej,   jakikolwiek  jest 
czas  f,  będziemy  zawsze  mieli 


$^  =  0       dlax  =  0 


^  =  0       dlax  =  /. 
at 


Co  prowadzi  do  dwócb  równań 
W  których  x  jest  jakiekolwiek. 
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Te  równania  wyznaczają  funkcye  9  (z)  i  i^'{z)  dla  wszystkich 
warlości  z  dodatnych  i  odjemnych,  byle  tylko  je  znano  dla 
wartości  dodatnych  zmiennej  z  mniejszych  od   /. 

Ostatnie  równanie  daje 

ale  poprzedsające  jest 

więc 

Ą2l-{-z)  =  -9'{z). 

To  pokazuje  źe  funkcya  ?'(z]  zmienia  znak  kiedy  zmienna  z 
powiększa  się  ilości§  21;  zatem  Jeśli  z  powiększy  się  ilością  Ui, 
funkcya  (^'{z)  weźmie  na  powrót  pierwsz§  wartość.  Więc  ona 
jest  okresowa  ale  z  okresem  t\l. 

m 

Funkcya  ^\ —  z)  jest  takie  okresowa  i  ma  ten  sam  okres  kU 
albowiem 

Zl§d  wynika  że,  w  obecnym  przypadku^  stan  rury  z  gazem 
jest  jeszcze  okresowy^  nie  nie  powraca  do  pierwotnego  poło* 

łenia  aż  dopiero  po  przeciągu  czasu  równym  — . 

Możnaby  dojść  wprost  do  tego  wyniku,  uwa/ając  ruch  dwóch 
fal  pochodzących  z  początkowego  poruszenia.  Odl>icia  się  po 
sobie  idące  tych  fal  w  dwóch  skrajnościach  rury  i  powrót  do 
części  pierwotnie  poruszonych,  po  przcbieźeniu  dróg  równych 
przedziałowi  hi  z  prędkością  Jednostajną  a,  daje  właśnie  okres 

—  otrzymany  wyżej. 
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UŻYCIE  SZEREGK^W  TRTGONOMETRYGZNTGU   DO  ZAGADNIERIA 
RUCHU  POWIETRZA  W  RURZE  WALCOWEJ. 

396.  Jakkolwiek  jest  ogólne  rozwiązanie  zagadnienia  ruchu 
gazu  w  rurai^h  walcviwych,  któreśmy  dopiero  co  wyłożyli,  nie 
jest  ono  jednak  zupełne,  i  ruch  nie  dostatecznie  jeszcze  wyświe- 
cony. Dopełnia  się  czego  brakuje  za  pomocą  metody  której 
zasadę  podał  Daniel  Bemulltf  a  która  jest  bardzo  użyteczna 
w  wielu  kwestyach  Fizyki  matematycznej.  Oto  na  czem  polega 
ta  dogodna  metoda.  Zamiast  szukać  całki  ogólnej  równania  o 
różniczkach  cząstkowych,  można  znaleźć  nieskończoną  liczbo 
całek  s;.(^zr{;ólnych,  i  takich  żeby  każda  z  nich  czyniła  zadość 
warunkom  wzglrnlnymdo  granic  układu  wruchu.  A  jeśli  do  togo 
jeszcze  przygotowano  równaniawsposób  żeby  nie  zawierały  wy- 
razów niezależnych  od  funkcyi  albo  od  jej  pochodnych,  wtedy 
summa  całek  szczególnych,  dobranych  jakośmy  powiedzieli, 
pomnożonych  każda  przez  jedną  stateczne  dowolną^  będzie  całką 
równania  nieokreślonego,  i  uczyni  zadość  warunkom  granicz- 
nym. To  mając,  trzeba  już  tylko  wyznaczyć  stateczne  dowolne 
znalezionej  całki  tak,  żeby  czyniąc  ^  =  O  otrzymano  stan  po- 
czątkowy. Zastosujemy  tę  metodę  do  ruchu  gazu  w  rurze  wal- 
cowej z  obydwóch  stron  ograniczonej,  dodając  że  ta  sama  me- 
toda stosuje  się  do  ruchu  struny  drgającej. 

Odróżnimy  jako  z.wykle  trzy  oddzielne  przypadki. 

1®  Przypadek  rury  otwartej  w  obydwóch  ko.Scach.  Mamy 
zawsze  równanie  o  różniczkach  cząstkowych 

które  przedstawia  tak  dobrze  ruch  gazu  w  rurach  walcowych 
jajŁ  ruch  struny  drgającej ;  a  ponieważ  w  otwartych  końcach  rury 
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rozszerzanie  -r-  jest  oczywiście  zero^  warunki  graniczne  układu 
w  ruchu^  wyrażone  wedle  poprzednio  użytej  notacyi^  s^ 

(2)    -T-=0  dla  x=0  i  x=/,  jakikolwiek  jest  czas  t. 


Wedle  tego  cośmy  w  ruchu  strony  drgającej  powiedzieli,  nie 
trudno  teraz  widzieć  źe  czyni  się  zadość  równaniu  (1)  biorąc 

w  =  (Ados?2a?-j-Bv/st7ł.r)(Cdos?/a^4-Dwst«a/); 

gdzie  A,  By  G,  D  są,  slalticzne  dowolne.  Dla  dopełnienia  wa- 
runku (2)  trzeba  żeby  pochodna 

-j-  ~  n(Bdos?ia:  —  Awst nx)(C dosna^  -f-  D wstna/) 

była  zero  dla  x  =  0  i  dla  x=l,  niezależnie  od  czasu  /;  co 
daje  dwa  równania  . 


B  =  O    i    wsŁn/  =  O,      zkgd      n=y. 


t  jest  liczba  całkowita  jakakolwiek,  dodaln^  albo  odjemn§; 
ale  wolno  poprzestać  na  wartościach  dodatnych  dla  i,  dlatego 
że  wartości  u  odpowiedaj^ce  odjemnym  dla  i  nie  różnig  się  od 
piersYSzych,  bo  spółczynniki  A,  B,  G,  D  s^  niewyznaczone. 

Możemy  więc^  oznaczając  przez  A,>  B,-  dwie  stateczne  do« 
wolne,  położyć  ogólnie 

(3)     «=2'dos  i:j^(A^os'i^' + B,wstii^y 

Funkcya  u  określona  tym  sposobem  uczyni  zadość  warun- 
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kom  zagadnienia.  Spółczynniki  Aj,  B^  dowolne,  z  warunkiem 
zapewnienia  tylko  zbieżności  szeregu  i  jego  pochodnych,  wy- 
znaczają się  przez  stan  poczętkowy  układu^  to  jest  przez  dane 

wartości   -j-  '^  -i-  ^  ^^^}  rozcięgłości  rury.  Niech  będzie  więc 


dla /  =  0,      między      d;=0      i      x  =  /. 


Różniczkując  równanie  (3)  względem  x  i  r,  mamy 

^  =  -  T 2" '•1«^  ^(Aiwst  ':^ -  B^os  '^ ; 

a  jeśli  uczynimy  ^  =  0^  trzel)a  żeby  te  pochodne  dawały  w  gra« 
nicach  a?  =  0  i  a?  =  /,  do  wyznaczenia  ki  i  Bi,  dwie  nastę- 
pujące względności 

To  pokazuje  że  funkcye  f[x)  i  F(x)  powinny  być  okresowe,  i 
mieć  obie  ten  sam  okres  2/;  pierwsza  musi  być  nieparzysta 
/I—  ar)  =  —  /(ar) ,  a  druga  parzysta  F  (—  ar)  =  F(x) .  Tych  wszys- 
tkich warunków  można  dopełnień*,  ponieważ  f{x)  i  F(x)  są  cał* 
kiem  dowolne  poza  granicami  x  ss  O,  «  s  /,  Qwoi| 


HYDRODYNAMIKA.  817 

daje  formuły  klóre  wyrażają  funkcye  okresowe  dowolne  przez 
szeregi  za  pomocni  całek  określonycli;  stosując  te  formuły  do 
obecnego  przypadku,  z  dwócli  powyższych  równań  wywo Jzimy 


iirA.-  =  —  2  r/'(«)wst  ^  da, 

tnahi  =  2  ł  F  a)dos  ^  da. 


Otrzymujemy  więc  ostatecznie  sumroę 

V*    2     i^^lira:  .   „ticO/  /•'     .      ,  tira  . 

M  =  —  >    -T-  ^los  -_  dos-—  I  /(a)wst  -r  "*» 

-^ł   lir  /  I   Jo'  I 

I  V*   2     ,^„iira:      .lira/  /*' ,  ,,      tir«  . 

która  zadość  czyni  warunkom  stanu  początkowego;  ta  summa, 
jako  widzimy _,  zawiera  dwie  funkcye  dowolne  /][«),  F(4)* 

Wiadomo  że  drgania  powietrza  w  rurze  wydaj§  dźwięk  Każ- 
dej wartości  t  odpowiedaj^  wyrazy  szeregu  (5)  które  stanowią 
rozwiązanie  szczególne  tego  ruchu,  a  każde  z  rozwięzań  szcze* 
gólnych  przedstawia  tak  zwany  ruch  prosty.  Jeśli  więc  chcemy 
uważać  tylko  jeden  z  tych  ruchów  prostych,  to  bierzemy  ró- 
wnania {l\)  odnoszące  się  do  jednej  wartoóci  i;  tym  sposoltem. 

dla  skrócenia  zastępując  tylko  ^A|  i  ^^i  w  równaniach  (&) 
przez  Al  i  Bj,  mamy 


du 
dx 


=  _  wst  i=£(  A4o8  'i^ + awst  i2s5f  \ 

I  •    \  •  *    / 
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Punkta  dane  przez    --  =  O,  w  których  gaz  zostaje  nierucho- 
my, nazwano  węzłami,  a  zaś  punkta  w  których  rozszerzanie 
-p  =  0  mianowano  ^2tic/(iamt.  W  rurze  z  obydwóch  stron  otwar- 
tej któr§  się  zajmujemy^  brzuchy  wyrażają  się  przez  równanie 
wsti^  =  0,        zk§d         x  =  !^; 

a  węzły  przez 

k  znaczy  liczbę  całkowita.  Te  wartości  pokazuje  że  brzuchy  ą 
puaktami  podziału  rury  na  i  części  równych^  a  węzły  przypa- 
dają we  tiodku  przedziałów  między  brzuchami  po  sobie  id^cemi. 

Prędkość  -^  jest  okresowa  i  powraca  do  tej  samej  wartości 

2/ 
po  czasie  równym  t-;  albo  co  to  samo^  trwanie  jednego  zupeł- 
ni 
nego  drgania  \esi  -r-.   Zatem,  jeśli  oznaczymy  przez  D  liczbę 

r 

dr&^ań  wykonanych  w  jednej  sekundzie,  będzie 

2/ 
liczba  drgań  D  jest  miar^  wysokości  dźwięku. 

2*  PaZYPADJSK   RURY   ZAJfKMmiEJ  W  OBYDWÓCH    SKaj^JNOŚCIAOI 

W  takiej  rurze  jest  oczywiście 

-=-=0)        dlaa:=0        i        x  = /. 

dt        ' 

Ponieważ  pochodna 

— =:na(Adosnx-|-BwstfM;)(DdosfMi/  —  Gwstmi/) 
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powinna  być  zero  dla  a;»  =  O  i  x  =  /,  jakikolwiek  jest  czas  t, 
mamy 

A  =  0      i      Bwstn/  =  0,      zk§d       n=y. 
Więc^  uważając  tylko  jeden  ruch  prosty,  możemy  położyć 

u  =  wst  i^lkAos  '^ + B,mti^\ ; 

zk§d,  zastępując  po  różniczkowaniu,  ~  Ai  i  yBu  przez  A^i  B|^ 
otrzymujemy  równania  tego  ruchu 


--  =  — awst-^(A|W8t— j Bidos—p  j. 

2/ 
Okres  czyli  czas  jednego  drgania  jest  ten  sam    -7-   co  w  po- 
przedzającym przypadku. 

Ale  brzuchy  s§  dane  przez  równanie 

dosij^rrO,       2k?d       X=QttM, 

m 

a  wędy  przez 

wst  i!;?  =  O,       zk9d       x  =  'i; 

te  wartości,  na  przemian  równe  odpowiednym  poprzedzającego 
przypadku^  dowodzę  że,  w  rurze  zamkniętej  w  obydwóch  koń- 
cach;  brzuchy  znajduję  się  we  środku  przedziałów  między  wę- 
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złaoii  po  sobie  idacemi.  Na  skraj nościadi  rury  otwartej  s^  brzu- 
chy, a  na  skrajnościach  rury  zamknięlej  węzły. 

3'  Przypadek  rury  otwartej  z  jednej  strony  a  zamkniętej 
z  DRUGIEJ.  W  tym  ostatnim  przypadku,  biorgc  początek  spół- 
rzędnych  na  skrajności  otwartej,  mamy 

^=0        dlax  =  0, 
dx 

—-  =  O,       dla  a:  =  /. 
at 

Powinno  być 

nB(Cdosna^+I^wslna/)  =  0, 

na(Adosn/  -f-  B  wstn/)(Ddoswa/  —  C  wstna/)  =  O, 

jakikolwiek  jest  czas  /;  co  daje 

B  =  0      i      dosn/=:0,      zk§d       n=lHi±ii!l. 

Więc,  uważając  tylko  jeden  ruch  prosty,  możemy  położyć 

,     (2/4-l)«x/,  ,     (2/4-i;x7/  ,  o      ,(2ł'-ł-l);ra/\ 
u  ==  dos ^    ^^'     (^Aidosl— n^- \-hi\y%V    ~^'      \. 

Wywodzimy  zlęd,  zastępując  tylko  (^iilłHA,  i  (^lili^B. 
przez  Al  Bt  po  różniczkowaniu,  dwa  równania  rzeczonego  ruchu 

I  =  -  wst(-^'+;^--^(A.dos<-^'  +  ;)'-°^+BAVst(Ji±|l^), 
dt  2(        \  '21  Ul        ) 
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W  tym  ruchu  czas  iedńcgo  drgania  jest  ,  ^.  ,   ,   ■ .   Węzły  sa 

(2i-j-l)a         c   y    w 

dane  przez  równanie 

,     (2i4-\)KX      ^         ,    ,  (2A+1)/ 


a  brzuchy  przez 


wsti?iiil^  =  0,       zkęd       x  = 


2kl 


Węzły  po  sobie  idęce  s§  odległe  jeden  od  drugiego  ilo^'ci§ 
2/ 


•  zatem,  począwszy  od  pierwszego,  jest  jakoby  cięg  rur 

2/ 
mających  długość    ;  ,   i  których  obie  skrajności  będąc 

nieruchomo  mogą  być  uważane  za  niby  zamknięte.  Ztąd  wynika 
że  gaz,  zawarty  między  dwoma  węzłami  po  sobie  idęcemi,  jest 
w  tym  samym  przypadku  jak  gdyby  się  znajdował  w  rurze  zam- 
kniętej w  obydwóch  końcach. 

Co  do  brzuchów,  one  także  są  odległe,  każdy  od  sąsiedniego, 

2/ 
tą  samą  ilością  --t-j — ;  a  gaz,  zawarty  między  dwoma  brzuchami 

2i-|-l 

po  sobie  idącemi,  wykonywa  taki  sam  ruch  drgania  jakiby  miał 

2/ 
w  rurze  otwartej  w  obydwóch  końcach  i  mającej  długość 

2ł  -j- 1 


KONIEC 


NOTY 


DODATEK  DO  ROZDZIAŁU  II  DYNAMIKI. 

Na  końcu  rozdziała  II  Dynamiki  układów  materyalDycłi,  było  powie* 
dziane  że  są  jeszcze  inne  twierdzenia,  które  będę  umieszczone  w  notach. 
Niniejszy  dodatek  uzupełnia  rozdzisd  i  uiszcza  przyrzeczenie.  Ten  wainy 
dodatek,  zawierajęcy  znamienite  twierdzenia  Poissona,  Lagrangb'a, 
LiouYiŁŁA^  Oadghego,  i  sławuę  teoryę  ostatniego  mnożnika  Jakobiego, 
wypracował  mój  syn  Bolesław  Niewęgłowskie  dawny  uczeń  Szkoły 
Normalnej  Wyższej  w  Paryżu,  a  dziś  professor  matematyki  wyższej 
w  liceum  Reims. 

I.  PRZEKSZTAŁCENIE  FUNKGTI  T. 

Widzieliśmy  w  n*  175  że,  aby  można  użyć  równań  kanonicznych,  trzeba 
wyrazić  funkcyę  T  za  pomoce  zmiennych  pi,  p>2,..*  pik*  9i«92f«9fc>  Sę 
przypadki  w  których  to  przekształcenie  łatwo  się  uskutecznia.  Zajmiemy 
się  niemi  w  tej  pierwszej  nocie. 

l^'  Kuch  pchktd  ha  powierzchni.  Jeśli  oznaczymy  przez  s  luk  krężnej 
opisanej  na  danej  powierzchni  l)ędzie 

(1)  2T  =  mg. 

Za  zmienne  weźmy  spółrzędne  krzywolinijne^  poprowadzone  na  tej 
powierzchni  tak  żeby  było : 

(2)  mdfi=h  tdql  +  ^Bdc^dg^  +  A^\; 
będziemy  mieli 

(3)  2T  =  Aic'*  +  2nq\q'9 + A47'» 
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Wtedy  pi  i  pz  będ^  określone  przez  rówuania 


W 

Zatem, 

(5) 

Owoż,  kładąc 

6 


P2=B'/i  +A2C'2, 


2T  =  pi9',  +  Pig'2- 


A  = 


A, 
B 


B 
A2 


z  równań  (4)  wywodzimy 

,  _  Agpi  —  Bpa 
9i  — A 


i_  — Bpt  +  Atp2 


Te  wartości  podstawione  w  równania  (5)  daj9 


(fA 


Ai  = 


UT  =  ^(Asf  J  -  2Bp,pł  +  Aj^), 
gdde: 

**=5a7' 

Możemy  więc  pisać 

A  jeśli  wybrano  wartości  qu  qi  tak  ieby  krzywe  Ci  s=s«tat.  i  g2=<^- 
nakreślone  na  danej  powierzchni  przecinały  ^się  pod  iL^leoi  proatym,  wten- 
czas ł)ędf  Ic 


(8) 
i  zarazem 


Br=:0 

tnds^=zKidql  +  Aiiq\. 


^^-=i:^J+s,« 


w  pnypadkn  w  którym  ds  ma  kształt 


«fe«=X(d9«+d^), 
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co  się  zdarza  kiedy  krzywe  qi=:stał.  i  q.iz=zstat.  rozcinają  powierzchnię 
na  prostokąty  Dieskończenie  małe  podobne,  a)bo  nawet  na  kwadraty  jeśli 
wzięto  dqi  =:  dą-iy  będzie 


m 


(9)  2T  =  ^(./c;+cf^«). 

Jako  zastosowanie,' lia  sferze,  jeśli  weźmiemy  za  spóirzędoe  krzywo- 
linijne,  równoleżniki  9  =  stat.  i  południki  6  =  stał,  będziemy  mieli 

ds^  =  r«d(j>2  ^.  r28in2<pdft« 
i 

^^■2ri  r*sm«c*^v 
.gdzie 

dr        ^  dT 

P'  =  d?        *  '^^  =  ^- 

Na  powierzchni  obrotowej,  przedstawiajsc  przez  O  =  stat  równanie 
południka,  przez  z  =  fis)T6  wnanie  linii  południkowej  w  którcm  z  znaczy 
odległość  jednego  z  punktów  tej  krzywej  od  osi,  i  s  jej  łuk,  będzie 

ds^=:dr^+[lls)Yd^. 
Tutaj  9i  =  *       i       9-2=  •;         więc 

''^  ''="'■' W"'- 

2°  Gdy  chodzi  o  ruch  punktu  wolnego,  trzeba  wzi^ć  zmienne  nieza- 
leżne 9i,  92,93.  Przypuśćmy  że  T,.funkcya  jednorodna 2go stopnia  po- 
chodnych g'i,  q'^2j  q'it  jest  dana  przez  równanie 

(11)  2T  =  A,c'J+  A29'J+ A39«  +  2Bi9'29'8+2Bic'i9'3+2B3q'i9'2; 
mamy  wtedy 

Vi  =  AiC'j  +  B39'2  +  Bic^a, 

(12)  />2  =  B3C'|  4-  Aa9'2  +  Bic',, 

P3  =  B29'i  +  B^a  +  A39V 
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Zt^d,  czTOlfc 


noTT. 


(18) 


A  = 


Al 
B3 


Bs 
Al 


B, 


B. 
Al 


rozwifiąffo  równanUi  (1S)(  wywodsimf 

,       1/1     dA    .      rfA    ,  1     rfA\ 
.       1/1     dA    ,  1     dA    .      dA\ 
*    Jeśli  podstawimy  te  wartości  w  Yryraieniu 

i  uprościmy,  będziemy  midi 

2^==A(pJ5Aa+'^«5r.+^J5r3+p^»s;+^^'^d^+p>^^ 

W  przypadiLU  w  IctóiTm   Bi «  B2  =»  B3  «>  O,    lordzie     A  ss  At AfAj; 
wtedy  wyraienia  ilości  T,  w  fankcyi  dawnych  i  nowych  zmiennych,  ą 

lii 

2T  =  --  f44*---  p!4*  --p! 


Aa 


As 


Przechodzi  się  więc  hitwo  z  jednego  wyraienia  do  drogiego. 
Zastosowanie*  Biorąc  spóhzędne  astronomiczne  r,  •,  ł,    mamy 

2T  =  m(r^  4-  rV»  +  r*5ine.ł«) 
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więc 

Wyidk  Bgodny  z  otnymaDym  na  stronicy  336  (T.  II). 

II.  MBTODA  ZMIENNOŚCI  STATEGZNTGB  DOWOLNYCH. 
WldileUśiDy  ie  równania  Dynamiki  mog9  aię  przedsUwić  w  ksitideie 

fi)  ^  —  2-4.^  ^«_^ 

^'  dt'^      3qi^dqi'  dt  "  d^i' 

gdzie 

choćby  nawet  faniccya  sił  U  nie  istniała^  byle  tyllco  zastępowano  zawsze 
-t—  przez  wyraienie  jaide  przedstawia. 

Jeśli  sOy  S9  niezaleine  odpr^dkoici  punktdWf  a  uczyniono  H  =  T  — -  U, 
równania  mchu  bior^  kształt  kanoniczny 

dpi_     dH  ^'_^ 

rft  rfg/         dt      dpi ' 

Przypomnijmy  sobie  jeszcze  ie  cidki  zi^nienia  S9  dane  (n^  178)  przez 
formuły 

wktórycb  9u^9ą nazwane itateoznenU kammiewttemU Zobaczymy zarat 

dlaczego. 

Uwaiajmy  nkład  materyalny  poddany  działania  sił  takicb,  ieby  w  pler-- 
wszem  przybliienia  moina  było  zaniedbać  icb  część  któr^  nazwiemy  sttami 
wichrz^cemi.  Niech  będzie  o,  Jeśli  Istnieje,  fwikcya  tych  sił ;  będzie  to^ 
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źe  tak  powiem,  fiinkcya  zawiclirzaj^ca  laka  żeby  równania  rucbu  zawich- 
rzuHPgo  wyraziły  się  przez 

^^^  dt  ~      dqi  ^  dąi  "*"  dą, '  dt  "  dn  ' 

Mówiąc  ogólnie,  przypuśćmy  że  równanie  zagadnienia  rucha  mają 
kształt  (Zi),  i  że  wiadome  jest  całkowanie  układu  (1).  Wtedy  można  uważać 
w  całkacłi  (2)  i  (3)  stateczne  dowolne  jako  Diewiadomc,  któreby  trzeba 
wyznaczyć  tak  żeby  te  całki  stosowały  się  do  układu  zupełnego  (/i.. 

Aby  przyjść  do  tego,  różniczkujmy  całkiem  równanie  (2),  w  którem  ( 
jest  jedyna  zmienna  niezależna;  będzie 

oznaczając  przez  {dpt)  różniczkę  funkcyi  p  wzięta  w  przypidku  w  kiórym 
ilości  dowolne  zachowuje  wartości  stateczne. 

Owoż  mamy 

,        (     dT    .  d\}\..    .  da  ,       dii  ,^ 

więc 
Tak  samo  równanie  (3)  przez  różniczkowanie  daje 

Równania  (5)  i  (6),  w  których  trzeba  aynić    t  as  1,  2,  3,. . .  it,   s? 
w  liczbie  2^,  i  dlatego  wystarczają  do  wyznaczenia  różniczek  d%iy  dx2,...(faft; 

Owoż,  mnożąc  równanie  (5)  przez  ^^i,  równanie  (6)  przez    ł^u 
dodając,  a  w  wynika  czyniąc  t  =  1,  2, 3, ...  A;  i  inowo  dodaje,  otizymaje 
.«ię  równanie 

issk       X^k  i=:k       \r=k  isft 
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w  kióicm  spólczyiiiiik  różniczki  ^zi,  na  przykład,  jest 


i=:k  d  —  «-^  d  -,— 

dqi 


więc  można  pisać  równanie  (7)  w  następującym  kształcie 

(8  j  ^(£/ai<y?i  —  (i,V3t,)  =  (ii<^n. 

Ztęcl  wynika  że,  olrzymawszy  ilości  p  i  q  vf  funkcyi  czasu  t  i  statecznych 
dowolnych,  jeśli  je  zaślepimy  przez  ich  wartości  w  ft,  i  utworzymy  ^O, 
dość  będzie  w  równaniu  (8)  zrównać  między  sob^ji  spółczynniki  tych 
samych  zmienności ;  co  daje 

d%i  _  c^  rf3i  _      dci 

Więc  równanio  które  trzeba  zcatkować  dla  znalezienia  funkcyj  cl  i^  ią 
w  liczbie  2k,  i,  co  ważniejsze,  maj?  kształt  kanoniczny.  Otóż  dlaczego 
a/,  f>i  zostały  mianowane  i^tateczmmi  kanonicznemi, 

Równanie  (9)  dają  a/,  pj  w  fnnkcyi  czasu  f,  i  2^  nowych  statecznych 
dowohiych  które  bod?  |'o  lobnie  siaiecznemi  kanonicznemi ;  tak  że,  gdyby 
wprowadzono  nowe  siły  wichrzące  moźnaby  jeszcze  traktować  tę  kwestyę 
.sposobem  jakicLOŚsny  dopiero  co  użyli. 

Jeśli  nie  zcałkowano  kanonicznie,  można  pójść  wedle  metody  PoissorCa 
albo  Lagrange'a.  Wyłożymy  te  obie  metody. 

Metoda  Poisson^a.  Niech  będ?  cii,  a^,  as.t.aiji:  całki  układa  ! 

I 

dąi^^d^  .  dpi^^dn 

dt  ~  dpi'  dt  dqi' 

Poi55on,  uważając  stateczne  a  jako  funkcye  zmiennych  p  i  q,  oznacza 
przez  nawiasy  (a\,  a^)  ilość 

i=k 

tal 

Ta  Dotarya  daje 

(oy,  a.)  =  -  (a\,  a»}t  (ax,  a,)  =»  0. 
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Aby  mieć  całki  ruchu  zawichnonego,  trzeba  sposobem  poprzedolo 
wskazanym  nwaiać  stateczne  dowolne  jako  funkcye  niewiadome.  W  tem 
założeniu  będzie 


da\ 
dt 


/^^A  1^  \^/dax  dąi  ,  d€tk  dpC\ 

"^ \dt  )^ jL\dqi  di'^'dfi  dtr 


to  jest,  z  przyczyny  zadanych  równań  i  przyjętej  notacyi, 

(■^\    przedstawia  pochodne  funkcyia>,  w  przypuszczenia  ie  ilo^  do- 
wolne maj9  wartości  stateczne;  a  w  obecnym  przypadku  jest 

Z  dwóch  ostatnich  równań  wywodzimy  przez  odciąganie 

da\  dii  dat   ,  dtl  da% 


da\ 
dt 


Iaa\  axi  aai  j^  axi^  aa%  -i 

dgl'        ctei  dgj  "**  doa  dgi  "*"  '  *    I 
1; 
dax  ^^a^i5[L^j^         I 

dpi '         dat  dpi      da^  dpt        '  *  'J 


co  się  wyraża  poproslu  przez 

Ta  formuła  wymaga  żeby  wyrachowano  nawiasy  [ai,  a^,).  Owoż  jeśli 
wybrano  stateczne  takim  sposobem  żeby,  przedstawiaj§c  je  przez 
<^u  <^2f  •  •  •<ik9  bitb^f*  .,bkf  było 


(ii) 

(ax,  0^)  =  0,           (ax,  bf)  =  0, 

będzie 

dax      dn            dbx           cio . 
dt  '^dłn"          dt  ^     dax' 

zatem  stateczne  ax,  cx  będ^  kanoniczne. 
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Oto  przykład  w  którym  staje  się  zadość  tym  warankom.  Oznaczmy 

przez  p?  ^  9?  wartości  fi,  c;  w  epoce  t  =:  fo*  ^^^li  sobie  daao  p^  i  9^, 

będzie  zawsze  możaa  wyznaczyć  w  fankcyi  tych  wartości  stateczne  do- 
wolne. A  ponieważ  nawiasy  Poisson*a  s§[  niezależne  od  czasu,  możemy 
w  nich  uczynić  t=:  t^;  ale  wtedy  będzie 

{pIp1)  =  o       (Łql)=o,  ■ 
(rf,  9;)  =  -(?;>  p?)  —  <• 

Więc  te  stateczne  59  kanoniczne ;  co  już  wiedziano. 
Metoda  Łagrauge^a.  Jeśli  rozwi«zaiio  równania  (10)  względem  po- 
chodnych cząstkowych    ^ ,   będzie 

Chodzi  teraz  o  wyrachowanie  spółczynnika  Ap 

Niech  będę  ai,  0-2,  <h*"(hk  całki  układu  kanonicznego  : 

dt  ~"  dpi  dt  *  d^i ' 

Lagrange,  przeciwnie  Poissonowi^  uważając  p  i  q  jako  funkcye  sta- 
tecznych a,  oznacza  przez  klamry  [ax,  0,1]  ilość 

L«>,  fli^J-  ^\^5^  rfS;;      da,  daj ' 
<-l 

Wedle  tej  nolacyi  mamy 

[a„,  ax]  =— [ax,  Oji],         [ax,  axl=0. 

Wiedząc  o  tern,  powiedam  teraz  że 
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Jakof.,  jiśli  w  funkcyi  II  zastopiono  p)  i  qi  pi  zez  ich  wyrażenia  za 
pomoce  i>latccznych  a  będzie 

d}l^\f^  rf5[^      dH  rfp^\_"y/rfg  dp       dp  dq  \, 
da\     ^\dq  da\      dp  daj'~',mm\dt  da\      di  daxj 


zk^d 


d^H     __^(dq    d^p         dp    d-g    \      "Sf^/dp  d  dq       dq  d  dp\ 
^ai,day.     JaL\dt  daida^,      dt  da^da\)     4mJ\da^dtda\     da\dtda^/ 


da 
Pc  dobnie 


da 


'W     _y/^7    d^p         dp    d^q   Yi.V/^^  d  dq        dq  d  dp\ 
^da\  '^jmś\dt  da^dai     dt  da^da\)'^ .^^da^. di  da\      da^  dt  daj' 


Więc,  odcięgaj^c  stronami,  znajdujemy 

to  jest 

[a-l,  aj  =  stat. 

1'o   ustaliwszy,   mamy,   przypu^czajęc  że   ilo^i  dowolne   slaji^  się 
funkcyanii  niewiadememi,! 


albo 


Ale 


dCl  _  dqi      dU 
dpi       dt       dpi  * 

dci    /<^qi\ ,  ^^qi  <^<»x     dii 

dpi     \dt/^^ji^dax  dt       dpi 

/dqi\dU. 
\dtrdpi' 


więc 


X-k 


5(5  — V^  ^ 

dpi"^ ^da\  dt  * 


Tak  famo 


^-i 


\-k 


dQ "SC^dpi  da\ 

dpi       Jmdd(tl   dt  ' 
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Owoi, 


więc  ostatecznie 


,«,  S=2i«.-it 


Taka  jest  formuła  Lagrange^<k 

Obydwie  metody  przedstawiają  tę  niedogodność  ie  trzeba  obliczać  na« 
wlasy  albo  iLlamry. 

Nie  trudno  widzieć  ie,  jeśli  stateczne  a  i  6  zadość  czynie  równaniom 
warunkowym  z  nawiasami,  to  czynie  im  zadość  z  klamrami :  mamy  albo- 
wiem formułę  dan^  przez  Cauchy 

I O     jeśli      X^|x, 
(ax»  Oi)[a^,  aj  +  (ax,  aijla^,  oj  •  •  •  =  i 

(l,    jeśli     x=:pi. 

Oto  jej  dowodzenie. 
Formuła  Gaucht.  Wiemy  ie 


/  \      ^/da\  d(u      da\  d(u\ 


Jeśli  uczynimy  {a==:1,  2,  3,...  2^,  i  dodamy  wyniki  pomnoiywszy 
je  odpowiednio  przez  -j^^  ^    '***  znajdziemy 

(13)  (-.«.)g+(a..a.)^+...=^. 

Będzie  tak  samo 

(1.)  (-.aOg^+K«..)^+...  =  -g. 

Pomnóimy  teraz  równania  (13)  przez  ^,   a  {równania  (lA)  przez 

<—  -f^ «  dodajmy  i  w  otrzymanej  formule  uczyńmy  » =  i,  2»  3, . . «  2ft ; 
nakoniec  dodajmy  wszystkie  wyniki*  będziemy  mieU  formułę  Caudhy. 
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III.  WŁASNOŚCI  GAŁEK  UKŁADU  KANONICZNEGO. 

Uważajmy  najpierwej  k  następujocych  równań  między  ^k  zmieanemi 
9if  92» •  •  •  qki  PiyPi,*'*pkik  slatecznemi  di,  a^f*  dk ;  to  jest 

Fl(?l»  9ił  •  •  •  9kf  Plj  Pif'  Pk)  =  fli, 
JP2(gi,  qh»"  qkt  Pu  Pil  •  •  •  Pk)  =  dif 

Pk{qu  C2>  •  • .  %  Pl»  Pij  • »  •  P*)  —  ^k- 


(i) 


i  szukajmy  pod  jakiemi  warunkami  wartości  PuP^f-Ph  wyci9gnicie 
z  tych  równań,  uczynią  wyrażenie 

Pidqi  +  P')iiq2+ .  • ..  pfcdg* 
różniczka  dokładna. 

Waranki  do  dopdnienia.  w  liczbie  '\  a  -$  H  uwarte^  Jako  wlado- 
moi  w  na8tcpuJ9cym  typie 

(2)  ^  =  ^ , 

w  którym 

tH  CS5   Ij    3ly    Oy  •  •   •    »  """    ly 

n  =  m  -}-  i»  w»  +ii»  . . .  fc. 

Można  dać  równaniom  (2)  kształt  znakomity.  Wyobraźmy  sobie  że 
z  równań  (2)  wyciągnięto  pi,  p-2,. .  •  pjk  w  funkcyi  ilości  Ci,  92,. . .  ct, 
ai,  a2, . . .  aj^,  i  podstawiono  Je  w  równaniach  (1).  Otrzyma  się  tym  sposo- 
bem k  tosamości.  Uważajmy  na  przykład  dwie  następujące 

Fm  =  flm»  Fu  =  Ont 

i  różniczkujmy  je  względem  91.  Będziemy  mieli 

dqi       dpi  rf^fi      c?P2  'Ąi  dpk  dqi^ 

dOn    I    dOn  dpi        dOn  dp^    ,  dOn  d^  ^_^ 

<*?!  '*'4Pi  <4ft      44  4^1  "*"  " *  <^»  <«^i  ** 
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st§d,  rugając  H^  między  lemi  równaniami,  wynika 

dam  dan  _^  dom  don  yfdchn  don  ^^  dam  d€ln\dp2   .  ^  Q 

dqi  3pi       dpi  dqi  ^^dpi  dpi      dpi  dpjdąi  "T  •  •  •  "' 

Olrzyma  się  podobnie 

dam  dan      dom  dOn  .(dom  don      dam  dan\dpi 
dqi   dp:      dp2  dqi   '  \dpi  dpi      dpi  dpjdąi 

jJfdOm  dOn dOm  rfa»\dp3    ,  :=;0- 

Krfps  dpi      dpi  dpjdąi  "•    " '        ' 

i  talL  dalej.  Dodając  stronami  le  wuystkie  równania,  i  redalKuj^c  na  mocy 
równań  (2]|  znajdujemy 


<ss» 


^fdOm  dOn^^dOm  dOnK  _^  ^ 

^\dqi  dpi       dpi  dgi/ 


Piszemy  to  wyrażenie  wedle  nolacyi  Poisson^a^  w  iLształde  symlM- 
llcznym 

(3)  (a«,  a»)=iO. 

DaJ9C  wslcazowi  m  wszystlde wartości  1,  2,  3,. . .  ft^l,  a  wskazowi  n 

Ł/Ł  _  i  \ 

wartości  m-f-i,  ^+2^  . . .  )k  otrzymujemy  »  warunków  konieci- 

nycłi,  zawartycłi  w  typie  (3). 

Powiedam  teraz  źe  warunlu  (3)  są  dostateczne,  to  jest  źe  pociągają  za 
sobą  warunki  (2).  Aby  tego  dowieśdi,  wyobraźmy  sobie  że  z  równań  (1) 
wyciągnięto  wartości 

Pm  =  <f  (gi,  52>  •  •  •  Cfcł  Oi»  ^21...  «*)i 

P«  =  ł(gij  ?a»  1  •  •  9k«  ^i»  fli, .  •  •  «*)> 

i  że  w  drugich  stronach  stateczne  a^  a-i^ . . .  aj^  zostały  zastąpione  przez 
funkcye  F|,  Fj,.  • .  ¥k;  poczem  utwórzmy  nawias  ((p,  ^j^),  to  jest 


usk 


dqi      dąl  dqi '^  laz  dqi  dqi      dai  dąt  ^  "  ' 

0-L.^— »4-  flL^u-,.      o  +—  **'  -f- 
cbi  dp<      (ia>2  dpi       '"*        '  doi  3pi 
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w  tern  wyrażeniu  9  i  ^^  s^  uważane  jakofunkcyc  zmiennych  qt%  9i}««9fti 
pupi^.' .  ph  Ale,  gdy  ai,a2,«  •  •  Ok  zostały  zaślepione  przez  Fi^F^,. . .  Fł, 
9  slaje  się  toźsainie  równe  pm,  i  ^  Łoźsamie  równe  pn ;  zatem,  (9,  ii*)  staje 
się  {pm,  Pn),  to  jest  toźsamie  zero;  dlatego  że  w  tern  wyrażenia  ilości  p  i  q 
S9  uważane  jako  zmienne  niezależne.  Mamy  więc,  rozwijając 

"Zi^dąi  Ta  dpi      dqi  da  dpj'^ ^\dai  daj  ""  daj  daj^^'  "'^* 

A  ponieważ  z  założenia  (aj,  aj),  jest  zero  zostaje  więc 

_  ^/dfD  di^  da      d^  d<f  da\ 
"^jmśKd^i  da  dpi      dqi  da  dpj/' 

Owoż,  zostawiając  najpierwej  wskaż  i  stateczny,  będzie 

yri  d<^   d^  da  _d<f  /d^  daj  ,   rf^  doi  ,         \ dę^  dp» 

^  5gi  da  dpi ""  dąiKdai  dpi  "*  dai  dpi*    "  /      dąt  dpi ' 

Nfc^  do 

to  jest  O  jeśli  «;^n,  azaś-V-  jeśli  «  =  »• 

Więc 

yridff  d^  da  ^^dpm 
^dqi  3a  ^i      dqii  ' 

Mianoby  tak  samo 

y^d^doda  ^  dp^ 
^ddqi  da  dpi"^  dqm 

Więc  na  koniec 

dpm dpn 

dqn      dpm 

co  właśnie  było  do  okazania. 

Aby  nie  potrzebować  ubocznych  dowodzeń^  zrobimy  jeszcze  nasiępającą 

uwagę. 

Niech  będzie 

^(^  Pit  Pji  •  •  •  P»»  (Z.f  9 if  •  •  •  f/ł)  —  a. 
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całka  układu  kanonicznago  mającego  kształt 

ff\  ^— ^         c(piit dn 

^^^  dt  "dpm*  dt    "       dqm' 

Warunek  konieczoy  i  jdostateczoy,  którego  funkcya  9  dopełnić  powinna 
aby  być  calk{i^  zaleiy  na  tem  żeby,  względnie  do  2k  równań  (/i),  było 

^=0 
dt      ^' 

to  Jest 

dt  "^^\  dq  It  "*■  dpi  'dt  ;■""  " 
albo,  na  mocy  równania  (&), 

di  ^^Jmś\dqi  dpi      dpi  dąi/        ' 
nakoniec  symlMlicznie 

(5)  J  +  (?,H)-0; 

Twierdzenie  Łiouviłłe'a. 
/<;^/»  jest  wiadoma  potowa  caiek  uldadu  kanonicznego 

»  jeśli  te  całki j  przedstawione  w  kształcie 

(6)  ci  =  ai,  ?2  =  ^2t  ....  Ck  =  afc, 

Ł/Ł  _^_  j  \ 

Sprawdzają       ^  ^       warunków  (a„„  a„)  =  0,  (m  = « ,  2, . . .  fc  —  1, 

n  =  m  -)-  1,  m  +  2». . .  m-|-^;  totedy  dru^a  polowa  tyeh  całek  będzie 
mogła  być  toyznaczona  za  pomoce  kwadratur. 

Rozróżnimy  dwa  przypadki : 

1®  Gdy  funkcya  H,  albo  wyraźni  ej  funkcya  sił  U,  zawiera  czas  i,  czyli 
Innemi  słowy,  gdy  całka  sił  żywych  nie  islnieje,  wlcdy  wartości  pi..p2»...  Pa» 
wyciągnięte  z  równań  (6)  w  funkcyi  ^i,  9^,. . .  qk^  ai,  ,02,. . .  ajt,  czynigi 
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różniczka  dokładna  sarninę 

ptdgi  +  padgi  +  • .  •  Pkdqk  —  HA, 
w  której 

Jakoi,  na  mocy  tego  co  poprzedza,  mamy  Jai 


d.jpm_.Apn, 


pozostaje  tylko  do  okazania  fte 


to  jest  ie 


rf.pm_.      d.E 


waninki  dopełnione  z  przyczyny  równań  (A),  i  na  mocy  warunków  (3) 
które  S9  równowarte  warunkom  (2). 

To  ustaliwszy,  jeśli  oznaczymy  przez  S  całkę 

/  (pidgi  +  p«rfg« 4- . . .  pjKigfc—  Hdt), 

l>ędzie 

dS  (fS 

zatem  >S  jest  rozwijaniem,  majęcem  k  statecznydi  dowolnych,  równania 
^S.   ^,    dS     dS  dS  ,      ^ 

Więc,  według  twfefdaenia  JakóbUgo  (iSl),  całki  dopelniajfce  całego 

rozwiązania  89 

dS       .  dS       .  dS     - 

Go  dowodai  pierwszego  przypadku. 
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2^  Przypuśćmy  że  jest  całka  sił  żywych  H  =  ^. 

W  tym  przypadku  zagadnienie  ma  2k—i  całek  nic  zawierających  cza- 
sa  t,  i  ostatnia  która  ^  zawiera.  W  samej  rseczy,  funkcya  El  przedstawia 
się  wtenczas  w  kształcie 

H  =  F(gi,  gi, . . .  qkj  Pu  P2-  •  •  />*)• 

Można  wyraiić  równania  zagadoienia  w  następującej  postaci 

dqi      dq2  ^7fc_      dpt dp2  dpu       ,, 

dH"dH aff""      fl[H""      5ff "dH  ~^^- 

d!pi      dpi  dpk  dgt  dqi  dqk 

Czas  t  wchodzi  tylko  przez  swoJ9  różniczkę;  zatem  otrzyma  się  2)fc  —  i 
całek  do  których  t  nie  wchodzie  a  dopełnia  się  rozwi§izania  na  przykład 
równteiem 


Jm 


Po  czem,  maj9C  wiadomych  k  całek 

sprawdzających  waranki  (3),  uważamy  że  żadna  z  całek  9  nie  zawiera 
czasu  t;  l>o  dla  każdej  z  nich  l)ędzie 

^-|-(c,  H)  =  0;      aże      (9,  H)=:0,      więc      ^=0. 

To ostaliwMcy,  je<li  z  równań  (7)  wyd|gnlęto  Pi,p«,^.  •  pk  ^ftinlccyi 
'  ilości  qu  92>  •  •  •  9fc*  ^i*  ^2, .  •  •  ^k,  wyrażenie 

pidqi  +  pidq'i  +  . . .  pfcC?^ik  —  Mt 
l)ędzie  różniczka  funkcyi 

S  =  J  (pirfji  +  P'idq2  +  . , .  pkrf^*)  —  ftf  =  V  —  fct. 
Widzimy  tedy  że,  jako  w  lyin  przypadku^  S  jest  rozwiązaniem  mpełnem 
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równania 

dS     „fdS     dS         dS  \ 

di +^(5^;  i^2'  •  •  •  3^,'  «»'  9^' •  •  •  9V=  ^• 
Więc  zostające  k  całek  są.  dane  przez  formały 

_  =  6„     25^==^....      d5iz;=**-*^     dS-*=^- 

ponieważ 

dS^_dV        ^       ^=^«.ł 
doi^  d<H  dh      dh 

Zastosowanie  (*).  Dwaiajmy  ruch  pankta  maieryalnego  przyciąganego 
przez  siłę  środkową.  Jeśli  weźmiemy  dwie  osie,  sp^rzędbiych  prostokąt- 
nych^ przechodzące  przez  środek  przycięgajęcy  i  na  te]  samej  jdasczyznie 
z  prędkościgi  początkowe,  równania  ruchu  będą : 

gdzie 
Gałka  sił  żywych  jest 


\i<fi+q1)=h^^ 


gdzie 


p  «  jf{r)dr;       co  daje       H  =  jCc*?  +  g'P+P  =  A. 

357;  =  9  i.        dg\^^*'       ^^      9'i=Pi.      ^i=P> 
Zatem  można  pisać  całkę  sił  żywych  w  kształcie 

(8)  H=i(pj  +  pJ)+e=A. 


(*)  Imschenetski,  prof.  h  l'UniTersitć  de  Kazan,  Młmoire  sw  Nn- 
Ugration  des  śquatio7is  aux  d^ivies  partielles  du  premier  ordrt, 
Pariii,  1870. 
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Zważając  teraz  ie 

dn 
dqi 

d^  dr 
dr  df/i' 

=  -Ar] 

r 

dU 
dqi 

ffo  dr 
dr  diji 

=  -  f> 

'f- 

dzimy  łatwo  że  cała 

Tzea 

:  przywodzi  się  do  u 

kładł 

« 

dqi 

dB 
dpi' 

dqi 

dt" 

dU 
'dpi 

dpi 
dt' 

=  — 

dqi' 

dpi 
dt 

dii 

dq> 

którego  mamy  całkę  pierwsza. 
Drag9  całk^  jest  całka  powierzchni  którfi  moina  pisać 


(9) 


qtpi  —  q2Pi  =  Oi. 


Trzeba  sprawdzić  warunek'  (a,  U)  =  0.  Dla  dogodnego  wykonania  ra- 
cłianku,  urządza  się  naslępuj^c?  tablicę 


a 

n 

9t 

P2 

-nr)  '1 

Pi 

-9i 

Pi 

72 

—Pi 

-m^i 

Pi 

9i 

pi 

1 
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W  kratce  będące]  na  przecięciu  linii  ąt  z  kolumna  a,  wpisuje  &!c  po- 
chodnę  cz^stkow^  ZT* "  ®'^'  ^^^  ^^^  zatbz  wywodzi 

'  (a.  B)  =  pa>i-A^)^-P«P2+A'-)^*=o. 

I 

Z  równań  (6)  i  (9)  możemy  zaraz  wyd^gn^ć  pi  1  ps  wfankcyl  9i»92»  ^i^ 
Znajdujemy 


gdzie 


zatem 


Pi  = ;3 — ^       '     .  P2— J5 


dY=a?1^2i=^^±:i'R, 


zk9<l 


Owoi 


V=aarc*a2i±  /  r— . 

(i   Tfirfr       Trj  dR Tdr 

(/aj     r   "" J  r  da*^      ^J  ^^ 

afj    r   ^J  r  dh^J  Rr' 
Więc  całki  zo8t»]«ee  do  malezieiiia  8» 

C2-    j  Rr 


da  ^  ^2  /  Rr 


Pierwsza  jest  równaniem  kr^inej,  druga  daje  położenie  ponkta  rucho- 
mego w  epoce  t. 

Uwaga.  Sprobójmy  zastosować  poprzedzająca  metodę  do  przestrzenii 
blorjc  trzy  osie  spółrtędnych  prostokątnych  Jakichkolwiek. 
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hdwnania  rółnleskowe  rucha  w  tym  przypadka  89 : 

gdzie 

Kładąc  f  E3  I  /tr}clr,  będziemy  oddl  rdwnanle  sO  ftywycta  Jako 
wprzódy. 

Mamy  potem  trzy  równania  powierzchni 

fi  ==  C?Pa  •^  9«P2  «■  •!» 
Ta  =  qzpi  —  ^iP3  =  Oi, 

Oczywi^e  sprawdza  się  ie 

(<p„  H)  =  O,  (C2,  B)  =  O,  ((p3,  H)  =  0. 

Gdyby  waranlLOwi  (fu  fs)  =  O,  na  przykład,  stawało  się  zadość,  wtedy 
DBoinaby  jaż,  mając  trzy  caiki  91,  72,  H»  dokończyć  rozwiązania  zaga- 
dnienia. 

Owoi  znajdujemy 

(fit  ł«) »  cs» 

(C2,  93)  =  ?1> 

(f8,  fi)  s  fs; 

Więc  trzy  całki  powienchni  posiadają  tę  własność  że*  wykonywajęc  n« 
dwóch  z  pomiędzy  nich  rachunki  wskazane  przez  nawiasy  Poissona,  otrzy- 
mujemy trzecią.  Innetui  słowy,  gdy  są  wiadome  dwie  całki  fi,  fj,  równa- 
jąc nawias  (fi,  f^  do  statecznej  dowolnej,  to  Jest  kładąc  (fi,  f^)  ss  gtaU 


Shli 


NOTY. 


Otrzymuje  s!ę  now^  całkę.  Ta  ciekawa  własność  stanowi  znamieoiie 
twierdzenie  Poissona,  którem  się  teraz  zajmiemy.  Aie  możemy  jni  na- 
przód powiedzieć  że  nie  wszystkie  całki  zagadnienia  Meclianiki  maj^  rze- 
czona własność,  ponieważ  na  przykład  (o,  H)  jest  tosamośei?  zero. 

Aby  ułatwić  dowodzenie  twierdzenia  PoissonOj  przypomiDamy  dwie 
własności  funkcyj  [9,^)  zmiennycli  pu  P2>*  •  •  pk*  qi$   i    9^,. . .  Cł. 

Mecli  będ9  dwie  funkcye  c,  ^  wyrażone  przez 


gdzie  t«i,  t«2i .  •  •  Ufff  S9  funkcyami  zmiennych  p  i  q. 

Mamy 

tdo  d^  dui  ,  d^  dui 
dqn*  dul  dqn'^du2  dqn 
dpn    dut  dpn      dUi  dpn  '- 


albo 


(i) 


n^m 


(?>  ł)  =^^(^»  **«) 


dUn 


ni^l 


Uważając  t  za  zmienne  jalcękolwiek,  mamy  drug^  własno^ 


%•«_ 


dt 


=2 


•  flPy       d^' 
dqndC  dqn 

(Py       d^ 
.dpndt^  ppiu 


+2 


dff       (P4>  • 
(2f       d^^ 


jipn    dpt^^ 


więc 
(2) 


d{9,  +)     /rf<p 


d^ 


=(s.  ♦)+(..  f )■ 


Oto  jeszcze  twierdzenie  JakobiegOf  którego  potrzebajemy  : 

Twierdzenie.  Jeśli  9,  ł,  x  oznaczają  trzy  funkcye  zmiennych  p,  qi 
bidzie  tożsamość 


(3) 


(c.  (ł,  X))  +  (ł.  (z.  9))  +  (x.  (9,  ł))  =  «• 
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Nas(ępaj9ce  bardzo  proste  dowodzenie  zostało  dane  przez  P''  Imsche- 
netskiego  w  dziele  przytoczonem  wyżej. 

W  formule  (1)  zastąpmy  ^  przez  (^,  x);  ponieważ  jest 


fankcye  u  59 : 


d^     d^      dl      dx 
ląC  dpi'  dqi*  dp[^ 


Więc 


albo 


w    (?.(v,x))=2 


7     dł  \  dt 

V'  <lqj'  dqn 

(      di/\  df 

V'  dfj'  "Spn. 


Zk9d,  przez  przemianę  kolow9, 


(5)     (ł,(x,<p))=2 


V'  dq,r    dqĄ       _,, 


X"  dp'„h  dpj  K*'  dp„r  dp„. 


Poczem,  na  mocy  równania  (2)  mamy 


(6)  (x,(c,ł))=2; 


.dpH  '\dpn      / 


Dodając  stronami  równanli  (A),  (5),  (6);  nazywając  Y  pierwsza  stronę, 


8&6  lOTY. 

bfdsle  po  wuyslkicb  redukcyacb, 


(7) 


v=y 


(*•  35;/*   35 


(*•  3^)'  ^1  _     [(*•  V 


rfpw- 


Owoź  pierwsza  slrona  tego  równania  Jest  symetryczna  na  7,  ł,  %; 
więc,  jeśli  zrobliiiy  dwie  priemlany  kołowe  po  sobie  następuje,  bedztemy 
mieli: 


(8)      ,  V  =2 


(») 


^2 


Nakoniec,  dodajmy  stronami  równania  (7),  (8),  (9),  otrzymamy 

3V  c=  —  3V,       więc       V  =  0. 

c*  6.  cf.  dL 


TWIERDZENIE  POISSONA. 


Jeśli  <p  =  a  «  (]» =3  b  f  ^  dwiema' całkami  ukiadu  kanonicznego 


dq^ 
dt 


dpn* 


dpn 

dt 


otrzyma  ««g  noto^  eal^f  piszco 


(9.  ł)  =  «to<. 
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Aby  lego  dowicMź,  do^  b^e  okazać  że  istnieje  równanie 


Owoi, 


mamy  zaś 


%^+(H.(c,ł))  =  0. 


$  =  (9,H).  S=(+.H), 


rft  -  ^^'  ""  rft 

dlatego  łe  7  i  <]<  89  ctikaml  okłada ;  więc 

^=((f,H),  +)  +  (?,(+,  H)), 

i  tożsamość  do  sprawdzenia  jest* 

(?,  (ł,  H))4-((9.  H),  ł)+(H.  (9,  ł))«0. 
albo 

(?•  (łi  H))+(ł,  (H,  c))  +  (H.  (fi  «)-  0. 

CSo  właśnie  ma  mlejaee  na  mocy  twierdzenia  Jakobiego.  To  dowodzenie. 

dał  P.I>onikłn(*). 

Uwaga.  Zdawałoby  się  łe  znajomość  dwóch  całeic  rucha  może  dostarczyć 
wiele  innych ;  all>owiem,  jeśli  (9,  ^)=<pi  jest  całkę,  (9,  91)^92  będzie 
nowe  całkę;  i  tak  dalej.  Z  tego  pankta  widzenia  uważane  twierdzenie 
Poissona  nie  przynosi  rzeczywistej  korzyści.  Jakoż,  żeby  (9,  ł)  ^  *^^ 
było  nowe  całkę,  trzeba  żeby  wynik  dzialańwskazanych  przes  symbot 
(9,  ^)  nie  stawał  się  tożsamie  fonkcyę  jednej  z  dwóch  całek  i  all>o  ^,  ani 
się  przywodzfl  do  ilości  statecznej,  liczęc  w  to  zero.  Owoż,  można  po* 
wiedzieć  że  w  ogóle  jedna  z  tych  dwóch  okoliczności  najczęściej  się  przed- 
stawia, i  twierdzenie  nic  nie  daje.  Zdarza  się  nawet  że  twierdzenie  PoMtona 
nie  stosuje  się  do  żadnej  kombinacyi  całek  zagadnienia ;  jak  to  okazał 
P.  Bertrand  w  dzienniku  ItOfit;i72a  1852  r.  Mimo  tego»  Jakobin  uwielbiajęc 

(*)  On  cla89  of  differmUal  tąwUwm.  (Phiioeophial  irannctioiiSi  1864  *} 
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Z  cntuzyazmcm  twierdzenie  Pcissona^  mówi  ie  jest  ]ednem  z  największych 
odkryć  nowoczesnych.  Piękna  teorya  Jakobiego  równań  o  pochodnych 
cząstkowych  była  natchniona  tern  twierdzeniem.  Niezaprzeczalnie  twier- 
dzenie Poissona  ma  wiclkg  teoryczng  ważność;  P.  Bertrand,  na  przypad- 
kach do  którycii  się  ono  nie  stosuje,  oparł  metodę  całkowania  równań 
Dynamiki.  Ciekawy  czytelnik  znajdzie  j§i  w  notach  do  Mechaniki  ana/t- 
tycznej  Lagrange*a,  wyd.  3«. 

IV.    TEORYA  OSTATNIEGO  MNOŻNKA  JAKOBIEGO. 
Pi^zypomnę  najpierwej  główne  własności  wyznacznika  funkcyjnego 


rf<p,    d(fi 
dxi   dxi ' 

d<ft 
"dxn 

dn 
dXi 

■  ••••• 

D(9i»  ?2.  • 

••?«)  = 

Ó<Ptt 

dxi 

t  •  •  •   • 

*    dXn 

n  funkcyj  o  n  zmiennych  niezależnych  Xi,Xi,.,.Xn9  to  jest 

Ci  =  <pi((ri,  CTj  .  . .  Xn)t  92=  ^(a?i»  OJi  . . .  a?«),, . .  fn  =:  ?ii(a?l»  ®2, . .  .asa). 

Ten  wyznacznik  gra  w  układzie  n  funkcyj  91,  o^,  • . .  on  tak§  samg 
rolę  jakQ  gra  pochodna  względem  funkcyi  o  jednej  zmiennej  niezałetnej. 

Twierdzenie.  Jeśli  się  przypisuje  każdej  zmiennej  nieskończenie  mały 
przyrost  dowolny,  wynika  zt^d  dla  kaidej  zmiennej  odpowiadająca  cala 
różniczka,  i  będzie 


I>(?1»  92»«-»Cfi)  = 


di^l      Oi?2  •  •  •  «i?ii 


diXi     di<Di  •  .  •  dtXn 

d-jpDi    djfiCi . .  •  djfCu 

dnXi     dwPDi  . .  •  d^3Cn 


gdzie  charaktcrystyld  diy  d-i,.,  .dn  wskazaj^  n   okładów  przyrostów 
nieskAńcu^nie  małych,  i  różniczek  odpoWiedaj^cycb. 


NOTV. 


869 


Dla  trj  przyczyny  używa  się  korzystnie  nustępuj^cej  nolacyi 

do  wyrażenia  wyznacznika  układu  Tunkcyj  (^  wziętego  względem  zmień- 
nycli  X, 

Je!>li  przyzwoicie  wybrano  przyrosty,  będzie 


D  = 


!  di^iO        0 O 

d)0^ d'2i^}  O 0 

d^i  d-^i  di93  O ....  0 


dn^i  dn^-i d,i9„ 


diXidiX'> diXn 

OdiOPo d-2PD„ 


00diX3 


d'iX 


n 


000 


Od„Xn 


lo  jesl 


\d,a:,/  \dixi/  \dnX„) 


Dla  wyrachowania  łych  pochodnych  cząstkowych,  trzeba  utworzyć  na 
stępujące  fottkcye 


Tak  że  będzie 

dji  '  (/a:.>  * dxn 

Ztad  wnosimy  zaraz 

TwiERDZENiR    FUNDAUERTALN?<  :  JeśH    istnieje   między  funkcyami 
?i»  <Pi}*- •?»  związek  niezaleiny  od  zffuennychf  wyznacznik    D  jest 
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zero,  I  nawzajem,  jeśli  D  =  0,  jest  przynajmniej  jedeti  związek  mi^iizy 
funkcyami. 

To  ustaliwszy,  przechodzimy  do  teoryi  ostatniego  mDOŻnika.  Żeby  ją 
lepiej  dać  zrozumieć,  przypomnimy  teoryę  Edłera  ostatniego  mnożnika 
którego  obecna  jest  zogólnieniem. 

Wiadomo  że  równanie  różniczkowe  pierwszego  rzędu 

(f)  \\dx  +  My  =  0, 

ma  zawsze  całkę  zawierająca  stateczne  dowolną  G.  Ta  całka  rozwiązana 
względem  statecznej  dowolnej  bierze  kształt 

(2)  M  =  G 

w  którym  u  jest  funkcyą  zmicnuycłi  x  i  y,  niezależną  od  C. 
Ostatnie  równanie  zróżniczkowane  daje 

Z  porównania  dwóch  związków  (i)  i  (3)  wynika  nie  równanie  ale  toż- 
samość 

du      du 

gdzie  t;  oznacza  każdy  z  dwóch  ilorazów. 
Ztąd  wywodzimy 

du       .,  du      .. 

dx  dy 


Owoż  wiemy  że 


mamy  więc 


du  ,     ,  du  , 


v(Mdx  4-  ^^y)  =cfMi 
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Tym  sposobem  zostaje  dowiedzione  że,  Jakiekolwiek  są  spóiczynniki 
M  i  N,  istnieje  zawsze  pewny  czynnik  t;,  będący  funkcy^  zmiennych 
X  i  y,  który  czyni  pierwsza  sironę  równania  (1)  różniczka  dokładne. 
Oczywiście  rv('0  ma  lę  sam§  własność,  jakakolwiek  jesl  funkcya  o. 
Widzimy  potem  źc  wszelki  czynnik  V  posiadający  tę  własność  jest  ko- 
niecznie kształtu 


Albowini),  jeśli  jest 


V  =  v(^{u). 


vM(lx  +  vMy  =  rfu, 


będzie 


dx 


więc 


a  zatem 


Ale 


V 

V 


\}Ą(Jlx  +  \^dy  =  dV, 


da 
dy 


f=VM.        f  =  VN: 

dx  dy 


I  vM 


i):j^ij)=! 


V  \1 


u-ł(u;. 


VN 


=  0, 


d^  Uf    \ 

^^- =  +  ("); 


więc         V  =  iĄ'{u)  =  t'v(<0' 


Nakoniec,  jeśli  są  wiadome  dwie  wartości  dla  V,  to  jest  V  i  Vi,  będzie 

V_  _  c{u) 


Wiec 


V  =  CV, 


]e.st  całkę  ogólna. 


Niech  będzie  teraz  do  całkowania  równanie  różniczkowe  rzędu  m. 


Połóżmy 

dy^ 
dx 


^f  dy     dhj         r/«v\      ^^ 


y      .xr  —  i/  »    dx  ""  ^  *"  ' 


dx 


dx 


f/— *); 
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zagadnienie  przywodzi  się  do  całkowania  uicłada  m  równań  jednoczesnych 
pierwszego  rzędu 


(/OJ      ^'       rfa;       '•''•• -rfo?  ^ 


Widzimy  że  ten  układ  jest  szczególnym  przypadkiem  następującego 

dx      dx\       dx-y  dXtt 

X  Xl  X;2  Xn 

W  którym  X,  Xi,  X2...X,i wyrażaj?  n+1  funkcyj zmiennych  x,  jci,  .r2,...j:B. 

Uważajmy    najpierwcj  przypadek  trzccli   zmiennych   niezależnych,  i 
niech  będzie  układ 

dx      dy      dz 

dl  x=Y  =  Y- 

Zcałkować  le  równania  jeslto  znaleźć  dwie  funkcye  f  i  o  takie,  żoby 
równając  je  do  statecznych  dowolnych,  można  było  wywieśdź  z  równań 

f{oCj  y ,  3)  =  a.  ę{Xy  y,  z)  =  P, 

wartości  dx^  dy,dz  proporcyonaine  do  funkcyj  danych.  Powinno  tedy  być 


dx  dli       '   dz 


(2) 

dx^^dy^^dz^'-'^' 
Jeśli  więc  położymy 


dy  dz      dz  dy '       dz  dx      dx  dz  *      dx  dy       dy  dx ' 


(Iwa  i)oprzo(Iz.łjące  równaniii  suiua  s> 

X       Y  _  Z 

'IV  zwi.izki  sgi  tożsaiiiościami ;  bo  inaczej  oneby  slanowily  między  x,  y,  z, 
względności  bez  statecznych  dowolnych ;  a  my  »ię  zajmujemy  sam?  tylko 

1 
caik?  ogólna.  To  ustaliwszy,  jeśli  -  jest  funkcyo  do  jakiej  się  przywodzą 

• 

(ożsamie  wyrazy  poprzedzającej  pioporcyi,  będzie 
Owoż  lalwo  sprawdzić  równość 

r/A         fh\        (K)  __ 
fl~r  "^  (ly  "^  dź  "     ' 

więc  czynnik  pt  zadość  czyni  równaniu  róioiczkowemu  cząstkowemu 

Własności  czyamka  u.,  .kśli  j^?  wiadome  dwa  rtzwiczania  p.|  i  fLi 
p(łpi zedzaj^ceŁ;o  równania,  —  =  7  brdzic  colkęi  zadanego  iikbdu:  gdzio 
-j  znuczy  stateczne  dowolna. 

Jakoż, 

A/X    ,    '^V        JZ\  rfa.,  f/|X.2  J;/..,  _     . 

\r/.r        r/f/        f/r'  r(./"  (hi  tfz 


Więc 


/       f/a.,               '''^Al    aY        '':'•»  '''"•-^  r   '//       '^"i  ^^J^A        A 

.\'  u  .    ,      —  U.I     —  ;-ł-  1 '  ii.»    , V.,  - , —  /+  Zf  u.)  -, —  —  U.I  -, —  1^  U 

\   -  iiv       '  '  ax  n      -<  -  dij        '  '  (hj  1^     y  -  (Iz        ^'  (/::  / 
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zkęd 


<i!t!         dti         d^ 

(f.i'    \     (ty  (IZ 


."•1 


czyli  źe   —  =  7  jest  caik?. 

Oto  leraz  najważniejsza  własność  :  Jeśli  jest  znane  je^ino  rozwiązanie 
róicnania  na  p.,  dość  jest  mieó  jedną  tylko  całkę  zadanego  układu; 
druga  będzie  wtedy  dana  przez  kwadraturę. 

INiech  będzie,  w  samej  rzeczy,  /"(t,  1/,  z)  =a  znaleziona  całka;  *  moie 
być  uważnnn  jako  fnnkcya  zmiennych  o?  I  y,  I  układ  przywodzi  się  do 

dx       dy 

gdzie  w  X  i  Y  zastąpiono  z   przez  cc,  t/,  a.  Powiadam  źe,  ponieważ  fi 

a 
jest  jednem  rozwiązaniem  róvvnnn«a  (3).  -y-,  będzie  czynnikiem  kióry  zrobi 


m 


ydx  —  \dy  różniczkę  dokładna. 


P-Y  ,  u.X 

To  jest  ^  rfo?  —  —-.  dy      powinno  być  różniczkę  dokładne, 

fe)      (;7^) 

doliczając  do  tego    f^x,  y,  z)  ■=.  at. 

Oznaczymy  przez  cp(cc,  y,  z)  =13  drnggi  całlcę,  i  przypu.4ćmy  ję  wyrażane 
przez  cc,  y,  z  i  /",  w  len  sposób  żeby  było 

/rf9\ d"^  df         łdrQ\ f/o  df       do  (^'i\^  ^?  ^V  •    ^?. 

{jijtfdz"-^  \d^]~tfdx'^'(i^'    \dij)'^drdii'^dy'' 

będzie  tedy 

dy\dxf      d.iAdyl  dz  dy* 

li'  dv        dx\(\zi  dz  n.T 
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5?  f/.r  —  'tt  r/?/  =  y-  f/ar  +  -^  (hj. 
df  df     '^        dx         '   dy    ' 

dz  dz  ^ 

Więc  draga  całka  jest 


(« 


Uwaga.  W  pewnych  przypadkach ,  można  ]a(wo  znaleźć  czynnik  fx." 
Niech  będzie  równanie 


kióre,  jof5Ii  położymy  -.  -  =^  y',        wycliodzi  nn  jedno  ( o  układ 


dx      dy  d}f' 


i       y      y.-^'.  .'// 

Zatem  równanie  na  ^  jest 

dx^'^  dy^^  dy'      "' 

i  sprawdza    się    przez  [x  =  1.    Jeśii  więc    znaleziono    odkę    pierwsza 
/^^f  !/«  z)  ^  a,  druga  całka  będzie 

*y'dx  —  dy 

w  niej   y'  jest  zasl^ipione  przez  swoj^  wartość   yf  u:  i  y  wyciągniętą 
z  fnnkcył  f(x,  y,  y')  =  a. 


856  iNOTY. 

Olo  jeszcze  (lnis;i  przypadek  szczei;ólny.  Równanie  na  u.  może  się  pisać 
xU/.r  ^  dy  "^  dz r  i^uAt  '^  X  dy'^  X  dz)~'    ' 


ale 


X  ""  (/ J* '  X  ~"  r/.r 


więc 


i_/rfx  .  rfy  .  rfz 


X\rfj*       dy 


gdzie  07  jest  uważane  jako  zmienna  niezależna.  Więc^je^U  pierwsza  część 
tego  równania  jest  różniczka  dokładna »  dAo^^x,  y,  z),  będzie  można 
wzi^ić 


Przypadek  ogólny.  .Niecti  będzie  do  całkowania  ukiad 

dx  __  dxi  __  dx^  __  dxn 

^^^  X  *"xr"  ^o'" ~X„' 

i  przedstawmy  równania  całkowe  przez 

a,  r=  (p,(a7,  X|,  Xl, . .  .a?„),  a^  =  oi(x,  Xl,  Xi,.  •  ••r«i, 

a„  s=  <jp„(x,  (Tl,  Xi,  .  .CCn); 

zt^d  się  wywodzi  układ 

(6)  J  dx  dxi  .         axn 


^rfjC  dT  •         dx„ 


NOTY.  8")7 

Owoź.  jVśli  oznaczymy  przez  A,  —  Ai,,  ;\.>». . .(—  Ij"Ah,.  wyznaczniki 
(!Z{istłiowe,  otrzymane  przez  kolejne  zniesienie  każdej  kolumny  ukiadu 
mającego  n  iinij  i  n  +  1  kolumn, 


'  (/91      ^/vj  t!'j 


fi 


d.i'       fl.rt dx„ 

r/<p.2  dz>2 

dx dx-2 


•  •  •  I- 


d<^n  dę*  fhn  ' 


•    •    •     •    • 


dd'         dxi        '    djcn^ 
równania  (6)  w  liczbie    n,    jednorodne   między    n  4*  ^     zmiennemi 

\f  \iy  Aj*  •  •  •  •  Anf  dauz^ 

A         Al        A-l         *  Am 

Te  równania  s^  tożsame  tak  jak  w  przypadku  Irzedi  zmiennnych;  z  nicli, 
nazywając  -  funkcyc  do  której  się  przywodzi  każdy  stosunek,  wypro- 
wadzamy 

|4.X  =   A,  u.X|  =   Al, uXn  =as  Am 

Zk(<'tin9d  trzeba  pami^^tić  że  jest,  wedle  wiadomej  notacyi, 

A        /)(v.,  '-2-  •  •  •  V"  ■    .  * 
X       D(x^,  x.i,. . .  x„)      X 

Uwaga.  Można  było  wzięć  za  równania  całkowe  układ 

Pi-=  łi(a?,  Xl,  a-i, x„), 

P>  =  •ł2(x»  cPi,  a^2ł ar„). 


Ph  ==  •i'n(a:,  cCi,  .r.ł, r„) ; 


858  NOTY. 

wiedząc  że 

A  je^ii  oznaczono  jako  dopiero  co,  przez  W,  —  Bt,  B2, (—  1)*B« 

i;vyznacznlki  wywiedzione  z  pocliodnych  cz^stkowycli  funkcyj  ^,  będzie 


X       Xl  X„       1 


i 


B         Bi  l^n         V 

B  =^  vX,  Bi  =  vXi,  .    ...  Bu  =  vX||. 


I^owiedam  teraz  źe  -  =  *¥  jest  całkę.  Jakoż 

V 


Dj^i,  9-2.  • » »  9h)    i_  ^i'h^  'y^  •  •  •  '^»)  i 


Więc 


-=  -— . . —  =  i^iCj,,,  cp2'  •  •  •  r«'- 


Czynnik  fi  zcutośó  czyni  równaniu  różniczkowemu  częstkoweinu. 
Powiedam  że  jest  tożsamo^ 

d\      rfAi      </A>2   .  f^An  ___  Q 

Uważając  że  Ak  nie  zawiera  żadnego  wyrazu  majęccgo  kszlail  ^ , 
widzimy  że  pierwsza  strona  równania  (7)  nie  będzie  zawierała  wyrazów 
kształlu  pj*.   Szukajmy   spółczynnika  pocłiodpej  jj^^^  na  przykład. 

dAi    .    dAk 
Ten  spółczynnik  WKOŻe  pocliodzić  z  dwócb  lylko  wyrazów    ^   1   |j^. 

Owoż,  mamy 


:<OTY. 


859 


co  daje  wyraz 


Or 


dxidxu 


Tak  samo  pisząc  hu  w  kształcie 


mamy  wyraz 


hr 


dxidxk 


Wszyslko  się  więc  przywodzi  do  okazania  że 


Owoż  niech  będzie  ^  <  t ;  mamy 


A,-=Hiy 


(fqpi     (f^i         (fqpi         c/91         c/o|  {/ci 

(/x     dxi   ' '  dxk  ' '  dxi~i  dxi -n  ' '  c/jJn 


dx     dx\ 


Więc 


ar  =  (—iy-(- !)*•(- 1)'-^*A, 


A  jest  wyznacznikiem  który  się  wywodzi  z  poprzedzającego,  znosząc  ko- 
|iimnę  rzędu  k-\*i  i  linię  rzędu  r ;  co  daje 


a^  =  (—  i)i^*  +  r+l^ 


850 
Ale  jesl  podobnie 


NOTY. 


</.r     iljoi ""  </.r/._|  (/.r/.  ,  i  *  *  Jjj 


Aa  =  '-1)*I: 


ć/o> 


U' 


da- 


li,  ^(—  '•)A(-_  ti-»   —  t)»-ł^ 


A  ten  sam  wyzaacznik  ; 
albo 


10  jeit 


r7,  -f-  6,  =  O, 


—  tfi 


Mamy  więc  nakouiec 


(8) 


Me  irudoo  widzieć  ie,  tak  samo  jak  w  przypadku  dwót*li  zniionn\(7K 
\vś\i  fxi  i  {^2  s^  dwoma  rozwięzaiiiaini  luwiiaiiia  (8  ,  --  ^=:  słat.  Mi^' 

•    — 

całk§  żędaaego  układu. 

To  ustaliwszy,  szukajmy  juk  się  przeksziiiłca  a.  kiedy  się  bierz*^  nowe 
niewiadome  Vu  t;-2, . .  .v,i  będące  fuukcyaiui  zniirunycb  .rj,  .rj — i\. 

Lkład  (5)  staje  śio 


{») 


f/y do  i f/y 2 


dv„ 


V,  V|,  V.2,. . .  V„  sg  tem  czem  się  staj?  funkcyc  X,  X|,  Xi,. .  .X»,  pdy 

się  zastępuje  Xt,  X2, .Tm  przez  ich  wartości  wyrażone  w  funltcyi 

Vi,  Vi l'„. 


NOTV.  661 

Jeśli  całki  układu  (5)  s? 

* 

mnożnik  fA=:-  =  -  -l^ i^: ^. 

X       \  D(a?|,  £C2, . . .  x„) 

Mnożnik  iikhdu  przedstawionego  w  kształcie  (9)  ł)cdziL* 


V. 


a  że  X  =  V,  zatem 

U(^<2/|«  ćZ^2f  •  •  •  iCf]  I 


J^l   =  fA. 


D(f),,  t;2. . . .  v„) 


Będziemy  więc  mieli  mnożnik  po  przemianie  ilości  niewiadomych, 
mnożąc  dawny  przez  wyznacznik  funkcyjny  dawnycli  niewiadomych 
j^i,  flCi,. .  .Xn  względem  nowych  t;i,  v.2,. ,  .Vn. 

'Jo  majęc,  przypuśćmy  że  s?  wiadome  wszystkie  całki  prócz  jednej, 

Można  wzi^ć  za  zmienne  Xy  91,  «p.2f  -rfi-if  J^i,  wtedy  układ  przed- 
stawi się  w  kształcie 

dx dxi rfci dę^i dvn—i 

to  jest 

dx dxi 

X ""  xr 

Więc,  jeśli  jest  wiadomy  ronożn  k  ja  względny  do  pierwszego  ukła- 
du (5),  mnożnik  dla  ostatniego,  to  jest  czynnik  zdolny  uczynić  całko wal- 
nem  wyrażenie  Xidx  —  Xdd-i  przedstawia  się  przez 


Dfo?!,  X2,  .  * ,  Xt,)  u. 

'L)(X|,  <?„... 9„_,)        l^u?,,  (pi... <?„_,) 


8f)2  OTV. 

Mianownik  jest  równy  wyznacznikowi 


dxi         dxx         dxi 
d^i         dx} ' '  * '  dxn 


dv>i 
dxi 


dX'^ 


dr^n     1 

dxt 


1,     o,     o,.. 


^1 

dx7 


dxi 


więc,  nakoniec  ostatni  mnożnik  jest 


O 


r\ 


d.v»  ! 


(I^(?łi  9-2'  •  •  •  V»— i'  t 


I  D{X.29  Xi,   ...  Xh)     ) 

Zai.em  ostatnia  całka  będzie 


(10) 


(Xidx  —  Xda;i)|A 
(D(a?2,  a?3, . . .  a?n)  j 


Można  jeszcze  z  tego  co  poprzedza  wyprowadzić  inne  naslępslwa. 

Przypuśćmy  że  funkcye  X,  Xi,  X2»  •  •  •  Xii  sprawdzają  przez  toż.saniośc 
równanie 


(U) 


d\  .  dX 


d\u 


;7:;;+;r;r  + •••+:/;— ^5 


dx      dXi 


dxn 


wtedy  równanie  różniczkowe  na  ^a  pokazuje  że  można  wzięć  ;&  =  1. 
Gdy  się  to  zdarza,  a  jest  wiadoma  jedna  całka 

danego  układu,  wyrażając  x„  w  funkcyi  ilości  oc,  x,  CC|,. .  .Xn-i,  i)C(Izie 

do  całltowania  nowy  układ  zawierajęcy  jedno  równanie  mniej 

« 

dx  __  daoi  __        __  dxn~i 

x-xr xrT 


NOTV.  86a 

gdzie  X,  Xl,  X2)*  •  •\m-i  nic  inaj^juź  lego  samego  znaczenia  co  wprzódy. 
Przypuszcza  się  że  Xn  jcsl  tu  zastąpione  przez  swoJ9  wartość  wyrażona 
w  funkcyi  x,  o^i,  xi...Xn^u  >-  Wartość  mnożnika  odpowiedaj^cego 
tema  układowi  jest 


(IXn/ 


1  )U'  1 ,  ^ił  •  •  •  i^n—  Ił*}         /C^« 


\    I 

Tak  somo,  je^li  istnieje  tosamość 

w  której  X,  Xi,  X.2. .  .Xn-.i  raaj§  nowe  znaczenie,  i  jeśli  jest  znana  Jedna 
całka  tego  drugiego  układu, 

0[Xf  Xl,  CC2,.  .  'Xn-i)  =  /5, 

wyrażając  x„   i  przez  o.',  Xt,,.  .a;n— 2,  ^,  będziemy  mieli  do  całkowania 

dx  __  dXi  _^  ^^  dXn'^2 

X         Xl  Xtt— 3 


'     j^  \  /^ft \   będzie  wartości?  czynnika  f*  tego  układu.  I  tak  dalej. 

V 


dxj\dxn^%/ 


ZASTOSOWANIA. 
1*  Ruch  punktu  i^a  PŁASCzrznie.  Równania  różniczkowe  ruchu  s§ 


Połóżmy 


zagadnienie  przywodzi  się  do  całkowania  układu 


86^  .  NOTy. 

■ 
Ale  dość  umieć  całkować  układ 

.    .  dx  _ny  _d^ _dy\ 

Albowiem  ten  ostatni  da  x',  y'  i  y  w  funkcyi  x  i  trzech  statecznych 
dowolnych.  Zastępnjcc  pochodne  cc'  przez  jej  wartość  wyraźcną  w  x, 
będziemy  mieli  czas  t  przez  kwadraturę 


Owoż,  jeśli  X  i  Y,  składowe  siły  poruszającej,  są  niezależne  od  pred- 
koście  będzie 

dx'      dy'      dX    ,  C|Y_ 
dx'^dy  "^  dx''^dyf~'    ' 

więc,  jeśli  S9  wiadome  dwie  całki  układu  (13) 

(i/l) 

trzecia  bęc|zie  mogła  być  znaleziona  ;aA:o&y  a  pnort;  ponieważ,  nazyw^j^r 
7  stateczne  dowolna,  mamy  natychmiast  tę  trzecia  całkę  przez  l^wadraiurę 


y^dx  —  x'dy 


\0(a^__P))    -^' 


gdzie  o;'  i  t/'  s§[  wyrażone  przez  o?  i  y  ża  pomoce  równań  (1/i). 
Niech  będzie,  dla  utkwienia  myśli, 

Mamy  zaraz  te  dwie  całki 

x'^    ;r**^'        fi— y!r_v*^*. 


!>        m  4-  i'  2       iii  +  l 


NOTY. 


865 


zkęd  wyciągamy 

(fa 

<;a 

D(a,     P)_ 

dx' 

rft/' 

D(x',  y') 

• 

(/p 

rf3 

(/cc' 

rf!/' 

X'  (1 

t)         y' 


=  x'2/'. 


Żalem  trzecia  ca)ka  będzie 


__    n/(/x  —  X'Wy  _   /Vx         Tc/y 


ale 


^      ^    ^  m  +  1 


a'  = 


!/'  =  j/op+2i/'»- 


»i  4-  1 


więc  trzoda  całka  jest 


!J 


m 


—=r 


m  + 1 


Jeśli  m  =  — 1,   ta  formiih  nie  slosuje  się.  Wledy,  ponieważ  dwie 
pierwsze  całki  s^ 


1 


^--.yl''-lx,  P=%'2-/J/, 


=.  1  ,/2  - 


Irzecin  będzie  dana  przoz 


j  \U  +.  u   J  \  i^Mi/    '** 


II.  HOCH  PD^KTU  MATERYALNEGO  PRZYCIĄGANEGO  PRZEZ  ŚRODKK  STAŁY. 

Równania  lóżniczkowe  ruclm  sc 


J72-  -      r  ^^^  d^ 


Ur). 


Mamy  bezpośrednio  dwie  całki : 


M?:CI1AMKA 


II.   —   J5 


86()  son. 

całkę  iiit  żywych 

2  (^'^  +  y'^)  +  R  =  *        gdzie        R  =  /  /(r)rfr, 
całkę  powierzclmi 

Znujdujeniy  bez  trudności 

Owoż,  warunek  (13)  jest  dopełniony;  więc  (a  =  i ;  zatem  osumia  całka 
otrzymuje  się  przez  kwadraturę' 

J    xx^+ijy'  -Tf' 

Ale  trzeba  wyrazić  x^  i  if  w  funkcył  zmiennycł)  x  i  y.  Dochodzimy 
do  tego  dość  łutwo  sposobem  następującym. 

Mamy 

x^  +  y'^  =  2(a  -  R), 
zk^d 

albo  jeszcze 

Zatem 

(^•.t'  +  yy'f  =  L>:>  -  R)r  -  p^, 
zk^d 

jx'  +  yxf  =  f,        kładzie         p  =  \^%%  —  r  ,»  — ?^. 
To  majce,  z  dwóch  równań 

//^r  —  xfii  =  ,'5,         uro;'  +  yj/'  =ae  j» 


NOTY. 


867 


wyciągamy 

x' 

» 

więc  całka  slajc  się 

r,jdx  - 

—  xdif 

?-2 

^-'it 

—  T- 

albo,  kładąc 

ige  = 

_y 
— —  ł 

X 

(15; 


/  •  dr 

J  r  \'2{x  —  R)r2  ~  (ii 


Dla  dokoiiczenia  rachunku   użyje  się  caiki  powierzchni,  wyrażonej 
w  kształcie 


dt 


która  daje 

(16) 


/rdr 
V2(«  — R)r^  — j3« 


Niech  będzie,  dla  utkwienia  myśli,  U  »=  —  !^;  calk<i  (16)  staje  się 


e  +  -y  = 


— (/ 


1 


i/K-+?)-l 


ali}0,  czyniąc 


r 


•+i 


868 

jroTY. 

zk^d 

^/'2«+^^os(•+T)=^-^ 

co  daje 

14-1/   ^'Pj-ł.rWO-l-^A 

Gałka  czasu  ł  sUije  się 

dr 


ł  +  T  = 


2|x_pJ 
r       r5 


2*+^-^; 


Te  wyniki  s^  zgodne  z  danemi  na  stronicy  353,  Tbm  L 

III*  Uważajmy  teraz  ruch  punktu  określony  przez  równania  róioia 
kowe 

W  których  zakładamy  X  =  ,- ,    Y  =  ^^ ,    i  przypuszczamy  źe  9  fan- 
kcya  zmiennych  x,  y  jest  jednorodna  stopnia  —  2. 

Kladcc  IV  =  —  /  f{r)dr9  mamy  pierwsza  calkę^  to  jest  całicę  sil 
żywych 

Całka  powierzchni  nie  ma  już  miejsca.  Ale  można  znaleźć  jej  podobną- 
Jakoż,  pomnóżmy  pierwsze  równanie  różniczkowe  przez  ^  y  a  drugie 
przez  X,  i  dodajmy,  będzie 


IfOTT.  869 

Tema  wynikowi  można  dać  kształt 

Owoiy  wedle  założeń  możemy  wzi^ć 
co  daje 

«^.i-"="»l=''<x-)-lKl)=łt-> 

będzie  zatem 

^5i(x./-yx'j«=d+(J)- 

Druga  całka  jesf  więc 

-2(xi/-ya;')*-ł(|)=^P; 

gdzie  ł{M)  =  /  dw  Fi(u)  —  ttF(w)|* 

Ponieważ  warunkowi  (13)  staje  się  zadość,  trzecia  całka  otrzyma  się 
przez  ostatni  mnożnik.  Jesteśmy  więc  naprzód  pewni  że  można  przywieśdź 
kweslyę  do  kwadratur.  Ten  wynik  sam  jeden  nadaje  już  wielka  ważność 
metodzie. 

W  obecnym  przypadku  możemy  dokonać  racliunku  przez  przemianę 
ilości  zmiennycłi,  biorąc  spótrzędne  biegunowe  r,  O  za  nowe  zmienne. 
Przypuśćmy  tedy  że  wyrażono  <o  w  funkcyi  r  i  O,  a  w  tem  wyrażeniu 
zamiast  r  i  t  położono  napowrót  ich  wartości  w  funkcyi  x  i  y;  będzie 
tożsamość 


która  daje 


?  =  Ao,r) 


(/.<p      c?9  dd      do  dr 
dx      da  dx  *  dr  dx 

(i~'~"r/6  dy      dr  dy' 


870  NOTY. 

Ale,  ponieważ  przypuszczamy  6  wyrażone  w  cc  i  t/,  mamy 


zkad 


f/e  =  cos^f/  - ; 

X 


d^  sind  dB       cosd 


iw  r    *  dy 


ł 

r 


polem  a?(te  +  ydy  =  rdr  daje 


c?r       CD  ^  dr      y       ,   , 

-j-  =  -  =  cosO,         -r-  =  ^  =  siiiO. 
dx      r  dy      r 


Więc  nakoniec 


a®  r     f/e    '   f/r         ' 


dy  __  cosO  c??      f/y  ^^^ 
dy         r    f/6  "*"  f/r        ' 


zatem 


dfo  f/cp       f/o 

dy       ^  dx      d» 

Ztcd  wynika  że  dwie  znalezione  całki  mog9  się  pisać  jako  następuje 
07) 

fi/rjdey      /•  dj 

\2\dt  /        I  ^  d6  " 


/■ 

dlatego  że  x2  ^-^^^  j  =  r^cos^^e 


f/6     1 


dt  cos^ 


Ale,  z  przyczyny  że  y  ma  posiać  -  ł(e),  możemy  pisać 


NOTY,  871 

gdzie  A  jost  siateczuc.  Mnożąc  na  krzyż  równania  (17)  i  (18),  i  zastępując 

1 
9  przez  -^łl^),  znajdujemy 


rfr»U(e)  +  AJ  =  rV92J(R  +  a)rJ  _  a(  • 

Zmienne  się  roztaczaj;,  i  mamy  zaraz  całkę  która  daje  kręinę 

di 


(19) 


J  r\'(R  +  »r*— A  J  \^ 


+  *(») 
Dokonywa  się  zagadnienia  wyrachowaniem  caiki  czasu 


t  + 


Ol  -|-  A 

albo,  na  mocy  równania  (19), 

— -. 
..     v/(«^  +  ^)-^~A 

Równanie  (19)  nastręca  inlcrcsuj^cą  uwag<:    T  111  uczynimy  ł(6)  ==  O, 
to  jest,  jeśli  nie  ma  siły  zawichrzajęcej,  równ: :  :    kręźnej  będzie 


_  r \\dr 


Więc,  jeśli  położymy 


r.W=/''o^-    '- 


gdy    punlit   ruchomy   jest  pocldany,  opr.        siły   środltowej,  sile  za- 
wichrzajęccj  środkowej  wyrażonej  przez  —  ^  C(6),   albo  ogólniej,  sile 

wichrzącej  której  składowe  sę  gj'  j|'   ao=j:5«}'(6),   równanie  kręż- 
nej  otriyma  się  b^i  nowego  rachunku.  Dość  będzie  zastępić  e  przei  rs(^) 
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wrówoaaiu  kr^żaej  ruchu  nieza wichrzonego;  lylko  trzeba  wiem  osiat- 
niem  zostawić  slateczne  dowolne,  aby  je  wyznaczyć  w  nowym  ruchu. 

W  przypadlcu  gdy  siła  wichrząca  jest  jpoprostu  funkcyę  promienia  w(h 
dz^cego  r,  będzie 

;,(6)  =  |A     i     CT(e)  =  6|/-A-,^.^=,,fl4,^. 


mp) 


^+k 


'J'en  przypadek  zwrócii  baczność  Newtona. 

W  ruchu  elliplycznym,  na  przykład,  jeśii  wprowadzono  siłę  wichrzj^ci 
skierowana  ku  środkowi  przyciągającemu,  i  równ^  —  — ,,   icr^na  rucha 

fo 

zawichrzonego  będzie  miała  równanie 

P 


14-cdos(nO-ł-7)' 


przypuszczając  n  rzeczywiste. 

Uważajmy  jeszcze  przypadek  w  którym  siła  pierwotna  jest  zero.  Punkt 
rucliomy  opisuje  wtedy  linię  prost§,  której  równanie  jest 


Jeśli  j-    >  O,        krzywa   klórę  opisuje   punkt  ruchomy* 

przyciągany  przez  środek  stały  z  należeniem   ^ ,  będzie  dana  przez  ró- 
wnanie 


(2«  ^==dos(nf-a)' 


Owoź,  •       A  +  |  =  c*^ 


stateczna    c  wyraża  podwójna  powierzchnię,  opisana  w  jedności  czasu 
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przez  promieii  wodzący  ponkto  ruchomego;  mamy  więc 


.2 


IX 


Wynik  zgodny  z  otrzymanym  na  stronicy  685  Tomu  /. 
Można  uważać  że  ^i.  jest  rzeczywiste,  gdy  punkt  ruchomy  jest  odpychany  ; 
bo  wtedy   |a  jest  odjemne. 

Niech  będzie  teraz  — C-^  =  —  n^.  Trzeba  zastąpić  6  przez  nfty'—  1  +7 

w  równaniu  (20).  Owoż,  w  tym  przypadku,  znaleziono  na  stronicy  /iSB 
Tomu  /, 

(22)  r  = ^ ; 

^  (n-hdoite»-»+(n  — doi  !>-"•' 

zastąpmy  7  przez  a  +  p^— i,  p  rzeczywiste  albo  urojone;  będziemy 
mieli 

(2J)       r  = 1^ ^-1^ ^-P^ 


Ale  równanie  (22)  można  pisać 

^  ^      2nro 1 

n-coigm+cotg/^,^       _,/ 
n — colgi 

i,  żeby  je  żtożsamić  z  równaniem  (23),  do^  jest  położyć 

,       n+cotgt  wfo  . 

n+colgi  '^      n— colgi 

nro 
ostatnia  równo-  jest  to  samo  co    p  =  ,  1  • 

V»'^— coig*» 

Wartości  dla  p  i  p  nie  s^  rzeczywiste  tylko  wtedy  kiedy  n^—  cotg^t  >  0. 

1V<^  Nakoniec,  będziemy  uważali  ruch  punktu  maleryalnego  przyciąga- 
nego przez  iiekolwiek  środków  leżących  w  linii  prostej ;  pokazując  najpier- 
wej,  podług  Jakobizgo,  że  można  sprowadzić  to  zagadnienie  do  ruchu  na 
płasczyznie. 


8:i 


NOTY. 


Przede  wszystkiem  nie  trudno  sprawdzić  źe  całka  powierzchni  ma  miejsce 
dla  płasczyzny  prostopadłej  do  linii  prosiej  na  której  się  znajdujfi  wszystkie 
środki  przyciągające ;  weźmiemy  tę  pi*ostę  za  oś  z*^. 

To  ustaliwszy,  niech  będzie  M  położenie  punktu  maleryalnego  nakonco 


O 

/ 


M 


/ 


^--Jo 


-X 


"-J- 


czasu  t,  i  A  Jeden  którykolwiek  ze  środków  przyciągających  albo  od- 
pychających. Bior§c  spółrzędne  walcowe,  czynimy  k§t  POX  =  6,  OP  =  u, 
MP  =  z. 


Mamy  równanie 

(1) 


^^  :n  =  T- 


Rozłóżmy  siłę  pochodzące  od  A,  i  skierowana  względem  AM  na  dwie. 
jednę  skierowana  wedle  MP  równolegle  do  OZ,  a  drug^  wedle  MQ  ró- 
wnolegle do  płasczyzny  xy,  1  tak  samo  dla  wszystkich  innych  środków. 
Niech  będzie  R  wynikowa  równoległa  do  płasczyzny  xy,  Z  wynikowa 
równoległa  do  OZ.  Otrzymujemy  równania 


(2) 


5^=Rcose, 


g  =  Rsin6, 


=  Z, 


w  których   Rs=:(p(u,  z)  i  Z  =  ł(ti,  z),  9  i  ^  sc  funkcyami  wiadomemi. 

dhi 
Wyrachujmy   -ttj.  Znajduje  się  łatwo 


albo,  na  mocy  (1)  i  (2), 
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Trze!  a  więc  tylko  zcalkować  akład  dwóch  równań 


CO  jest  właśnie  zagadnieoiem  ruchu  oa  plascxyznłe.  Gdy  zagadnienie  zo- 
stanie rozwięzane,  będziemy  mieli  u  i  z  w  funkcyi  czasu  t,  i  rachunek 
się  dokońay  przez  kwadraturę, 


+'-  n 


Tym  sposobem,  aby  rozwiązać  zagadnienie  w  przestrzeni,  dość  jesi 
umieć  je  rozwięzać  na  płasczyznie  przechodzącej  przez  oś  z^^^  przy- 

dawszy  tylko  do  składowej  prostopadłej  do  tej  osi  ilość  -^• 

Na  zastosowanie,  przypuścimy  ie  s^  trzy  środki  działające  A,  B,  O, 
punkt  O  we  środku  odległości  AB;  dwa  pierwsze  środki  przyciągające 
albo  odpychające  w  stosunku  odwrotnym  kwadratu  odległości,  a  ostatni 
w  stosunku  prostym  odle^oścl.  Przypuścimy  nadto  że  czystka  maie- 
ryalna    M   jest    poddana    działaniu    dwóch   innych   sił  z  natężeniami 

-izri  i  =*»  pierwsza  równoległa  do  pros  lej  AOB,  droga  prostopadła  do 
MP       MQ 

tej  linii.  MP  i  MQ  oznaczaję  odległości  punki  u  M  od  płasczyzny  prosto* 
padłej  do  prostej  AB  w  samem  jej  środku  O.  Jako  widzimy,  zagadnienie 
jest  niejako  zogóloieniem  tego  które  dano  na  stronicy  321  tomu  TL 


Zamieniajfc  z  na  o;,  u  na  y,  dość  jest  rozwiązać  zagadnienie  na  płas» 

t 


czyznie,  przydając  tylko  wyraz  ^ ;  Jeśli  więc  położymy  OA  =  6,  równa- 


nia różniczkowe  ruchu  będ^ 


(3) 


fPa?                     ,  X  —  b      , ,  cc  -4-  6  ,    X 
-—=  — won  — fe — k' — r\ h-^' 


'  dt-  ^  r*  r-^      y^ 


gdzie  a'=:7«+X|, 
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Mamy  najpicrwcj  całkę  sił  ływyci), 


(5)  x'>  +  »"  +  m(x'  +  8,2)  _  i«  _  1-)-  +  ^ + i^= ... 


Znajduje  się  potem  bez  iadnej  trudności 


albo  na  mocy  (5) 


+&-'iy^y'-y^M-^-7^+'^y'' 


o  woź,  druga  strona  jest  różniczkę  dukładn§;  więc,  oznaczajgic  przez  9a 
stateczne  dowolna,  mamy  naslępiiJ9C§  całkę 

(6)       ilxy'-y^)^-bk     /"-^        +bk-        '"+*  = 

Metoda  ostatniego  mnożnika  przywodzi  tę  kwestyędo  kwadratury,  i  daje 
^^^  =  (XX'  +  y  v')(xff'  -  yo^  -  6»x'y'. 
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Więc  trzecia  całka  będzie 

i/'ć/x  —  a'(ły 


n 


(xx'  +  yy')(xy'  —  ya^j  —  b^x'y' 


=  *3i 


gdzie  trzeba  zastąpić  o/  i  y'  przez  ich  wartości  w  o?  i  y  wyciągnięte 
z  równań  (5)  i  (6). 

Mamy  więc  pewność  źe  zagadnienie  jest  moźebne.  Moina  właśnie  dolio- 
nać  rozwiązania  za  pomoce  spółrzędnych  Icrzywolinijnycli. 

Wyznaczmy  połażenie  jccinc<;o  punlctu  plasczyzny  przez  przecięcie  dwóch 
stożkowych  spóiogniskowycli 

gdzie  (A*  >  62  a  v2  <  6«. 
Kład§c  P''=g^»    ^~5I'   ^^^^ 

Wprowadzając  do  rachunku  te  względności,  można  wyraz/ć  całki  (5)  i  (6) 
w  funkcyi  zmiennych  ^  i  v« 

Galka  sil  żywyi  h  staje  się 

>6«  V62  _ 


tS7v^  NUTV. 

a  (Irugii 

y-*  — T TT  |X'-*  -f-  JJL-  7-T ■  v'' t2'JLVU  V' 5 : H 

t  I  t         I 

,   .  (a'.i-6łK6-^-vł)  .  .,         ;xV-6*  ,,      ,,  ,,,        - 

-t'-^ ^, -+^  ^^.l6.)«,._,.)  -  m(i.»-6-,6»-v) 

^lożna  je  obie  wyrazić  w  następującym  kszlałcie 

lik'         Ab"- M^ 

+  |jt  +  V        a-^v2       (.U.2  —  6«)(6»  —  y*"*)  "^  *  ^ 

w      ^y         ^/\ftż_v-i^         jx»  — 6-i'     /  fi  — V     *  jxH-v 

Jeśli  (eraz  pomnoiymy  na  krzyż  te  dwa  równania,  zmienne  się  rozi^cz} 
i  będzie 

■^^^Ąlt^ik  -  A')  -  »nvi  -  p^2  -  X  ^-^  +  a,j 
Całkując  raainy  całki  ultraelliplyczne  pierwszego  rodzaju 


W 


gdzie  F((jl)  i  Fi(v}  s$  wielntnianami  5t?*»  s(opnia« 
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Jako  sprawdzenie,  niech  bęcłzie  X  =  )/  =  m  =  O ;  wtedy  chodzi  o  ruch 
na  plasczyznic,  punktu  przycioganego  przez  dwa  środki  stałe,  w  stosunku 
odwrotnym  kwadratu  odległości.  W  tym  przypadku  znajdujemy 

r d^ r f/y 

J  )J[L^  —  62  \l[x[L{k  -t-  k')  +T| ~~  J  V 6'  —  v*^ y^l^iji^ 


Połóżmy 

f/a  f/v 


powyższe  całki  stanę  się 


(/3 


iW+B 


Owoź  możemy  napisać  9iO)+A+B  —  A  zamiast  TpiiP)+B,  i  za- 
stępie ©,(J5)+ A  +  B  przez  v(3);  będzie  więc 


J  V v(*)  +  A   J  v'^';?)  -  A 


Wynik  wiadomy. 


Pisałem  w  Beims  w  Maju  1876  r. 


B.-A  NlEWKGŁOWSKI. 
Professor  a jfr^j/at  matematyki  wyiszej  w  liceum  w  Rrlms  (we  Francyl) 


880  NOTT. 


DODATEK  DO  TWIERDZENIA  PRACY  PRZYSPOSOBIONEJ 

{dla  stronicy  332). 

Gdy  związki  między  punktami  materyćilnemi  stanowi^cemi  układ  sc 
iwy  rażone  pi'zez  równania,  każdy  z  tych  punktów  może  brać  dwa  prze- 
mieszczenia równe  i  wprost  przeciwne ;  gdy  zaś  związki  sc  przedstawione 
przez  nierówności,  wtenczas  przemieszczenia  punktów  układu  m^J9  miejsce 
tylko  w  jcdngi  stronę  a  sc  niemożebne  w  stronę  wprost  przeciwna.  I  tak, 
przypuśćmy  na  przykład  że  punkt  materyalny  jest  uwiązany  na  jednym 
krańcu  nici,  długości  R,  której  drugi  kraniec  zostaje  utkwiony  w  punkcie 
stałym.  Nić  nie  przeszkadza  punktowi  poruszać  się  wewnątrz  sfery  pro- 
mienia l\  albo  na  jej  powierzchni,  ałe  mu  nie  pozwała  przenikać  tej  po- 
wierzclini.  Biorąc  skrajność  stałe  nici  za  początek,  widzimy  że  możebność 
ruchu  punktu  uwiązanego  wyraża  się  podwójnym  warunkiem 

t 

W  pierwszym  przypadku  lężność  nici  jest  zero,  i  punkt  [x,  y,  z)  poroszą 
się  zupełnie  wolny  wewnęlrz  sfery ;  trzeba  więc  i  dość  jest,  dla  jego  równo- 
wagi, żeby  summa  prac  sił  danych  była  zero,  we  wszystkich  przemieszcze- 
niach przysposobionycli  jakie  on  brać  może.  W  drugim  przypadku  ismiejc 
tężność  nici,  normalna  i  skierowana  ku  środkowi  sfery,  allx>  co  to  samo, 
oddziaływanie  powierzchni  sferycznej  któr^  prze  punkt  zmuszony  poruszać 
się  na  niej.  Wtedy,  między  przemieszczeniami  jakie  temu  punktowi  dać 
można,  jedne  s§  wzdłuż  powierzchni  i  dla  nich  praca  oddziaływania  jest 
zero;  drugie  s^  skierowane  na  wewnątrz  sfery,  dla  tych  praca  oddział) - 
wania  jest  dodatna.  Punkt  rucliomy  może  jeszcze  i  w  tym  przypadku  być 
uważany  jako  wolny,  byle  zastąpiono  powierzchnię  przez  siłę  równowarta 
jej  oporowi.  Owoż,  dla  równowagi  rzeczonego  punktu,  trzeba  i  dość  jcsi 
żeby  summa  prac  wszystkich  sił,  tak  zewnętrznych  jako  wewnętrznycli, 
była  zero  dia  każdego  przemieszczenia  przysposobionego;  więc  summa 
prac  sił  danych  jest  zero  dla  przemieszczeń  wzdłuż  powierzchni ;  a  jest 
odjemna  dla  przemieszczeń  skierowanych  ku  środkowi  sfery,  dlaiego  że 
praca  dodatna  oddzialywanij  przydana  do  tej  summy  powinna  uczynić 
zero. 
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To  wszystko  dowodzi  źe  równowaga  nie  wymaga  koniecznie  ieby 
samma  prac  przysposobionych  sil  danycii  była  zero  dia  wszystkich  prze- 
mieszczeń możebuycb.  Zt^d  wnosimy,  uzupelniajęc  twierdzenie  pracy 
przysposobionej  wyłożone  w  pierwszym  tomie,  źe  : 

Gdy  piinkta  materyakie  Stanowice  układ  S9  związane  z  sob^  tak,  że  każdy 
2  nich  może,  dla  pewnych  ruchów  przysposobionych,  przemieszczać  się 
tylko  w  jed09  stronę  a  hie  w  stronę  przeciwne,  wtedy  warunkiem  koniecz- 
nym i  dostatecznym  równowagi  jest  żeby  summa  prac  przysposobionych, 
zgodnych  ze  związkami,  była  zero  albo  odjemna.  . 


NOTA  ODNOSZĄCA  SIĘ  DO  STRONICY  538. 

Powiedzieliśmy  że  D'Alembert  zcałkował  pierwszy  równanie  różnicz- 
kowe cząstkowe  drugiego  rzędu,  które  przedstawia  ruch  struny  drgającej. 
Otóż  jakim  spo9ol>em : 

Niech  będzie,  wedle  notacyi  użytej  w  dziele,  równanie  o  którem  mowa 

^  ^-  ^^^      wg  ••     ^mtm^m^     m 


Można  je  pisać 


więc 


di*  dt      dx*     dx  * 


dt  dx 


jest  różniczka  dokładna. 


^"^  5f'"+S^  =  ''^' 


pomnóżmy  ostatnie  przez   a   i  dodćijmy  stronami  do  poprzedzajęcego, 
ł>ędzie 


{^-^^iiy^^-^^^^^^^^^-^^^yh 


■eaumKA.  ^  lu—  30 
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oirzyma  się  podobnie 


0}-<^Piy{^-<'i)-"Ku-ay). 


Tu  dowodzi  że  summy  ti+ ajf  i    hł  '^^h         *^   fuskcyami    tammy 

x4.«t.  .  tak  «mo  róinice  u-ay   ł    ^-«^  •»  tokcf «bI  rtofc, 

X  —  at, 
Z3tcm,  oznaczając  przez  9  i  ^  dwie  funkcye  dowolne,  mamy 

ti  -I-  ay  «•  9:^  +  aO, 

u  —  a?/  =  ł(a?  —  at), 
zkąd  wynika 

u  =  9(a'  -ł-  at)  4-  +(a?  —  at) . 
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Nakładem  wŁA^iaELA   Biblioteki  Kórnickiej,   a    przewoobi- 

GŻĄCEGO  V  TOWARZYSTWACH  NAUKOWEJ  POMOCT     I    NAUK  ŚCIS- 
ŁYCH W  Paryżu,  wyszły  następujące  dzieła  matematyczne: 

1.  NORZEWSKI  BOCH.  Nouoelle  tfiśorie  des  proportions  ei  progresnmis 
harmoniques  avec  ses  applications  d  la  g4omHrie.  Paris,  1852,  iiH8*, 
avec  planches  (wyczerpane). 

2.  G.  U.  Niewęgłowski,  professor  analizy  w  Szkole  wyiszćj  Polskifj 
Moniparnasse,  w  Paryiu.  Egzaminator  maiemalykl  w  liceum  Świętego 
Ludwika.  — Arytmetyka  z  teoryą  przybliżeń  liczebnych  it.  d.  (Kurs  zu- 
pełny, zawierajęcy  działania  skrócone,  błędy  samoislne  i  względne ;  noiy 
dotyczące  własności  liczb,  wiele  rozwiązanych  zagadnień  i  ćwiczenia;, 
in-8<»,  stron  352.  I^aryż,  1866.  Cena  1  lal.  10  srg. 

3.  —  Geometryi  cz^ść  L  Geometrya  plaska^  (wydanie  drugie)  w  Paryżu, 
1868  r.,  stron  636,  in-8^  figury  w  teksde.  Cena  1  talar  10  srg. 

d.  —  Geometryi  część  I  i  //,  kurs  zupełny,  drugie  wydanie  całkiem  prze- 
robione, zawierajęce  całe  geometryę  starożytnych  i  metody  geometryi 
nowoczesnej  (pierwsze  wydanie  z  1852  roku).  Paryż,  1868,  in-S"*,  stroo 
XV  i  778.  Cena  2  tal.  20  srg. 

5.  —  Trygonometrya  prostolinijna  i  sferyczna  z  teoryc  ilości  urojth- 
nyck  i  z  notami.  Paryż,  1870  r. ,  in'8°,  sir.  xv  i  /i07.  Cena  1  tal.  15  srg. 

6.  Zasady  rachunku  różniczkowego  i  całkowego  z  zastosuwaniami^ 
wyłożył  W.  Polkierski,  inżynier  cyw,  b.  uczeń  Szkoły  PoUtechnIcznćj 
w  Karlsruhe,  licencyat  n.  m.  P.  F.  Sorbony,  Professor  mechanild 
w  Szkole  Wyższćj  Przygotowawczej  w  Paryżu,  tom  (,  zawierajęcy  rachu- 
nek różniczkowy,  oraz  dodatek  Władysława  Trzaski  o  wyznacznilLacii. 
Paryż,  1870,in-8<^^  str.  ZLiiii  1087, fig.  w  tekście  136.  Cena  3  l?L  10  srg. 

7.  Pamiętnik  Towarzystwa  Nauk  Ścisłych  w  Paryżu^  tom  I  (GłOwne  ar- 
tykuły przez  pp.  Frankego,  Gosiewskiego,  Sęgajlę,  Trzaskę,  Żmurkę). 
Paryż,  1871,  in-/i°,  stron  186,  figur  5.  Cena  2  ul. 

8.  Pamiętnik  Towarzystwa  Nauk  Ścisłych  w  Paryżu^  tom  11  (Arty- 
kuły pp.  Gosiewskiego,  Kncliarzewskiego,  Sęgajły,  Trzaski  i  Żaliii- 
skiego).  Paryż,  1872,  in-A'»,  stron  2d0,  figur  8.  Cena  2  tal  (Obydwa 
tomy  razem  oprawne  3  tal.  22  srg.  6  fen.). 

9.  Wykład  Hydrauliki  wraz  z  teoryę  machin  wodnych,  poprzedzony 
wiadomościami  wsiępnemi  z  hydroslatyki  i  bydrodynamild,  przez 
pp.  FzLiKSA  Kdcharzewskiego  I  Wł.  Rlogbra  (Inżynierów dyplomo- 
wanych szkoły  Drogi  Mosiów  w  Paryżu).  Paryż,  1873,  str.  lvi  i  1019. 
Figur  w  teksde  110,  oprawa  angielska.  Cena  20  fr. 


10.  Zasady  rachioiku  różniczkowego  i  całkowego^  przez 
W^-ADYSŁAWA  FoLKiKRSKiEGo,  stałcgo  Sckretaiza  i  Wice- 
prezesa Towarzystwa  Nauk  Ścisłych,  tom  11.  Rachunek 
Całkowy.  Część  pierwsza :  Całkowanie  różniczek  i  t..  d. 
Paryż,  1873,  in-8  stron  XVI  i  752,  figur  76,  oprawa 
angielskaf    Cena  12  franków. 

11.  Wykład  mechaniki  cząsteczkotuej  (molekularnej)  przez 
Władysława  Gosiewskiego,  prof.  fizyki  matematycznej. 
Tomu  Ifif^  części  różniczkowej  zeszyt  pierwszy.  Paryża 
1873,  in-8°,  stron  176.     Cena  fr.  4. 

12.  Pamiętnik  Towarzystwa  Nauk  Ścisłych  w  Paryżu,  tom 
III  zawierający  prace  pp.  W.  Folkierskiego,  Klugera, 
Kucharzewskiego,  Dolińskiego,  Gosiewskiego  i  Marty- 
nowskiego.  Paryż,  1873,  in-4^  str.  VIII  i  354,  figur 
96.     Cena  fr.  12. 

13.  Kurs  Mechaniki  Rozumowej  przez  G.  H.  Nibwęgłow- 
sKiKGo,  Tom  I.  Statyka.  —  Dynamika  punktu.  Paryż, 
1873,  in-8°  str.  544,  z  figurami  w  tekście.  Cena  fr.  10. 

14.  Wykład  zupełny  Algebry^  przez  Adolfa,  S^oajłę,  w  czte- 
rech tomach.  Tom  I:  Początki  Algebry,  Paryż,  1873, 
in-8^,  stron  632  z  figurami.     Cena  fr.  1  0. 

15.  Bthliografia  Piśmiennictwa  Polskiego  z  działu  Matematyki 
i  Fizyki  oraz  ich  zastosowań,  przez  Dr.  Teofila  Zebraw»kib- 
oo,  Członka  Akad.  Krakowskiej.  Kraków,  1873  in-8% 
stron  617  z  4  tablicami.     Cena  9  marek. 

16.  Pamiętnik  Towarzystwa  Nauk  Ścisłych  w  Paryżu,  tom 
IV,  zawierający  wypracowania  pp.  A.  Martynowskiego, 
K.  Brandta,  J.  N.  Frankiego,  W.  Klugiera,  W.  Pu- 
chewicza,  S.  Baranowskiego  i  Cayley'a  (tłomaczenie 
z  angielskiego).  Paryż,  1874,  in-4*^,  czterdzieści  i  dwa 
arkusze  druku,  z  99  figurami  w  tekście.     Cena   12   fr. 

17.  Tom  V  zawierajęcy  prace  pp.  K.  Maszkowskiego, 
Wł.  Gosiewskiego,  Ł.  Wojciechowskiego,  J.  Rostafiń- 
skiego i  S.  Baranowskiego.     Paryż,    1874,  in-4*®  czter- 


